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Navody k domaci casti |. kola kategorie A

1. V kaZdé ze ¢étyr mistnosti je nékolik predméti. Necht n = 2 je prirozené c¢islo. Jednu
n-tinu predmétu z pruni mistnosti preneseme do mistnosti druhé. Nasledné jednu
n-tinu (z nového poctu) predméti preneseme z druhé mistnosti do treti. Podobné
pak ze treti mistnosti do cturté a ze cturté do prvni. (Vidy pritom prendsime celé
predméty.) Vite-li, Ze na konci byl v kazdé mistnosti stejny pocet predméti, urcete,
kolik neyméne predméti mohlo byt na zacdtku ve druhé mistnosti. Pro ktera n se
tak muze stat?

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Pfirozena cisla a, b nazveme nesoudélna, pokud je jejich nejvétsi spolecny délitel
roven 1, tedy nsd(a,b) = 1. P¥ipomerite si zékladni vlastnosti nesoudélnych
Cisel:

(a) Po sobé jdouci pfirozena ¢isla jsou nesoudélna.
(b) Jsou-li a,b,c € N a plati-li nsd(a,b) =1 a b | ac, pak platiib | c.
(c) Jsou-li a,b,c € N a plati-li nsd(a,b) =1, a|cab]|c, pak platiiab | c.

2. Reste podobnou tlohu pro t¥i mistnosti namisto ¢tyt.

2. Naleznéte neymensi redlné cislo m, pro néz lze najit redlnda cisla a, b tak, aby ne-
TOVN0ST
|22 +ax + b <m

platila pro kazdé x € (0,2).

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Urcete nejmensi redlné ¢islo m, pro néz plati |22 —2| < m pro kazdé x € (-2, 2).

2. Ukazte, Ze pro kazdou funkci f(x) = 22 + ax + b existuji ¢isla u,v € R takova,
ze f(z) = (x — u)? + v. Graf kazdé takové funkce je tedy posunutim paraboly
y = 2.

3. Jsou dana tii realna cisla a, b, ¢, pricemz kazda dvé se lisi alespon o 1. Ukazte,
ze pokud néjaké m € R spliuje |a| < m, [b] < m, |¢| < m, pak m = 1.

4. Ukazte, ze pro libovolnou funkci tvaru f(z) = 22 + az + b plati alespoii jedna
z nerovnosti f(—1) — f(0) =2 1, f(1) — f(0) = 1. Plati zavér i tehdy, pokud
nahradime trojici ¢isel —1, 0, 1 trojici ¢isel t — 1, ¢, t + 1 pro libovolné t € R?

D1. Rozhodnéte, zda existuji éisla a, b, c € R takova, ze rovnice az?+bxr+c+t =0
mé dva realné kotfeny, at zvolime parametr ¢ € R jakkoli.
D2. Budte a, b, ¢ redlné ¢isla. Dokazte, ze alespon jedna z rovnic

2?2+ (a—b)x+(b—c)=0,
2>+ (b—c)x+(c—a)=0,
22+ (c—a)x+ (a—b) =0,
ma realny kofen. [Ruskd MO 2007. Uvazte, Ze staci, aby néktera ze tii kvad-

ratickych funkci z levych stran méla nekladnou hodnotu pro z = 0. Mize se
stat, ze by hodnoty v nule vysly vSechny tii zaporné?|
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D3. Necht P(z) a Q(z) jsou kvadratické trojcleny, pro které plati, Ze rovnice
P(Q(x)) = 0 mé kofeny —22, 7, 13. Urcete ¢tvrty koren této rovnice, vite-li, ze
je celo¢iselny. [Ukazte, Ze z hodnot Q(—22), Q(7), Q(13) museji byt dvé shodné.
Co to pak znamend pro osu soumérnosti paraboly — grafu funkce Q(x)?]

. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC s preponou AB a delsi odvésnou BC. Necht
D je pata vysky z vrcholu C. KruZnice k se stredem D a polomérem CD protina
odvésnu BC v bodé Q a ddle primku AB v bodech E a F (E # F'), kde F' je bodem
prepony AB. Usecka QE protind odvésnu AC v bodé P. Dokazte, Ze |PE| = |QF|.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Zopakujte si vétu o stredovém a obvodovém tuhlu.

2. Je dan ¢tverec ABCD. Na kratsim oblouku AB opsané mu kruznice zvolime
bod X tak, ze |<XADX| = 30°. Pruseciky tisetek XC a XD se stranou AB
oznacme postupné Y a Z. Urcete velikosti vnitinich hla v trojuhelniku XY 7.

D1. Je dan c¢tverec ABCD. Na kratsim oblouku AB opsané mu kruznice zvolime
bod X. Prusecik tsecky X C' se stranou AB oznacime Y a prusecik tsecky X D
s uhlopfickou AC oznacime Z. Ukazte, ze YZ 1 AC. [Naleznéte skrytou ¢tve-
Fici bod1, co lezi na jedné kruznici.]

D2. Na stranach BC' a C'D ¢tverce ABC'D zvolme postupné body K a L tak, ze
|« LAK| = 45°. Ukazte, ze |BK |+ |DL| = |KL|. [Oto¢te bod K o 90° kolem A
a uzijte shodnosti vhodnych trojuhelniki.|

. Nela s Janou zvoli prirozené cislo k a ndsledné hraji hru s tabulkou o rozmérech 9x9.
Zacinagict Nela pokazZdé svym tahem vybere jedno prdzdné policko a vepise do nej
nulu. Zato Jana ve svém tahu do néjakého prazdného policka napise jednicku. Navic
po kazZdém tahu Nely nasleduje k tahu Jany. Pokud se kdykoli béehem hry stane, Ze
soucet cisel v kazdem rddku i v kaZdém sloupci je lichy, vitézi Jana. Pokud divky
vyplni celou tabulku, aniz by se tak stalo, vitézi Nela. Naleznéte nejmensi hodnotu k,
pro niZ md Jana vitéznou strategii.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Reste danou hru nejprve v tabulce 3 x 3.

2. Na kouzelném stromé vyrostlo 25 citront a 30 pomerancii. Sadar utrhne kazdy
den dva plody, poté pres noc vzdy na stromé vyroste jeden novy plod, a to
pomerané (resp. citron), byly-li utrzené plody stejné (resp. rtizné). Jaky plod
vyroste na stromé posledni? [Citron — jejich pocet je totiz po kazdé noci lichy.]

D1. Simona a Lenka hraji hru. Pro dané celé ¢islo k takové, ze 0 < k < 64, vy-
bere Simona k poli¢ek Ssachovnice 8 x 8 a kazdé z nich oznaci kiizkem. Lenka
pak Sachovnici néjakym zptisobem vyplni dvaatficeti dominovymi kostkami.
Je-li pocet kostek pokryvajicich dva ktizky lichy, vyhrava Lenka, jinak vy-
hrava Simona. V zavislosti na k urcete, ktera z divek mé vyhravajici strategii.
[64-C-1-3|

D2. V levém hornim rohu Sachovnice 8 x 8 stoji figurka krale. Dva hraci se stii-
daji v tazich, pricemz kazdy svym tahem (legalnim Sachovym tahem) posune
figurku na misto, na némz jesté nestala. Kdo neméa kam tahnout, prohral.
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Ukazte, ze hrac¢ hrajici jako prvni ma vitéznou strategii. [Rozdélte Sachovnici
na obdélnicky 2 x 1 a naleznéte pro prvniho hrace strategii, v niz do zadného
obdélnicku netédhne jako prvni.]

D3. V levém hornim rohu Sachovnice 8 x 8 stoji figurka koné. Dva hraci se stfi-
daji v tazich, pficemz kazdy svym tahem (legdlnim Sachovym tahem) posune
figurku na misto, na némz jesté nestdla. Kdo nema kam tahnout, prohral.
Ukazte, ze zacinajici hra¢ ma vyhravajici strategii. [Rozdélte Sachovnici na
obdélnicky 2 x 4 a v nich policka rozdélte do dvojic se stejnym tmyslem jako
v uloze D2.]

. Je dan trojuhelnik ABC' s nejkratsi stranou BC'. Na strandch AB, AC a na polo-
primkdch opacnych k poloprimkam BC', C'B zvolme postupné body X,Y , K, L tak,
aby platilo |BX| = |BK| = |BC| = |CY| = |CL|. Pfimky KX a LY se protinaji
v bodé M. Dokazte, Ze téziste trojuhelniku K LM splyvd se stiedem kruznice vepsané
trojuhelniku ABC.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Ukazte, ze v kazdém trojuhelniku ABC' je osa vnitfniho tthlu kolmé na osu
vnéjsiho thlu u téhoz vrcholu.

2. Je dan trojuhelnik ABC a jeho tézisté T'. Rovnobézka se stranou BC' vedena
bodem T oddéli mensi trojuhelnik ADFE. Urcete, jaky je pomér obsaht troj-
uhelniki ABC' a ADE.

D1. V trojuhelniku ABC' ozna¢me [ stfed kruznice vepsané a [, stfed kruznice
pripsané strané BC. Ukazte, ze
(a) body B, C, I, I, lezi na kruznici s prumérem [, [uzijte vysledek tlohy N1],
(b) stied tisecky I1, lezi na ose usecky BC),

(¢) body dotyku kruZnice vepsané a kruznice pfipsané strané BC' se stranou
BC jsou soumeérné sdruzené podle osy usecky BC'.

D2. Je dan trojuhelnik ABC' s tupym tuhlem pii vrcholu C. Osa o, tusecky AC
protina stranu AB v bodé K, osa 05 tsecky BC' protina stranu AB v bodé L.
Prisecik os 01 a 02 oznacme O. Dokazte, ze stfed kruznice vepsané trojuhel-
niku K LC' lezi na kruznici opsané trojuhelniku OK L. [64-A-1I-1]

D3. V tétivovém ctyriuhelniku ABC'D ozna¢me L, M stfedy kruznic vepsanych po
fadé trojuhelnikim BC A, BC'D. Déle ozna¢me R prusecik kolmic vedenych
z bodti L a M po fadé na pfimky AC' a BD. Dokazte, ze trojuhelnik LM R je
rovnoramenny. [56—A-II1-2]

. Na tabuli je napsan soucin

1-2-3-...-n.

Pro kterd prirozend c¢isla n = 2 je moZno za nékteré z ciniteli dopsat vykFicnik,
a nahradit je tak jejich faktoridly, aby vysledny soucin byl roven druh€ mocniné
prirozeného cisla?

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Jaky nejmensi nasobek ¢isla 2016 je druhou mocninou pfirozeného ¢isla?
2. Pro jaké nejmensi pfirozené ¢islo n plati 2015 | n!?
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3.
4.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

Kolika nulami kon¢i ¢islo 2015!7

Pro dané ptirozené ¢islo n a prvocislo p uvazme nejvétsi nezaporné celé cislo k,

pro néz plati p* | n. Toto ¢islo k budeme znacit v,(n) a fkat mu p-valuace ¢isla

n. Jiny pohled na véc je, ze v,(n) znac¢i exponent u prvocisla p v prvociselném

rozkladu ¢isla n. Pro libovolna prirozena ¢isla a, b ukazte nasledujici:

(a) vp(ab) = vp(a) 4 vy(b),

(b) vp(a®) = bup(a).

(c) Pfirozené ¢islo b je druhou mocninou, pravé kdyz v, (b) je sudé pro kazdé
prvocdislo p.

(d) a|b, pravé kdyz v,(a) < v,(b) pro kazdé prvoéislo p.

(e) Je-li vy(a) # vp(b), pak plati vy(a + b) = min(v,(a), v,(b)).

Zjistéte, pro ktera prirozend ¢isla n = 2 je mozno za nékteré z ¢initeld soucinu

1-2-3-...-n

dopsat vykfticnik tak, aby vysledny soucin nebo jeho dvojnasobek byl roven
treti mocniné prirozeného ¢isla. [Hledand jsou pravé ta slozend n, pro néz je
i ¢islo n — 1 slozené.]

Ukazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n a libovolné prvocislo p plati vzorec

vy (nl) = Hﬂ%h...ﬂ}%h....

p p

Ukazte, ze

n — sp(n)
p—1

kde s,(n) je ciferny soucet ¢isla n zapsaného v soustavé o zakladu p. [Zapiste

n v soustavé o zakladu p jako n = ag + a1p + ... + app®, uzijte vysledku D2

a u jednotlivych koeficienti pak sectéte geometrickou posloupnost mocnin p.]

Naleznéte vSechna n piirozené, pro néz 2"~ 1 | n! [UZjte vysledku piedchozi

ulohy.]

Ukazte, ze pro libovolna pfirozena cisla m,n je vyraz

vp(n!) =

9

(2m)!(2n)!
n!m!(m + n)!

vzdy roven celému ¢islu. [MMO 1972]
Ukazte, ze pro libovolna ptirozend cisla m, n plati

o, (("+m)> _ 5y(0) + sp(m) — spm+ 1)

m p—1

Y

kde opét s,(n) je ciferny soucet ¢isla n zapsaného v soustavé o zakladu p. Sou-
visi vysledek s poctem ,,prenosi® pii pisemném scitani v soustaveé o zakladu p?



