Ve

Navody k domaci casti |. kola kategorie B

1. Pro prirozena cisla k, [, m plati

k+m+klm 2051
Im+1 404

Urcete vsechny mozné hodnoty soucinu klm.

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

1. V prirozenych c¢islech feste rovnici m = %. [p=1, q¢=2015]

2. Pripomente si dulezity poznatek o délitelnosti celych c¢isel: déli-li ¢islo x soucin
yz a jsou-li pfitom c¢isla z a y nesoudélna, pak ¢islo x déli samo ¢islo z. Vyuzijte
pak toto pravidlo ke zdivodnéni takového zavéru: pokud pro prirozena cisla a,
b, ¢, d jsou oba zlomky 7 = ¢ v zdkladnim tvaru, plati a = ca b = d.

3. Dokazte, ze pokud pro prirozena ¢isla a, b, k, [ plati, Zze ka déli b a [b déli a, pak
k=1=1aa=b. [Délitel nemiize byt (v absolutni hodnoté) vétsi nez délenec,
proto ka < b a lb < a, takze kla S 1b < a, tedy kl £ 1 a odtud k =1 = 1.
Nakonec zpétné a < b < a, coz nastava, pouze pokud a = b.]

D1. Najdéte alespon jedno reseni rovnice

k-+m+klm _ 2051
Im+1 404

v racionélnich ¢islech, pro které je hodnota soucinu klm rovna 2016. [Dosa-
zenim klm = 2016 a Im = 2016/k dostaneme volbou k£ = 1 jedno z feSeni
(k,l,m)=(1,2016 - 404/(1 647 - 2017), 2017 - 1647/404).]

2. Do ctvercove tabulky 11 x 11 jsme vepsali prirozend cisla 1,2,...,121 postupné
po Tddcich zleva doprava a shora doli. Ctvercovou destickou 4 x 4 jsme viemi moz-
nymai zpusoby zakryli prdaveé 16 policek. Kolikrat byl soucet zakrytych 16 cisel druhou
mocninou celého cisla?

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Do c¢tvercové tabulky velikosti 5 x 5 jsme vepsali pfirozena cisla 1,2,...,25
postupné po Fadcich zleva doprava a shora dolt. Ctvercovou destickou velikosti
2 X 2 jsme vSemi moznymi zptusoby zakryli ¢tyfi policka.
1. Jaky nejmensi a jaky nejvétsi soucet mohou mit ¢tyii zakryta ¢isla? [16, 88]
2. Kolika zpiisoby muzeme takto desticku polozit? [16]
3. Bude soucet ¢ty zakrytych ¢isel vzdy délitelny ¢tyfmi? [Ano]
4. Kolikrat bude soucet zakrytych ¢tyr ¢isel druhou mocninou celého ¢is-

la? [3krat]
2. Do policek c¢tvercové tabulky 11 x 11 jsme postupné zleva doprava a shora
dolti zapsali ¢isla 1,2, ..., 121. Ctvercovou desti¢kou velikosti 3 x 3 jsme vSemi

moznymi zplsoby zakryli presné devét policek. V kolika pripadech byl soucet
deviti zakrytych ¢isel druhou mocninou celého ¢isla? [62-B—S-2]
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D1. V jednom poli sachovnice 8 x 8 je napsano ,—“ a v ostatnich polich ,+.

V jednom kroku miizeme zménit na opacna zaroven vsechna C¢tytfi znaménka
v kterémkoli ¢tverci 2 x 2 na Sachovnici. Rozhodnéte, zda po urc¢itém poctu
krokti miiZze byt na Sachovnici obou znamének stejny pocet. [64—C—-I1-2]

D2. V kazdém policku tabulky 8 x 8 je napsano jedno nezaporné celé cislo tak, ze
kazda dvé ¢isla, ktera jsou na polickach soumérné sdruzenych podle jedné nebo
druhé dhlopricky, jsou stejna. Soucet vSech 64 ¢isel je 1000, soucet 16 ¢isel na
uhloprickach je 200. Ukazte, ze soucet ¢isel v kazdém tadku i sloupci tabulky
je nejvyse 300. Plati stejny zavér i pro ¢islo 2997 [63-B—11-4]

3. V pravouhlém trojihelniku ABC s preponou AB a odvésnami délek |AC| = 4 cm
a |BC| = 3 ¢m lezi navzdjem se dotykajici kruznice k1(S1;71) a ko(Se;12) tak, Ze ky
se dotykad stran AB a AC, zatimco ko se dotykd stran AB a BC'. Urcete nejmensi
a nejvetsi moznou hodnotu poloméru rs.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Kruznice k1(S1;71) a ka(S2;7r2) se navzajem vné dotykaji, jejich spoleénou
vnéjsi tecnu oznac¢me Py Py, pticemz Py € k1 a P, € ky. Presvédcte se, zZe plati
(r1 +72)% = |P1P2|? + (r1 — r2)?. [Rovnice je Pythagorova véta pro pravouhly
trojuhelnik s pfeponou S7.55.]

2. KruzZnice vepsana trojuhelniku ABC' se dotyka jeho stran BC, AC, AB po-
stupné v bodech K, L, M. Dokazte rovnosti |AL| = |[AM| = 1(|AB| + |AC| —
—|BC|), |BK| = |[BM| = §(|BC| + |AB| — |AC|) a |CK| = |CL| = 3(JAC| +
+ |BC| — |ABYJ). [Body dotyku vepsané kruznice se stranami rozdéluji hranici
trojuhelniku na t¥i dvojice tsecek stejnych délek.]

D1. Dokazte, ze v pravoihlém trojuhelniku ABC' s odvésnami délek a, b a pfeponou
délky ¢ je primér vepsané kruznice roven a + b — c¢. [Jsou-li D a E postupné
body dotyku vepsané kruznice o stfedu S s odvésnami BC' a AC, je SDCFE
Stverec, takze [CD| = 1(a+b—c) = |SD| =r]

D2. Polomér vepsané kruznice trojuhelniku ABC' je r. Sestrojme tfi rizné teény ve-
psané kruznice rovnobézné se stranami trojuhelniku. Poloméry vepsanych kruz-
nic tii malych ,jodiiznutych” trojihelnikdi oznac¢me 74, rp, rc podle vrchol
trojuhelniku. Dokazte, ze r4 +7p +7c = r. [Z podobnosti malého trojuhelniku
k ABC jera/r = (vq — 2r)/v,, kde v, znaci velikost vysky z vrcholu A v troj-
uhelniku ABC'. Podobné rovnice plati i pro ostatni vrcholy, takze zbyva ukazat,
ze 1/vg+1/vp+1/v. = 1/r. Zde vyuZzijime vzorce ro = 25 = av, = bv, = cv,,
kde o =a+b+c.]

4. Pocet vsech sudych délitelu nekterého prirozenéeho cisla je o 3 véetsi neZ pocet vsech
jeho lichych deliteli. Jaky je podil souctu vsech jeho sudych délitelu a souctu vsech
jeho lichych délitelu? Najdéte vsechny mozné odpovédi.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Najdéte nejmensi prirozené cislo, které ma praveé tii délitele. Jak se zméni od-
povéd, hleddme-li nejmensi trojmistné liché ¢islo s prave tfemi déliteli? [4; 121]
2. Najdéte vsechna prirozena cisla, kterda maji stejny pocet sudych i lichych déli-
telt. [2m, kde m je libovolné liché ¢islo]
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D1. Necht m je ptirozené ¢islo, které mé sedm kladnych délitel, a n je pfirozené
¢islo, které ma devét kladnych déliteli. Kolik déliteltt miize mit soucin m - n?
[64-B—1-4]

D2. Soudin vSech kladnych délitelti pfirozeného ¢isla n je 201°. Uréete n. [64-B-11-1]

. Vrcholy konvexniho Sestiihelniku ABCDEF lezi na kruznici, pricemZ |AB| =
= |CD|. Usecky AE a CF se protinaji v bodé G a usecky BE a DF se protinagji
v bodé H. Dokazte, Ze usecky GH, AD a BC' jsou navzdjem rovnobézné.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Ukazte, ze tétivovy lichobéznik je rovnoramenny. [Osy obou rovnobéznych za-
kladen lichobézniku prochézeji stfedem opsané kruznice, jsou tedy shodné.]

2. Ukazte, ze pokud dvé ritznobézné protilehlé strany tétivového ctytuhelniku
ABC D maji stejnou délku, je ¢tyfuhelnik lichobéznikem. [Jsou-li shodné strany
AB a CD, uvazme osu o usecky BC, ta prochazi stfedem S opsané kruzni-
ce. Rovnoramenné trojuhelniky ABS a C'DS jsou shodné, a tudiz soumérné
sdruzené podle osy o.]

D1. Je dana tétiva AB kruznice k se stfedem v bodé S. Na tiseéce AB zvolme
bod M a priusecik kruznice opsané trojuhelniku AM S s kruznici k£ ozna¢me C.
Dokazte, ze tthly MC'S a M BS jsou shodné. [Sta¢i vyuzit rovnost thli v rov-
noramenném trojuhelniku ABS a obvodové thly nad M S v kruznici opsané
trojuhelniku AMS.]

D2. Ve vnéjsi oblasti kruznice k je dan bod A. Vsechny lichobézniky, které jsou do
kruznice k vepsany tak, ze jejich prodlouzena ramena se protinaji v bodé A,
maji spoleény prusecik thlopfic¢ek. Dokazte. [47-A-III-5]

. Kladna redlna cisla a, b, c jsou takovd, Ze hodnoty
2a® 202 22

rT1=a, T9=0b xT3=C, T4= T5 = Te =
’ ’ ’ b+c’ c+a’ a+b
jsou navzdjem ruzné. Zapisme je od nejmensi po nejuetsi:
Ty < Tjy < Tjyg < Ty < Ty < Tjg-
Zjistéte, kolik riznych poradi (i1,is,...,i) indextd 1 aZ 6 muZeme dostat, kdyz

budeme rizné volit ¢isla a, b, c.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Pro kladné redln4 ¢isla a < b < ¢ dokazte nerovnost 1/a = 1/b = 1/c. [Prvni
nerovnost vynasobime ab a druhou be.|
2. Pro kladné realné ¢isla a < b < ¢ dokazte nerovnost 1/a = 2/(b+c). [Vynésobte
nerovnost vyrazem a(b+ c) a vyuzijte nerovnosti a £ b aa = c.|
D1. Dokazte, zZe pro libovolna kladna realna cisla a, b, ¢ plati
i ab . be . ca <3
a?—ab+b> b2 —bc+c? 2 —ca+a?
Urcete, kdy nastane rovnost. [64-B—S-3]
D2. Jsou déna realna cisla a, b, ¢, pro ktera plati abc = 1. Dokazte, ze nejvyse dvé
z Cisel

1 1 1
20 — =, 2b— -, 2c— -
b c a

jsou vétsi nez 1. [KMS, 3. zimni série 2012/2013, tloha 7]
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