65. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ve

Ulohy doméci &sti |. kola kategorie C

1. Najdete vsechny mozné hodnoty soucinu prvocisel p, q, r, pro kterd plati
p? — (qg+1r)? =637

RESENI. Levou stranu dané rovnice rozlozime na soucin podle vzorce pro A2 — B2.
V takto upravené rovnici

(p+q+r)p—q—r)=0637

uz snadno probereme vSechny moznosti pro dva celociselné cinitele nalevo. Prvni z nich
je vétsi a kladny, proto i druhy musi byt kladny (nebot takovy je jejich soucin), takze
podle rozkladu na prvoéinitele ¢isla 637 = 72 - 13 jde o jednu z dvojic (637,1), (91,7)
nebo (49, 13). Prvoéislo p je zfejmé aritmetickym pramérem obou ¢initelt, takze se musi
rovnat jednomu z &isel 3 (637+1) = 319, 1(9147) = 49, 1(49+13) = 31. Prvni dvé z nich
viak prvoéisla nejsou (319 = 11-29 a 49 = 7?), tfeti ano. Je tedy nutné p = 31 a piislusné
rovnosti 31 4+ q+r =49 a 31 — ¢ — r = 13 plati, prave kdyz q + r = 18. Takové dvojice
prvocisel {g,r} jsou pouze {5,13} a {7,11} (sta¢i probrat vSechny moznosti, nebo si
uvédomit, Ze jedno z prvocisel ¢, 7 musi byt aspon 18 : 2 = 9, nejvyse vSak 18 —2 = 16).
Soucin pqr tak ma pravé dvé mozné hodnoty, totiz 31-5-13 =2015a31-7-11 = 2 387.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Urcete vSechna pfirozend ¢isla a a b, pro néz je rozdil a druhou mocninou nékterého
prvoéisla. [a = (p? +1)/2 a b = (p?> — 1)/2, kde p je libovolné liché prvoéislo.]
D1. Najdéte vSechny dvojice nezapornych celych ¢&isel a, b, pro néz plati a2 +b+2 = a+ b2.
[C59-S-3]
D2. Najdéte vsechny dvojice prvocisel p a g, pro které plati p + ¢ = q + 145p2. [C55-11-4]

2_b2

2. Urcete, kolika zpiusoby lze k jednotlivym vrcholim krychle ABCDEFGH pripsat
cisla 1, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4 tak, aby soucin cisel pripsanych libovolnym trem vrcholim
kazZdé ze sten krychle byl sudy.

RESENI. Pro kontrolu dotyéné podminky staéi védét pouze to, kterym vrcholtim
krychle ABCDEFGH jsou piipsana ¢isla lichd a kterym ¢isla suda. Zavedme proto
znaky L a S pro vsechna licha, resp. suda cisla a feSme nejprve otazku, kolika vyhovu-
jicimi zpiusoby lze pfipsat k vrcholim krychle ABCDEFGH ¢tyfi L a ¢tyii S (prave
tolik jich totiz je mezi zadanymi ¢isly 1, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4).

Uvédomme si, co ndm podminka tlohy fika o poc¢tu znakt L pfipsanych vrcholtim
jedné a téze stény krychle: pocet téchto L je nejvySe 2 (souéin t¥i pfipsanych L by
byl totiz lichy, tedy v rozporu s danou podminkou). Kdyz vSak danou sténu krychle
uvazime zaroven se sténou s ni rovnobéznou (tj. sténou protéjsi), u jejichz vrchola jsou
také nejvyse dvé L, a zohlednime pfitom, Ze u osmi vrcholi téchto dvou stén (tedy
u vSech osmi vrcholit krychle) jsou (vSechna) ¢tyti L, dojdeme k zavéru, ze u vrcholi
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kazdé stény jsou prdavé dveé L (a tedy i dvé S). Naopak kazdé takové pfipsani ¢ty L
a Ctyt S ziejmé vyhovi pozadavktm tulohy.

Stojime tak pred tikolem urcit pocet téch pripsani ¢tyt L a ¢tyt S vrcholim krychle
ABCDEFGH, pfi nichz jsou dvé L a dvé S u vrcholu kazdé stény. Rozdélime je do
dvou skupin podle toho, zda existuje sténa, v niz jsou obé L prifazena vrcholiim soused-
nim (na krychli tak vznikne aspoini jedna hrana ,LL*), nebo naopak ve vSech sténach
jsou obé L pfifazena vrcholim protéjsim (vSechny hrany krychle pak budou ,LS“).
Po jednom zastupci obou skupin vidime na obr.1 — pro lepsi prehled bez oznaceni
vrcholi krychle pismeny. Snadno ovéfime (vyklad zde vynechdme), Ze znaky v krouzku
u zastupci obou skupin uz jednoznac¢né urcuji znaky u vSech ostatnich vrcholt krychle.

L L L S

Obr. 1

Nyni uz snadno usoudime, zZe v prvni skupiné je pravé Sest prifrazeni — jednou hra-
nou ,,LLL* je totiz, jak vime, celé vyhovujici pfifazeni ur¢eno a ma praveé dvé hrany ,,L L*,
jez jsou pritom rovnobézné a nelezi v téze sténé; takovych dvojic hran je na krychli
ABCDEFGH pravé sest. Oproti tomu ve druhé skupiné jsou pouze dvé rizna pritra-
zeni — protoze jde o pfifazeni bez hrany ,LL“ znakem S nebo L u vrcholu A dané
krychle jsou totiz, jak vime, urceny znaky u vsSech dalsich jejich vrcholi. Existuje tak
celkem 6+2 = 8 vyhovujicich ptifazeni ¢tyt L a ¢tyf S vrcholim krychle ABCDEFGH.

V dalsi, snazsi ¢asti naseho postupu uréime, kolika zptisoby miizeme ¢tyti L a ¢tyti S
(pevné pfipsand vrcholiim krychle) zaménit konkrétnimi éisly 1, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4. Mame
ziejmé pravé ¢tyri moznosti pro vybér toho L, které zaménime cislem 1; poté uz zbyla
t¥i L musime zaménit ¢islem 3, stejné jako vSechna Ctyfi S ¢islem 4. Pocet zptusobu
zémeén znakt L a S danymi cisly je tak roven 4.

Nakonec uplatnime jednoduché kombinatorické pravidlo soucinu: protoze existuje
osm vyhovujicich pfipsani znakt L a S k vrcholim dané krychle a pfi kazdém z nich
lze ¢tyfmi zpusoby zaménit znaky L a S danymi cisly, je hledany pocet vyhovujicich
pripsani danych cisel vrcholim dané krychle roven 8 x 4 = 32.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Kolika zptsoby lze vrcholim ¢tverce ABCD a jeho stfedu S pfipsat ¢isla 1, 2, 3, 4, 5
tak, aby byly vesmeés liché soucty ¢isel u kazdé jeho strany i obou thlopficek? Dokazete
tento pocet uréit, aniz vypisSete vSechny moznosti a pak je spocitdte? [24 zptlisobu.
Nejprve pripiste danym péti bodim 3 znaky L a dva znaky S pro licha, resp. suda
¢isla — to lze udélat pravé dvéma vyhovujicimi zptsoby. Pak uvazte, ze znaky L lze
zaménit danymi ¢isly Sesti zpusoby a znaky S dvéma zptsoby.]

D1. Kolika zpusoby lze vrcholim pravidelného devitithelniku ABCDEFGH I ptifadit ¢isla
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z mnoziny {17,27,37,47,57,67,77,87,97} tak, aby kazdé z nich bylo pfifazeno jinému
vrcholu a aby soucet Cisel pfitazenych kazdym tfem sousednim vrcholtim byl délitelny
tfemi? [B61-11-2]

3. Uvazujme vyraz
222 + y? — 2zy + 2z + 4.

a) Najdéte vsechna redlnd ¢isla x a y, pro néZ dany vyraz nabyvd své nejmensi
hodnoty.

b) Urcete vSechny dvojice celych nezdapornych éisel x a y, pro které je hodnota
daného vyrazu rovna cislu 16.

RESENi. Dany vyraz V(z,y) upravme podle vzorct pro (A + B)%:
Viz,y) = (2> —2zy+y°) + (z*+ 22 +1) +3 = (z—9)*+ (@ +1)°+3.

a) Prvni dva s¢itance v poslednim souc¢tu jsou druhé mocniny, maji tedy nezaporné
hodnoty. Minimum jisté nastane v ptipadé, kdyz pro nékterda x a y budou oba zaklady
rovny nule (v tom piipadé pro jinou dvojici zékladi uz bude hodnota vyrazu V(x,y)
vétsi). Obé rovnosti  —y = 0, x + 1 = 0 soucasné skutecné nastanou, a to ziejmé

pouze pro hodnoty z = y = —1. Dodejme (na to se zadani tlohy neptd), ze Vi, =
=V(-1,-1)=3.
Odpovéd. Dany vyraz nabyva své nejmensi hodnoty pouze pro x = y = —1.

b) Podle tpravy z vodu feseni plati
V(z,y) =16 < (z—y)?* +(x+1)*+3=16 < (z—y)* +(z+1)*=13.

Oba séitanci (z — y)? a (z + 1)? jsou (pro celd nezaporna ¢isla z a y) z mnoZiny
{0,1,4,9,16,...}. Jeden proto zfejmé musi byt 4 a druhy 9. Vzhledem k pfedpokladu
x 2 0 je zéklad x + 1 mocniny (z + 1)? kladny, musi proto byt roven 2 nebo 3 (a ni-
koli —2 ¢ —3). V prvnim piipadé, tj. pro z = 1, pak pro zdklad mocniny (x — y)?
dostavdme podminku 1 —y = 43, tedy y = 1 F 3 neboli y = 4 (hodnota y = —2
je zaddnim ¢asti b) vyloucena). Ve druhém piipadé, kdy x = 2, obdrzime podobné
z rovnosti x —y = 2 — y = £2 dvé vyhovujici hodnoty y =0 a y = 4.
Odpovéd. Vsechny hledané dvojice (x,y) jsou (1,4), (2,0) a (2,4).

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Pro libovolna realna cisla z, y a z dokazte nezdpornost hodnoty kazdého z vyrazu
222 + y2 — 2xyz, z? + 4y2 +322 — 22 — 12y — 6z 4 13, 222 + 4y2 + 22 — dxy — 2zz
a zjistéte rovnéz, kdy je doty¢na hodnota rovna nule.
D1. V oboru celych &isel feste rovnici 22 + y? + = +y = 4. [B61-S—1]
D2. Pro kladna realné &isla a, b, ¢ plati ¢ 4+ ab = a? + b2. Ukazte, ze pak také plati
c? +ab < ac + be. [C63-11-3]
D3. Dokazte, ze pro libovolna nezaporna &isla a, b, ¢ plati (a + be)(b + ac) = ab(c + 1)2.
Zjistéte, kdy nastane rovnost. [C58-S—1]
D4. Uvazujme vyraz V(z) = (5z* — 422 + 5)/(z* + 1).
a) Dokazte, %e pro kazdé realné &islo z plati V(z) = 3.
b) Najdéte nejvétsi hodnotu V(z). [C58-11-1]
D5. Dokazte, ze pro libovolna rtzna kladna ¢isla a, b plati

a+b<2(a2—|—ab+b2)< a? + b2
2 3(a+b) 2

[C58-1-6]



4. Uwvnitr stran AB, AC daného trojuhelniku ABC' jsou zvoleny po tadé body E, F,
pricemZ EF || BC. Usecka EF je pak rozdélena bodem D tak, Ze plati

p=|ED|:|DF| = |BE|: |EA|.

a) Ukazte, Ze pomér obsahi trojuhelniki ABC a ABD je pro p = 2 : 3 stejny
jako prop =3 :2.

b) Zduivodnéte, pro¢ pomeér obsaht trojuhelniki ABC a ABD md hodnotu nejmé-
ne 4.

RESENI. Pro spoleénou hodnotu p obou pomérii ze zadani plati
|ED| = p|DF| azaroven |BE|=p|FA]|. (1)
Pted vlastnim feSenim obou tkolt a) a b) vyjadfime pomoci daného ¢isla p zkoumany

pomér obsahi trojuhelnikic ABC a ABD. Ten je roven — protoze trojuhelniky maji
spole¢nou stranu AB — poméru délek jejich vysek CCy a DDy (obr. 2), ktery je stejny

Obr. 2

jako pomeér délek tsecek BC' a E D, a to na zakladé podobnosti pravotuhlych trojihelnikt
BCCy a EDDy podle véty uu (uplatnéné diky BC || ED).! Plati tedy rovnost

SaBC _ |BC|
SABD ’ED’

(2)

Vratme se nyni k rovnostem (1), podle kterych
|[EF| = (1+p)|DF| a [AB|=(1+p)|EA],

a povsimnéme si, ze trojuhelniky ABC' a AEF maji spole¢ny thel u vrcholu A i shodné
thly u vrcholti C' a F' (nebot BC || EF), takze jsou podle véty uu podobné. Proto pro
délky jejich stran plati

|AB| _ |BC|
|AE|  |EF|

|BC|

————  odkud |BC|=(1+p)?DF|.
(1+p)|DF| |BC| = ( )7|DF|

neboli 1+p=

1V ptipadé pravych tthlt ABC a AED to plati triviadlng, nebot tehdy B = Cy a E = Dy.

4



Vydélime-li posledni vztah hodnotou |E D], jez je rovna p| DF| podle (1), ziskdme podil
z pravé strany (2) a tim i hledané vyjadreni

Sasc _ (14 p)?
SABD p

(3)
a) Algebraickou tpravou zlomku ze vzorce (3)

(14+p)?  1+2p+p?
p P
zjistujeme, Zze hodnota poméru Sagc : Sagp je pro jakékoli dvé navzédjem prevriacené
hodnoty p a 1/p stejnd, tedy nejen pro hodnoty 2/3 a 3/2, jak jsme méli ukazat.
b) Podle vzorce (3) je nasim tkolem ovérit pro kazdé p > 0 nerovnost

1 2
ﬂ >4 mneboli (14 p)? = 4p.

p

1
=2+p+ -
p

To je vSak zfejmé ekvivalentni s nerovnosti (1 — p)? = 0, kterd skutecné plati, at je
zéklad druhé mocniny jakykoli (rovnost nastane jediné pro p = 1).
Dodejme, ze k jinému dikazu bylo mozné vyuzit i vySe uvedené ,symetrické” vy-
jadreni
1+p)? 1
ﬂ =24p+ 5

a uplatnit k nému dobfe zndmou nerovnost p + 1/p = 2, jejiz platnost pro kazdé p > 0
plyne také ze srovnani aritmetického a geometrického praméru dvojice ¢isel p a 1/p,
zvaného AG-nerovnost:

1 1 1 b
§<p—|——>§ p-— =1, mnebot obecné %z\/a-b (Va,b = 0).
p p

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Vymyslete pravidlo, jak jednoduse vyjadrit pomér obsahti dvou trojihelniki, které se
shoduji v jedné strané ¢i v jedné vysce. Uplatnéte je pak k feSeni tloh N2 a N3.

N2. Uhlopticky konvexniho étyfihelniku ABC D se protinaji v bodé P. Obsahy trojihelnikt
ABP, BCP, CDP, DAP ozna¢me po fadé S1, S2, S3, S4. Dokazte obecnou rovnost
S1-S53 = Sy -S4 a vysvétlete, pro¢ specidlni rovnost S2 = S; nastane, pravé kdyz
AB || CD. [U prvni rovnosti pfejdéte k tméfe S1 : S2 = S4 : S3, u druhé k rovnosti
obsaht trojihelnikit ABC a ABD.]

N3. Uvnitf stran BC, CA, AB daného trojuhelniku ABC' jsou zvoleny po fadé body K, L,
M tak, ze tsecky AK, BL, CM se protinaji v jednom bodé P. Dokazte, ze oba vyrazy

|BK| |CL| |AM| a |PK| |PL| |PM)|
|KC| |LA| |MB| |AK| |BL| |CM]|

se rovnaji ¢islu 1. [Pro prvni vyraz vyjadiete vhodné poméry obsaht trojuhelniki ABP,
BCP a CAP. Vyjadrite-li pak, jakymi jsou ¢astmi obsahu celého trojuhelniku ABC,
a tyto tfi zlomky sectete, dostanete tvrzeni o hodnoté druhého vyrazu.]

D1. Oznacme E stied zékladny AB lichobézniku ABCD, v némz plati |[AB| : |CD| =3 : 1.
Uhlopiicka AC protina usecky ED, BD po fadé v bodech F, G. Uréete postupny pomér
|AF|: |FG| : |GC|. [C64-1-4]

D2. Ozna¢me K a L po fadé body stran BC a AC trojuhelniku ABC, pro které plati
|BK| = %|BC|, |AL| = %|AC|. Necht M je prisecik tseéek AK a BL. Vypoditejte
pomér obsaht trojuhelniki ABM a ABC. [C64-S-2]

D3. Zékladna AB lichobézniku ABCD je tfikrat delsi nez zékladna C'D. Ozna¢me M stied
strany AB a P prusecik tsecky DM s uhloprickou AC. Vypocitejte pomér obsaht
trojthelniku CDP a é&tyfuhelniku M BCP. [C55-11-1]




5. Mdme karticky s ¢isly 5, 6,7, ..., 55 (na kaZdé karticce je jedno ¢islo). Kolik nejvyse
karticek muzeme vybrat tak, aby soucet cisel na Zadnych dvou vybrangych kartickdch
nebyl palindrom? (Palindrom je ¢islo, ktere je stejné pti ¢tent zleva doprava i zprava
doleva.)

RESENi. Abychom se mohli struénéji vyjadiovat, budeme vybirat pfimo ¢isla, a ne
karticky.

Povsimnéme si predné, Ze pro soucet s libovolnych dvou danych cisel plati 11 =
=546 = s <55+ 54 = 109. Mezi ¢isly od 11 do 109 jsou palindromy préavé vsechny
nasobky 11 a navic i ¢islo 101. Uvédomme si nyni, ze d€litelnost souc¢tu dvou ¢isel danym
¢islem d (ndm pujde o hodnotu d = 11) zavisi pouze na zbytcich obou séitanych ¢isel
pii déleni dotyénym d. Toto uzitecné pravidlo uplatnime tak, ze vSechna dana cisla
od 5 do 55 rozdélime do skupin podle jejich zbytkd pfi déleni ¢islem 11 a tyto skupiny
zapiseme do radki tak, aby soucet dvou c¢isel z rtiznych skupin na stejném radku byl
délitelny cislem 11; o vyznamu zavorek na konci kazdého fadku pojedname vzapéti.

{5,16,27,38,49},  {6,17,28,39,50} (5 ¢isel)
{7,18,29,40,51},  {15,26,37,48} (5 &isel)
{8,19,30,41,52},  {14,25,36,47} (5 &isel),
{9,20,31,42,53},  {13,24,35,46} (5 &isel)
{10,21,32,43,54},  {12,23,34,45} (5 &sel)
{11,22,33,44,55} (1 &islo).

Na konci kazdého radku jsme pripsali maximalni pocet na ném zapsanych cisel,
ktera mizeme soucasné vybrat, aniz by soucet dvou z nich byl nasobkem ¢isla 11. Kupfti-
kladu v tretim fadku mame pétici ¢isel se zbytkem 8 a c¢tverici cisel se zbytkem 3. Je
jasné, ze nemuzeme soucasné vybrat po ¢islu z obou téchto skupin (jejich soucet by byl
nasobkem 11), mizeme vSak vybrat soucasné vSech pét ¢isel z pétice (soucet kazdych
dvou z nich bude pfi déleni 11 dévat stejny zbytek jako soucet 8 + 8, tedy zbytek 5).
Dodejme jesté, ze uvedené schéma Sesti fadkd mé pro nas jesté jednu obrovskou vyhodu:
soucet zadnych dvou ¢isel z riznych Ffadka neni ndsobkem 11 (tim totiZ neni ani soucet
jejich dvou zbytk).

Z uvedeného rozdéleni vSech danych c¢isel do Sesti fadkd plyne, ze vyhovujicim
zpusobem nemiizeme vybrat vice nez 5 -5 4 1 = 26 cisel. Kdybychom vSak vybrali
26 cisel, muselo by mezi nimi byt i jedno z ¢isel 49 nebo 50 a z dalsich ¢tyr fadkt po radé
¢isla 51, 52, 53 a 54 — pak bychom ovSem dostali palindrom 49+ 52 nebo 50+ 51. A tak
nelze vybrat vice nez 25 ¢isel, pritom vybér 25 ¢isel mozny je: na prvnich péti fadcich
vybereme napiiklad vSechna ¢isla z levych skupin s vyjimkou ¢isla 52 a k tomu jedno
¢islo (t¥eba 11) z posledniho Fadku. Pak soucet zaddnych dvou vybranych ¢isel nebude
délitelny 11 (diky zafazeni ¢isel do skupin), natoz pak roven poslednimu ,kritickému*
¢islu, palindromu 101 (proto jsme pfi volbé éisla 49 vyfadili 52).

Odpovéd. Nejvétsi mozny pocet karticek, které miZzeme pozadovanym zpisobem
vybrat, je roven ¢islu 25.

Jiné Feseni. Mezi vybranymi ¢isly mize byt
> jen jedno ¢islo z pétice (11,22, 33,44, 55);
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> nejvyse jedno ¢islo z kazdé z 20 néasledujicich dvojic (5,6), (7,15), (8,14), (9,13),
(10,12), (16,17), (18,26), (19,25), (20,24), (21,23), (27,28), (29,37), (30,36),
(31,35), (32,34), (38,39), (40,48), (41,47), (42,46) a (43,45);?

> nejvyse dvé ¢isla ze ¢tvefice (49, 50,51, 52) (nebot soucty 49 + 50, 50 + 51 a 49 + 52
jsou palindromy);

> obé zbyla cisla 53 a bH4.

Proto nelze pozadovanym zptsobem vybrat vice nez 1 + 20 + 2 + 2 = 25 ¢isel.
Vyhovujici vybér 25 ¢isel je mozny: jedno ¢islo z pétice nasobkl 11, mensi ze dvou cisel
v kazdé z 20 dvojic, ¢isla 49 a 51 ze ctvefice a konecné obé€ ¢isla 53 a 54. Je ovSem
tfeba vysvétlit, pro¢ soucet zadnych dvou vybranych ¢isel neni ndsobkem 11 (pro¢ neni
roven 101, je patrné hned). K tomu si sta¢i vSimnout, ze mensi ¢isla z 20 dvojic davaji
pri déleni jedenacti postupné zbytky, které se opakuji s periodou délky 5, jez méa slozeni
(5,7,8,9,10), konecné posledni ¢tyfi vybrané ¢isla maji po fadé zbytky 5, 7, 9 a 10,
takze soucet zadnych dvou zbytkt nédmi vybranych cisel skutecné neni nasobkem 11.
(Souhrou okolnosti jde o stejny ptiklad vyhovujiciho vybéru 25 ¢isel jako v ptivodnim
feseni.)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte co nejvétsi pocet Cisel tak, aby soudet zaddnych
dvou vybranych ¢isel nebyl nasobkem jedenacti. Vysvétlete, pro¢ zvoleny vybér ma
pozadovanou vlastnost a pro¢ zadny vybér vétsiho poétu &isel nevyhovuje. [C58-1-5]

D1. Z mnoziny {1,2,3,...,99} je vybrano nékolik raznych ¢isel tak, ze soucet zadnych t#i
z nich neni nasobkem deviti.

a) Dokazte, ze mezi vybranymi ¢isly jsou nejvyse ¢tyfi délitelnd tremi.
b) Ukazte, ze vybranych ¢isel mtze byt 26. [C58-11-3]

6. Je dana kruznice ki(A;4cm), jeji bod B a kruznice ko(B;2cm). Bod C je stredem
usecky AB a bod K je stredem usecky AC. Vypoctéte obsah pravotuhlého trojuhel-
niku K LM, jehoZ vrchol L je jeden z priseciki kruznic k1, ko a jehoZz prepona K M
lezi na primce AB.

RESENI. Poznamenejme piedev§im, 7e s ohledem na osovou soumérnost podle
primky AB je jedno, ktery z obou prusecikt kruznic k1 a ko vybereme za bod L.

Hledany obsah trojuhelniku K LM vyjadiime nikoli pomoci délek jeho odvésen K L
a LM, nybrz pomoci délek jeho pfepony KM a k ni piislusné vysky LD (obr. 3 vlevo),
tedy uzitim vzorce?

_ KM |LD]
= 5 )

K urceni vzdalenosti bodu D od bodd B a L uvazme jesté stied S tsecky BL
(obr.3 vpravo). Trojahelniky ASB a LDB jsou oba pravothlé se spoleénym ostrym
thlem pfi vrcholu B. Jsou proto podle véty uu podobné, tudiz pro pomér jejich stran
plati (poc¢itdme s délkami bez jednotek, takze podle zadani je |AB| = 4, |BL| = 2,
a proto |BS| = |BL|/2=1)

|BD| |BL| 2

1 1
— — 2 odkud |BD|=-|BS|=-.
Bs) Ba] 1 °dkud IBDI=3[BS| =3

SkrLm

2 Tyto dvojice se soucty délitelnymi ¢islem 11 jsme vytvorili postupné ze zbylych cisel tak, ze
k nejmensimu dosud nezapsanému ¢islu jsme pripojili dalsi nejmensi dosud nezapsané Cislo, které
,doplnuje“ prvni ¢islo do néjakého nasobku 11. Takovému postupu se zejména v matematické
informatice fika hladovy algoritmus.

3 Vypocet délky odvésny LM bez mezivypocétu vysky LD je totiz prakticky nemozny.
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Obr. 3

Z Pythagorovy véty pro trojuhelnik LDB tak plyne*

1 V15
|ILD| = \/|BL|? — |BD|2 = /4 — 1= o

Z rovnosti |BD| = 1/2 jiz také odvodime délku tiseku KD piepony K M pravouhlého
trojuhelniku K LM, totiz |KD| = |AB|—|AK|—|BD| = 4—1—-1/2 = 5/2. Délku druhého
tiseku DM nyni ur¢ime z Eukleidovy véty o vysce, podle které |[LD|? = |KD| - |DM|.
Obdrzime tak |[DM| = |LD|*/|KD| = (15/4)/(5/2) = 3/2, takZe cel4 ptepona K M ma
délku |KM| = |KD|+|DM|=5/2+3/2 = 4. Dosazenim do vzorce z vodu Feseni tak
dojdeme k vysledku

V15

4. >""
KM|-|LD
P Lo 12 Wt s

Odpovéd. Trojthelnik K LM mé obsah /15 cm?.

JINE RESENI. Narysujeme-li pfesné obé kruznice ki, ko a odpovidajici bod M,
pojmeme podezieni, ze |KM| = |AB| a bod L je takovy bod Thaletovy kruznice k
nad prumérem KM se stfedem E, ktery lezi na ose tsecky EB (obr.4). Skute¢né, pii

L

B M

|
|
|
|
I t f H!
A K C E D
Obr. 4

4 Jinou moznosti pro vypocet vysky LD na rameno AB rovnoramenného trojuhelniku ABL je
vypoditat jeho vysku AS na zdkladnu BL (uzitim Pythagorovy véty k trojuhelniku ABS) a poté
porovnat dvoji vyjadieni obsahu trojihelniku ABL pfes jeho vysky AS a LD.
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popsané volbé bodu M a konstrukci bodu L bude platit |BL| = |[EL| = 2cm, takze
abychom se presvédcili, ze jde opravdu o bod L ze zadani tlohy, staci ovérit, ze je
i |AL| = |AB| = 4cm. Protoze (psano bez jednotek) |[EM| = 2, |[BM| = |AK| = 1,
a tudiz |BD| = |[ED| = % a |AD| = I, podle Pythagorovy véty pouzité postupné na
pravouhlé trojuhelniky BDL a ADL pro takto sestrojeny bod L mame

12 1 2 1y2
DLP =2 - (5) = B jarp = (Z) 122 (5) =42
2) T4 2 2

Tim je nase hypotéza ovérena. Obsah trojuhelniku K LM uz spocteme snadno:
1
SkrLyv = §\KM] -|LD| = 2|DL|cm = V15 cm?.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Zopakujte si Eukleidovy véty o odvésné a o vysce pravouhlého trojuihelniku a ptipo-
mente si jejich dikazy na zdkladé podobnosti daného trojahelniku s dvéma mensimi
trojuhelniky, které vzniknou jeho rozdélenim pomoci vysky ku preponé.

D1. KruZnice k(S;6cm) a [(O;4 cm) maji vnitini dotyk v bodé B. Uréete délky stran troj-
thelniku ABC, kde bod A je prusecik pfimky OB s kruznici k a bod C je prusecik
kruznice k s te¢nou z bodu A ke kruznici I. [C59-S-2]

D2. Pravouhlému trojuhelniku ABC' s pfeponou AB a obsahem S je opsana kruznice. Te¢na
k této kruznici v bodé C protina tecny vedené body A a B v bodech D a E. Vyjadrete
délku tusecky DFE pomoci délky ¢ pfepony a obsahu S. [C58-114]



