65. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie A

. Na tabuli jsou napsana riizna prirozena cisla. Jejich aritmeticky prumeér je desetinné
¢islo, jehoz desetinna cast je presné 0,2016. Jakou nejmensi hodnotu muze tento
priameér mit?

. Je dan ¢tverec ABCD o strané délky 1. Na jeho strané C'D zvolime bod E tak, aby
platilo |<BAE| = 60°. Dale zvolme libovolny vnitini bod tsecky AE a ozna¢me
jej X. Bodem X pak vedme kolmici na pfimku BX a jeji prusecik s pfimkou BC
oznacme Y. Jaka je nejmensi mozna délka tsecky BY?

. Kolika zptisoby lze rozdélit mnozinu {1,2,...,12} na Sest disjunktnich dvouprvko-
vych podmnozin takovych, ze kazda z nich obsahuje nesoudélna ¢isla (tedy takova,
ktera nemaji spoleéného délitele vétsiho nez jedna)?

. Urcete nejmensi realné ¢islo m, pro néz lze najit redlna cisla a a b tak, aby nerovnost
2 < 2
|z + az + b] < m(x* + 1)

platila pro kazdé = € (—1,1).

Krajské kolo kategorie A se kona
v atery 12. ledna 2016

tak, aby zacCalo dopoledne a aby soutézici méli na feSeni
uloh 4 hodiny c¢istého casu. Povolené pomitcky jsou psaci
a rysovaci potieby a skolni MF tabulky. Kalkulatory, note-
booky ani zadné jiné elektronické pomiicky dovoleny nejsou.
Za kazdou tlohu miize soutézici ziskat 6 bodi; bodova hra-
nice k urceni tspésnych fesitelt bude stanovena centralné
po vyhodnoceni statistik bodovych vysledki ze vsech krajt.
Tyto udaje se zaktim sdéli pred zahdjenim soutéze.



65. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie A

1. Necht s je soucet ¢isel na tabuli, n je jejich pocet a p je celd ¢ast aritmetického
priumeéru. Potom plati rovnost

s n 2016 N 126
n T 10000 P 6257
z niz roznasobenim vyjde

625(s — pn) = 126n.

Odtud vidime, ze 625 déli levou stranu, takze musi délit i pravou. Ovsem c¢isla 126 a 625
jsou nesoudélna, a tak dokonce 625 | n. Zajisté proto plati, ze n = 625.
Dale vyuzijeme rtiznosti ¢isel na tabuli ke zjiSténi, ze

s 126 1424...4n 126 _n(n+1)/2 126 _ 625+1 126

P= " 625 = n T 625 n ~ 625 2 625

1\

> 312.

Celé cislo p je tedy alespon 313 a hodnota priméru alespon 313,2016.
Zbyvéa najit mnozinu cisel, jejichz aritmeticky primér by se této hodnoté presné
rovnal. Volbou 625prvkové mnoziny {1,2,...,624,751} dostavame aritmeticky prameér

14+24...4+624+751 312-625+ 751 126
= =313 + — = 313,2016.
625 625 * 625 ’

Odpovéd. Nejmensi mozné hodnota priméru je 313,2016.

Poznamka. Priklad vyhovujici mnoziny c¢isel s aritmetickym primeérem 313,2016
neni jediny. Ukazme, jak jeden (vyse uvedeny) ptiklad najit a jak vypadaji vSechny
ostatni.

Z odvozeného odhadu

n+1 126
pz "= 2
- 2 625
plyne, ze hodnota p = 313 je mozné jediné pro n = 625, kdy z rovnosti 625(s — pn) =
= 126n dosazenim obou hodnot p a n dostaneme s = 126 + 625 - 313. Takovy soucet
prvki charakterizuje vsechny hledané (jak vime 625prvkové) mnoziny piirozenych ¢isel.
Protoze 625 - 313 je soucet ¢isel mnoziny {1,2,...,625}, vyhovujici mnozinu z ni dosta-
neme, kdyz naptiklad jeji nejvetsi prvek 625 zvétsime o 126 na hodnotu 6254126 = 751.
Dodejme, ze k dosazeni cile mtizeme takovou operaci rovnéz provést s libovolnym prv-
kem 7 zminéné mnoziny pii ¢ = 500 (pfipomenime, Ze ¢isla na tabuli byla rtizna), anebo
prislusné zvétsit dveé ¢i vice Cisel soucasné (tak lze naptiklad dostat vyhovujici mnozinu
{1,2,...,499,501,...,625,626}).
Za Uplné feseni udélte 6 bodi. Dva body udélte za sestrojeni mnoziny s primérem rovnym 313,2016
a zbylé Ctyfi za odvozeni, Ze niz§iho priméru dosdhnout nelze. Ze ¢tyf bodt vyhrazenych pro druhou
¢ast udélte dva za dtikaz, ze pocet isel na tabuli je alespon 625 (staci i vztah 625 | n), jeden za vyuziti
riznosti éisel k dolnimu odhadu primeéru ¢islem (n+1)/2 a 1 bod za spojeni obou vysledkii. Pokud fesitel
nezmini nesoudélnost Cisel 126 a 625, body nestrhavejte. Také netrestejte, pokud fesitelem sestrojena

mnozina nevyhovuje pouze vinou drobné aritmetické chyby (napfiklad ¢&islo 751 z naseho piikladu je
zaménéno ¢islem 750).



2. Necht X a Y jsou libovolné dva body popsané v zadani. Uvazme Thaletovu kruz-
nici nad primérem BY opsanou pravouhlému trojihelniku BY X. Ta obsahuje bod X
usecky AFE a zaroven se v bodé B dotyka primky AB. Ze vsech takovych kruznic ma
ziejmé nejmensi prumeér kruznice k, kterd ma s tseckou AFE spolecény pouze jeden bod,
tudiz se ji dotyka, a je proto vepséna do rovnostranného trojihelniku AA'F, kde A’ je
obraz bodu A ve stfedové soumérnosti podle vrcholu B a F' lezi na polopfimce BC
(viz obr.1, kde je vykreslena i jedna z téch kruznic s tenou AB v bodé B, které
maji mensi polomér nezli kruznice k, a tak k tsec¢ce AE ,nedosahuji“). Protoze stfed
délku |BY| = % 3 a odpovidajici bod X je stfedem strany AF, takze opravdu patii
tseéce AE, nebot |[AX| =1 < |AE)|.

Obr. 1

Odpoveéd. Nejmensi mozné délka usecky BY je %\/g

JINE RESENI. Vezméme libovolné pfipustné body X a Y, ozna¢me X, patu kolmice
z bodu X na AB a polozme |AX| = 2z. Trojuhelnik AX X, ma vnitini thly o velikostech
30°, 60° a 90°, takze |AXy| = z, | XoB| = 1—2 a | X Xy| = v/3z. Podle Pythagorovy véty
pro trojuhelnik X XoB pak plati |BX|? = 422 — 2z + 1. Navic pravothlé trojuhelniky
X XoB a BXY jsou podobné (tthly XX B a Y BX jsou shodné st¥idavé ahly pticky BX
rovnobézek BY a X Xj), a my tak mizeme vyjadiit délku tsecky BY jako
|BX| 42> -2z+1 /3

1
BY| = |BX]| - _ —(4x+——2).
[BY| =|BX] | X Xo| V3z 3 T

Podle AG-nerovnosti navic plati 4z + 1/z = 4, takze |BY| = 2/3. JelikoZ rovnost
nastéva, je-li 4 = 1/z neboli z = 1, kdy |AX| = 2z = 1 < |AE]|, takZe bod X je
tehdy skuteéné bodem tusecky AFE, je hodnota |[BY| = %ﬁ dosazitelnd, a tedy zaroven
hledanym minimem.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Za urceni bodit X a Y takovych, ze |BY| = % 3, udélte dva body,
pritom v pripadé, Ze Fesitel zcela opomene zminit, pro¢ jim nalezeny bod X lezi na tsecce AFE, udélte
ovsem bod pouze jeden. Zbylé ¢tyfi body udélte za dikaz, ze nizsi hodnoty dosdhnout nelze. Postupuje-li
fesitel pocetné, udélte dva body za vyjadreni délky tsecky BY pomoci jakéhokoliv parametru urcujiciho
polohu bodu X (délka AX, thel ABX atp.).



3. Zadna dvé sud4 éisla nemohou byt ve stejné ze Sesti dvouprvkovych podmnozin
(fikejme jim déle ,pary“), a my se tak mizeme omezit na takova rozdéleni mnoziny
{1,2,...,12} (fikejme jim sudolichd), v nichz jsou pary tvoreny vzdy jednim sudym
a jednim lichym c¢islem. Dalsi omezeni je, ze k ¢islu 6 ani k ¢islu 12 nesmime pfiradit
¢isla 3 a 9; k cislu 10 pak nesmi byt prifazeno cislo 5. Pocet vyhovujicich sudolichych
rozdéleni uréime dvéma zpusoby.

PrvNI zPUsOB: Jednotlivym lichym ¢islim od 1 do 11 nejprve ur¢ime potencialni
sudé ,partnery“. Pro ¢isla 1, 7 a 11 tvofi mnozinu {2,4,6,8,10,12}, pro ¢isla 3 a 9
mnozinu {2,4,8,10}, koneéné pro ¢islo 5 mnozinu {2,4,6,8,12}. Z toho je vidét, ze
k urceni poc¢tu vSech vyhovujicich vybért sudych partnerii nemtzeme rovnou uplatnit
pravidlo sou¢inu, at uz bychom vybér provadéli postupné pro dané liché ¢isla v jakémkoli
pofadi. Pro ,nadéjné“ poradi (5,3,9,1,7,11) vSak pravidlo sou¢inu zafunguje, kdyz
piedem rozlisime, zda je ¢islu 5 piifazeno ¢islo z {6, 12}, nebo ¢islo z {2,4,8}.1 Moznosti
jetak 2-4-3-3-2-1 =144 v ptipadé prvnim a 3-3-2-3-2-1 = 108 v druhém. Celkem
pak mame 144 4 108 = 252 moznosti.

DRUHY zPUSOB: Protoze pfi sudolichém rozdéleni musi byt kazdé ze Sesti lichych
¢isel v péaru s jingm ze Sesti sudych ¢isel, je pocet vSech takovych (vyhovujicich i nevyho-
vujicich) rozdéleni roven 6! = 720. Spocitame nyni, kolik z téchto sudolichych rozdéleni
je nevyhovujicich.

Vsechna nevyhovujici sudoliché rozdéleni tvoti zfejmé mnozinu MgUM71oUMig, kde
Mg je mnozina téch sudolichych rozdéleni mnoziny {1,2,...,12}, ve kterych je s ¢islem 6
v paru ¢islo 3 nebo 9, M5 je mnozina sudolichych rozdéleni, v nichz je s ¢islem 12 ¢islo 3
nebo 9 a kone¢né Mj( je mnozina téch rozdéleni, ve kterych je s ¢islem 10 v paru ¢islo 5.
Velikost sjednoceni Mg U M5 U Miq je podle principu inkluze a exkluze, jehoz platnost
1ze pro t¥i mnoziny nahlédnout pomoci Vennova diagramu (obr. 2), rovna

|Mg| + | Mi2| + | Mio| — |Me N Miag| — |Me N Mig| — |Mi2 N Myo| 4+ | Me N M2 N M|
=2-514+2.5 45 —2.41 —2.41 —2 .41 + 2. 3] = 468.

Jelikoz vSech sudolichych rozdeéleni je 720 a nevyhovujicich je 468, je pocet téch vyho-
vujicich 720 — 468 = 252.

M6 M12

Obr. 2

Za Gplné feSeni udélte 6 bodt. Pokud Fesitel spravné uréi vysledek v ,kombinatorickém tvaru® (napf.
jako 2:4-3-3-2:14-3-3-2-3-2-1) a dopusti se chyby jen pfi jeho vy¢isleni, udélte pét bodi. Pokud predlozi
funkéni zpiisob, kterak se dopoéitat vysledku (jiny nez vycet vSech moznosti), a feseni nedokonéi nebo
v jeho prubéhu pochybi, udélte nejvyse tii body. Za pozorovani o sudolichych rozdélenich ani za vycet
soudélnych dvojic body neudélujte.

1 K tomuto rozliSeni jsme motivovani prinikem uréenych mnozin {2,4,6,8,12} a {2,4,8,10}.



4. Predpokladejme, ze cisla a, b, m splnuji podminku

Vo € (—1,1): |f(z)| Em(z* +1), kde f(x)=2>+azx+b.

Nejprve ukazeme, ze alespon jeden z rozdila f(1) — f(0) a f(—1) — f(0) je vétsi nebo
roven jedné: pro libovolnou funkci f(z) = 22 + ax + b je totiz

f(0)=0b, f()=14+a+b f(-1)=1-a+b,

takze
max(f(1) — £(0), f(-=1) — f(0)) =max(1+a,1 —a) =1+ |a| 2 1.

Predpoklad z Gvodu feSeni znamend, ze [f(1)| < 2m, |f(—=1)| < 2m a |f(0)| < m.
Je tedy bud

1= 1+ al = f(1) = f(0) = [f()] + [f(0)] = 2m +m = 3m, (1)

nebo
1< 1+ al = f(=1) = £(0) £ |F(=1)] + [ £(0)] £ 2m +m = 3m. (2)

V obou pfipadech dostavame odhad m = %

Pokusime se ukézat, ze m =  spliiuje pozadavky tlohy. Pro takové m ovSem v (1)
nebo (2) plati vude rovnost, takze musi byt a = 0, —f(0) = |f(0)| a | f(0)] = m = 3,
tudiz b = f(0) = —%. Zdtraznéme, ze pro nalezené hodnoty m, a, b prozatim nic nevime
o platnosti nerovnosti ze zadéani tlohy pro hodnoty = € (—1, 1) razné od ¢isel —1,0 a 1,
o kterych jsme dosud viibec neuvazovali.

Ovéime tedy, Ze nalezend funkce f(z) = 22 — % prom = % podminky tlohy splnuje:
Nerovnost [#? — 3| < 2(2? + 1) je ekvivalentni s nerovnostmi

=

1
—§(x2+1)§m2— (x> +1) mneboli —2?-1<322-1<2%41

| =
W =

a ty jsou ekvivalentni nerovnostem 0 < 22 < 1, jez jsou na intervalu (—1,1) ziejmé
splnény.
Odpovéd. Hledané nejmensi m je rovno zlomku %

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Za nalezeni hodnot parametra a, b pro m = 1/3 udélte jeden bod, dalsi
(druhy) bod pak udélte za pfimé ovéfeni vztahu ze zadani. Za odvozeni nutné podminky m 2 1/3 udélte
Ctyti body. Nahradi-li fesitel algebraické uziti trojuhelnikové nerovnosti obdobnou geometrickou ivahou,
body nestrhévejte. Naopak za Gvahy o tvaru grafu kvadratické funkce (napfiklad mle¢ky vyuzivajici jeji
konvexitu) body neudélujte, nejsou-li tyto ivahy doprovozeny dodateénymi argumenty.



