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1. Necht'p > 3 je dané prvocislo. Urcete pocet vSech usporddanych Sestic (a,b,c,d, e, f)
kladnych celych cisel, jejichZ soucet je roven 3p, a pritom vsechny zlomky

a+b b+c c+d d+e e+ f
c+d d+e e+ f f+a a+bd

magi celociselné hodnoty. (Jaromir Simsa, Jaroslav Svréek)
Reseni. Ze soudinu 1., 3. a 5. zlomku vidime, Ze jejich hodnoty se rovnaji 1, takze plati
at+b=c+d=e+ f=p. (1)
Z tvaru 2. a 4. zlomku pak plyne
f+ald+e a d+e|b+ec (2)
Odtud jednak plyne, Ze f + a neni vétsi nez aritmeticky primeér svych nasobki,
frasz((f+a)+(d+e)+(b+c)=p, (3)

a zarovern
f+al|(f+a)+ (d+e)+ (b+c)=3p.

Cislo f + a je tudiz délitelem ¢isla 3p a navic lezi v intervalu (2,p). Je tedy f +a = p
nebo f + a = 3. Oba piipady prozkoumame oddélené.

(i) Necht f 4+ a = p. S ohledem na (3) pak plati f +a =d+e =b+ ¢ = p, coz
dohromady s (1) dava p — 1 feSeni ve tvaru

(a,b,c,d,e, f) = (a,p—a,a,p—a,a,p—a), kdeaec{l,2,...,p—1}.

(ii) Necht f 4+ a = 3. V tomto ptipadé je {a, f} = {1,2}.
Necht nejprve a =1 a f = 2. Podle (1) pak b=p—1 a e =p— 2 a relace (2) maji
tvar
3/ld+(p—2) a d+(p—-2)|(p—1)+c (4)

Pii rozboru (4) rozlisime, zda d = 1, nebo d = 2.

Prod=1je c=p—1 a vztahy (4) maji v takovém pfipadé tvar
3lp—1 a p—1[2(p—1).

Zatimco prava relace plati vzdy, levé relaci vyhovuji jediné prvocisla p tvaru p = 3¢ +1
(¢ je vhodné pfirozené ¢islo). Pro takovéa prvocisla dostavame s vyuZitim (1) FeSeni

(a7bacvd7€7 f) = (17p_ 17p_ 1,1,])_ 27 2)

Pro d 2 2 nejprve ukdzeme, ze prava relace ve (4) je splnéna, pravé kdyz plati
d+(p—2)=(p—1)+cnebolid=c+1. Ze vztahu d = 2 totiz plynec=p—d < p— 2,
a tak ¢islo (p — 1) 4+ ¢ nemtze byt netrividlnim nésobkem ¢isla d + (p — 2), nebot

d+(p—2)2p a (p—1)+c<2p—3<2p.

Proto se obé cisla rovnaji. Z rovnosti c+d = p a d = ¢+ 1 pak mame ¢ = %(p - 1)
ad= 3(p+1). Protoze d+(p—2) = 3(p—1), je splnéna i leva relace ve (4), a dostdvame
tak dalsi vyhovujici Sestici prirozenych cisel

(Cl, b7 C, da 87f) = (17p - 17 %(p - 1)’ %(p—i_ 1)729 - 272)
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Zbyva posoudit pfipad a = 2 a f = 1. V tomto pripadé pak plati b = p — 2
a e = p — 1, takze relace (2) maji tvar

3ld+(p—1) a d+(p—-1)|(p—2)+c. (5)
Protoze
d+(p-1)2p a (p—2)+c<2p,

je pravéa relace v (5) splnéna, pravé kdyz d+ (p—1) = (p—2) +c¢, tj. préavé kdyz ¢ = d+1.
To spolu s rovnosti c+d = p vede k c = 2(p+1) a d = 3(p — 1), takZe i leva relace
v (5) plati, a dostavame tak posledni vyhovujici Sestici pfirozenych ¢isel

(CL, b7 C, d; e?f) = (2,p - 2, %(p+ 1)7 %(p - 1)7p - 17 1)

Zaver. Vsechna nalezena reSeni jsou zfejmeé rtizna a jejich pocet zavisi na tom, jaky
zbytek pri déleni tfemi dava dané prvocislo p > 3: Pro prvocisla p tvaru p = 3¢ + 1 tak
existuje p + 2 Sestic a pro prvocisla p tvaru p = 3q + 2 existuje p + 1 Sestic.

2. Oznacéme postupnér ar, poloméry kruznice vepsan€ a kruznice pripsané strané BC'
trojuhelniku ABC'. Ukazte, Ze pokud plati

r+r, =|BC|,

je trojuhelnik pravoiuhly. (Michal Rolinek)

Reseni. Pfi obvyklém znadeni stran a vnitinich thli trojihelniku ABC oznaéme v né-
sledujicim jesté I stfed kruznice vepsané, I, stfed kruznice ptripsané strané BC' a body
dotyku zminénych kruznic se stranou BC' ozna¢me postupné D a E. Protoze osy Bl
a BI, obou vedlejsich uhlt pfi vrcholu B jsou navzajem kolmé, coz samoziejmé plati
i pro osy CI a Cl,, lezi body B, C, I a I, na kruznici s pramérem [1,. Odtud ziejmé
plyne, ze body D a E jakozto kolmé priméty obou krajnich bodt prtiméru /7, na
tétivu BC' jsou soumérné sdruzeny podle stfedu strany BC.

1. postup. Pravouhlé trojuhelniky BID a I,BE jsou podobné, nebot oba thly
BID a I,BE dopliuji thel CBI do 90° (obr.1). Plati tedy

|BD|: |ID| = |I,E|:|BE| neboli |BD|-|BE|=|ID|-|I,E|
a vzhledem ke zminéné symetrii také

|BD|+ |BE| = |BD|+ |CD| = |BC|=r+r,=|ID| + |I,E|.




Z obou rovnosti tak plyne, ze dvojice ¢isel (|ID|,|E1l,|) a (|[BD|,|BE|) jsou kofeny
téze kvadratické rovnice, a tak je [[D| = |BD| nebo |ID| = |BE|.

Ziejmé |ID| = |BD|, pravé kdyz je trojuhelnik BID pravouhly rovnoramenny ne-
boli § = 90°. A podobné |ID| = |BE| neboli [ID| = |CD| (opét diky zminéné symetrické
poloze bodit D a E), pravé kdyz je pravouhly rovnoramenny trojihelnik CID. V tom
pripadé je v = 90°.

Tak jako tak je trojuhelnik ABC' pravouhly.

2. postup. Osa tétivy BC kruznice k nad primeérem I/, je osou pasu mezi rovno-
bézkami ID a I, F (opét diky symetrické poloze bodi D a E na BC'). Oznacime-li I’
obraz bodu I v této soumérnosti (obr.2), je ziejmé |I'I,| = |[I'E| + |El,| = |ID| +
+ |El,| = r + r,, takze dle pfedpokladu |BC| = r + r, = |I,I'|. Shodnym tétivaim BC
a I'l, téze kruznice prisluseji shodné obvodové thly.

I,
Obr. 2

Jak snadno spocteme (viz napf. obr. 1), je |« BIC| = 90° — 23+ 90° — 2~ = 90° +
+laa |xI'ClL,| = |XI'CB| + |£BCI,| = 8+ (90° — 1) = B+ 3a. Je tedy bud
90° 4+ 2a = B+ 2o neboli 3 = 90°, anebo (90° + 1) + (8+ 3a) = 180° neboli v = 90°.
Tim je tvrzeni ulohy dokézano.

3. postup. Oznacime-li P obsah trojuhelniku ABC, s polovinu jeho obvodu a polo-
zime-lix =s—a,y =s—0b, z = s—c, lze znamé vzorce pro obsah P zapsat zjednodusené
takto:

P? =zyzs, P=rs, P=r.x.

Odtud vypocteme

o TYZ o Yzs
r’=—— a r;,=".
s x

Zadanou podminku r + r, = y 4+ z umocnime a pomoci piredchoziho prepiseme jako
xzyz + yzs2 = yzxs + 2%xs

neboli
(zs — zy)(ys — zz) = 0.

Po zpétné substituci do a, b, ¢ ziskdme po chvili ekvivalentnich tprav ocekavané
(a®> +b* — ) (a® = b +2) =0,
a tvrzeni ulohy tak plyne z Pythagorovy véty.



3. Mezi obyvateli jistého mésta jsou populdrni matematicke kluby. Dokonce kazZdé dva
z mich magi alespon jednoho spolecného clena. Dokazte, Ze miZeme obyvatelum
mésta rozdat kruzitka a pravitka tak, Ze jen jeden obyvatel dostane oboji, a pritom
kazdy klub bude mit pri plné ucasti svych clentu k dispozici jak pravitko, tak kruZitko.

(Josef Tkadlec)

Reseni. Uvazme klub K s nejmensim poétem ¢lenti (je-li takovych klubii vice, vyberme
kterykoli). Jednomu jeho ¢lenu (fikejme mu Jakub) ddme oboji a ostatnim ¢lentim kru-
zitko. Vsichni zbyli obyvatelé dostanou pravitko. Tvrdime, Ze takové rozdéleni rysovacich
potieb vyhovuje podminkam tlohy.

Kazdy klub, jehoz je Jakub clenem, je jisté vybaven. I pokud do né€jakého klubu
Jakub nepatii, tak ma tento klub s K néjakého spole¢ného clena, a tedy je vybaven
alespon kruzitkem. Pokud by v tomto klubu nebylo zadné pravitko, znamenalo by to, ze
je cely obsazen v K a ma pfitom alespon o jednoho ¢lena méné (neobsahuje Jakuba).
To je spor s volbou K, a vidime tak, ze je vskutku kazdy klub fadné vybaven.

Pozndamka. Neni tézké si uvédomit, ze bez moznosti dat jednomu obyvateli oboji
by zavér tlohy neplatil. Uvedme zde pro zajimavost dva takové (a pfitom velmi odlisné)
pripady.

Jeden obyvatel je ¢lenem vsSech klubt a zarovenl mé i svlij jednoclenny klub. Tento
klub pak samozrejmé nebude obéma néastroji vybaven.

Pro 2n + 1 obyvatel fekneme, ze kazdych n + 1 z nich tvoii klub. Pak skutecné
nejsou zadné dva kluby disjunktni, a pritom kdykoli rozdame pravitka a kruzitka, tak
jelikoz od jednoho néastroje jsme rozdali alesponi n + 1 kusti, nalezneme klub vlastnici
pouze tento nastroj.

4. Pro kladna cisla a, b, ¢ plati
(a+ ¢)(b* + ac) = 4a.
Urcete mazimdlni hodnotu vyrazu b+ ¢ a najdéte vsechny trojice ¢isel (a, b, c), pro

nézZ vyraz této hodnoty nabyva. (Michal Rolinek)

Reseni. Zadanou rovnost Sikovné upravime a odhadneme pomoci zndmé nerovnosti
a? 4+ b2 2 2ab takto:

4a = (a+ c)(b* 4 ac) = a(b® + c2) + c(a® + b*) = a(b* + ¢*) + 2abc = a(b + ¢)?.
Odtud jednak vidime, Ze b+ c < 2, a také, Ze rovnost nastane, pravé kdyz 0 < a = b < 2
ac=2-—b>0.To je vse.

Jiné feseni. Uvazime-li kvadratickou rovnici
4t = (t + ¢)(b* + tc)

s neznamou t, pak diky vztahu ze zadani vime, Ze tato rovnice ma kotfen ¢ = a. Rovnici
upravime do tvaru
ct? + (P + -4t +cb* =0

a vSimneme si, ze musi platit b2+ c? —4 < 0. Jinak by totiz leva strana byla pro libovolné
kladné t kladna, coz je ve sporu s faktem, Ze rovnice ma kladny koien.
Skutec¢nost, ze uvedend rovnice mé nezaporny diskriminant, zapiSeme takto:

(20c)* < (4 — b* — 2)%.



Jelikoz jsou oba zaklady mocnin kladné, 1ze nerovnost odmocnit a nasledné upravit do
tvaru (b + c)? < 4, neboli b+ ¢ < 2.

Rovnost b + ¢ = 2 nastane, pravé kdyz méa zminéna rovnice nulovy diskriminant,
a tedy dvojnasobny kofen, jimz ovSsem musi byt ¢islo a. Protoze je vsak soucin korent
(podle Vietovych vztahti) roven b2, musi byt nutné a = b. Snadno pak ovéiime, ze trojice
(r,r,2 — ) pro libovolné r € (0,2) skute¢né rovnosti ze zadani vyhovuji.

5. V trojuhelniku ABC plati |[BC| = 1 a zdroven na strané BC' existuje prdvé jeden
bod D takovy, e |DA|*> = |DB| - |DC|. Urcete vsechny mozné hodnoty obvodu
trojuhelniku ABC. (Patrik Bak)

Reseni. Oznaéme F druhy prisecik ptimky AD s kruznici k trojihelniku ABC opsa-
nou. Z mocnosti bodu D ke kruznici k plyne, ze |DB| - |DC| = |DA| - |DE]|, coz porov-
nanim se zadanou podminkou |DA|? = |DB|-|DC| déva |DA| = |DE|. Bod E tedy lezi
na obraze p piimky BC' ve stejnolehlosti se stifedem A a koeficientem 2 (obr. 3).

I naopak plati, Ze k libovolnému priiseciku piimky p s kruznici k zpétné sestrojime
bod D na strané¢ BC, ktery bude zfejmé spliiovat rovnost |DA|?> = |DB| - |DC|. Aby
byl takovy bod urcen jednoznac¢né, musi se pfimka p v bodé E kruznice k dotykat.

A

Obr. 3

Oznac¢me S, a S. postupné stredy usecek AC a AB. Ve stejnolehlosti se stie-

dem A a koeficientem % se body A, B, C, E lezici na kruznici k£ zobrazi na body

A, S., Sp, D lezici na kruznici k' (obr.4), pfitom obrazem piimky p bude teéna BC
kruznice k' v bodé D. Z mocnosti bodt B, C k této kruznici pak dostdvdme |BD|? =
= |BA| - |BS.| = 1|BAJ* a |CD|?> = |CA|-|CS,| = 1|CAJ*. Dohromady tak pro obvod
trojuhelniku ABC' plati

|BC| + |AB| + |AC| = |BC| + V2(|BD| 4+ |CD|) = |BC| + V2 -|BC| =1+ V2,

coz je tedy (jedind moznd) velikost obvodu trojahelniku ABC.

Jiné feseni. V trojihelniku ABC' s bodem D uvnitt strany BC' o stranach délek
a, b, c ozna¢me |BD| = m, |DC| = n a |AD| = d. Podle Stewartovy véty' pak plati

b’m + *n = a(d® + mn).
Piipad d? = mn tak nastane, pravé kdyz bude platit

b>m + ¢*n = 2amn.

1 Stewartovu vétu lze odvodit uzitim kosinové véty v trojuhelnicich BAD a CAD (v obou pfipadech
véi thlu u vrcholu D) a néslednym vyloudenim vyrazii s kosinem.
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V naSem piipadé, kdy a = 1, zavedenim m =z, n = 1 — z pro z € (0,1) ziskdme
po Upravé rovnici
P(z) =22° 4+ (b — ¢* = 2)x + ¢* = 0.

Jelikoz P(0) = ¢? > 0 a P(1) = b > 0, nemiiZze mit P(z) = 0 dva rtizné kofeny, z nichZ
pravé jeden lezi v intervalu (0, 1). Jedind moznost, jak zajistit jednozna¢nost bodu D, je

dvojnasobny kotfen v intervalu (0,1). Podle Vietovych vztahti musi tento dvojnasobny

koien spliiovat x? = %02, ¢imz se o poloze bodu D dozvidame, Ze nutné mv2 = c.

Zcela analogicky lze odvodit i rovnost nv/2 = b. Obvod trojthelniku pak spoc¢teme jako
a+b+c=1+(m+n)V2=1+2.

6. Na néktere policko sachovnice 6 X 6 postavime figurku kralevice. Ta miZe v jednom
tahu poskocit budto ve svislém, nebo ve vodorovném sméru. Délka tohoto skoku
je stridavée jedno ¢i dve policka, pricemzZ skokem na sousedni pole figurka zacind.
Rozhodnéte, zda lze zvolit vijchozi pozici figurky tak, aby po vhodné posloupnosti
35 skoki navstivila kazZde pole Sachovnice prdvé jednou. (Peter Novotny)

Reseni. Pripustme, Ze vhodna vychozi pozice a posloupnost 35 skoki existuje, a ocis-
lujme policka Sachovnice podle nasledujiciho schématu:

1123|412
2|1314]1(2|3
31411234
4(112[3]4]1
1123|412
21314]1]2|3

Tahy délky jedna vedou z lichého ¢isla na sudé a naopak. Tahy délky dva vzdy vedou
ze sudého ¢isla na jiné€ sudé ¢islo a z lichého ¢isla na jiné liché ¢islo. Pokud navstivena
policka oznacime P;, P, ..., P3g, z uvedeného vyplyva, ze mezi ¢tyfmi policky Ps, Ps,
Py, Ps je kazdé z Cisel zastoupeno pravé jednou (na P, a P3 jsou riuzna Cisla se stejnou
paritou a podobné na P,, Ps; s druhou paritou). Ze stejnych divodu je kazdé z cisel
zastoupeno praveé jednou ve Ctvericich policek Pyxio, Pig+3, Pakta, Pakys pro kazdé
k€ {0,1,...,7}. Mezi ¢isly na polickach Ps, Ps, ..., P33 je tak kazdé z ¢isel zastoupeno
dohromady 8krat.

Cislo 4 je na Sachovnici pouze 8krat, proto zadné z &isel na P;, P34, P35, P3g nemiize
byt 4. Cisla na P34 a P35 maji stejnou paritu a jsou rfizna (déli je skok délky 2). Jelikoz
na nich neni ¢islo 4, museji byt obé licha. Pak na policku P3¢ musi byt sudé ¢islo a stejné
tak sudé ¢islo vychazi i na policko P;. Na obou tak musi byt ¢islo 2.

Pocatecni policko tedy musi byt nékteré z vybarvenych na levé Sachovnici. Tento
argument lze ovSsem zopakovat i pro druhé ocislovani vpravo, které je jen ,,otocenim*
oc¢islovani prvniho. Jelikoz zadné policko neni vybarveno zaroven na obou Sachovnicich,
dosli jsme ke sporu. Sachovnici tak kyZenym zptisobem projit nelze, af je pocatecéni
policko zvoleno jakkoli.
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Jiné resSeni. Predpoklddejme, Ze popsand posloupnost skoku kralevice existuje.
Pokud tato posloupnost skokti za¢ina na ¢erném poli (C'), uvazujme posloupnost skokii
soumeérné s ni sdruzenou podle jedné z os Sachovnice rovnobézné s jeji stranou. Takova
posloupnost skoku kralevice opét vyhovuje zadani a za¢ina na bilém poli (B). Bez tjmy
na obecnosti tak miizeme predpokladat, ze vyhovujici posloupnost skoki zac¢ina na bilém
poli. V tom piipadé navstivi kralevic jednotliva pole v poradi

BCCBBCCBB. .. CCBBCCB.

Oznacime-li ¢erna pole nasledujicim zptisobem

je zfejmé, ze v kazdé dvojici po sobé nésledujicich tahti z ¢erného pole na éerné (CC)
skoci kralevic z pole 1 na pole 1 a z pole 2 na pole 2. Popsana posloupnost skokii kralevice
tak obsahuje sudy pocet poli 1 a sudy pocet poli 2. Ovsem jak poli 1, tak poli 2 je na
Sachovnici 9, coz odporuje existenci popsané posloupnosti skoki kralevice.



