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Jubilejni, desaty ro¢nik Stredoevropské matematické olympidady (MEMO)
se konal ve dnech 22.-28. srpna 2016 v rakouském Vocklabrucku. Soutéze
se zticastnilo 60 soutézicich z deseti stiedoevropskych zemi (Svycarska, Neé-
mecka, Slovinska, Chorvatska, Madarska, Slovenska, Litvy, Polska, Ceské
republiky a potrddajictho Rakouska). Kazdou zemi reprezentovalo Sesticlenné
druZstvo slozené z zaki, kteff v uplynulém skolnim roce nematurovali. Ceské
reprezentacni druzstvo bylo slozeno ze tii vitézi a t¥i Uspésnych Tesitel
ustredniho kola 65. ro¢niku v kategorii A, ktefi splnovali podminky této me-
zindrodni soutéze a nezucastnili se 57. IMO v Hong Kongu.

Slozeni ¢eského tymu na 10. MEMO bylo nasledujici: Lenka Kopfovd
(1/4 MG Opava), Danil Kozevnikov (6/8 GJK Praha 6), Jan Petr (7/8
GJK Praha 6), Ondrej Motlicek (7/8 G Sumperk), Martin Raska (6/8 WG
Ostrava-Poruba) a Ondrej Svoboda (7/8 G Brno, tf. Kpt. Jarose). Vedou-
cim ceské delegace a jejim zastupcem v jury byl doc. RNDr. Jaroslav Zhouf,
Ph.D., z FIT CVUT Praha, pedagogickym vedoucim druzstva byl RNDr.
Jaroslav Svrcek, CSc., z P¥irodovédecké fakulty Univerzity Palackého v Olo-
mouci

Den pred soutézi jednotlivel provedla mezinarodni jury definitivni vybér
vsech 12 soutéznich tloh, a to po jedné z algebry, kombinatoriky, geometrie
a teorie Cisel pro soutéz jednotlivel, a dale pak po dvou jinych tlohach ze
stejnych oblasti pro tymovou soutéz. Individualni soutéz se konala ve stredu
24. srpna, tymova soutéz probéhla o jeden den pozdéji. Po oba dny se pritom
soutézilo v ucebnach Bundesrealgymnasia Schlol Wagrain ve Vocklabrucku.

Nasledujici dva dny po soutézi druzstev probihala koordinace soutéznich
tloh za pritomnosti vedoucich narodnich tymt. Kazda soutézni tloha byla
pritom hodnocena nejvyse 8 body (s celoéiselnym bodovacim schématem



v rozpéti 0-8 bodi. Soutézici se svymi rakouskymi privodci vsak v patek
26. srpna absolvovali spole¢ny vylet do Linze, kde byli pfijati na tamni rad-
nici a poté navstivili mistni univerzitu. Na posledni den pobytu v Rakousku,
kterym byla sobota 27. srpna, pripravili rakousti organizatotri pro vsechny
ucastniky soutéze spolecny jednodenni vylet spojeny s turistickou prochéz-
kou z Obertraunu kolem Halstatského jezera (Hallstatter See) s prekrdsnymi
vyhledy na tboc¢i Dachsteinu.

Thned po névratu byli na zavérecném slavnostnim veceru (za pritomnosti
namestkyné rakouské federalni ministryné pro vzdélavani Sonji Hammer-
schmidové) oficidlné vyhlaseni vitézové soutéze jednotliven i soutéze druz-
stev. V soutézi jednotlivei bylo letos udéleno 6 zlatych, 9 stiibrnych a 16
bronzovych medaili. Dva nasi soutézici — Danil KoZevnikov a Jan Petr — zi-
kali stribrné medaile a dale jedina soutézici divka v celé soutézi — Lenka
Kopfova — si domu pfivezla medaili bronzovou. Cenného, historicky dosud
nejlepsiho vysledku v soutézi druzstev dosahlo ¢eské reprezentacni druzstvo,
které skoncéilo na vynikajicim 3. misté za druzstvy Chorvatska a Polska,
avsak pred silnymi celky Némecka, Madarska a dalsimi stfedoevropskymi
tymy. Vsichni clenové naseho druzstva tak prevzali na slavnostim vyhlaseni
vysledkt z rukou prof. Gerda Barona, rakouského iniciatora vzniku MEMO,
bronzové medaile.

Podrobnéjsi informace doplnéné fotogalerii ze soutéze mohou zajemci na-
1ézt na oficidlnich strankach 10. MEMO (www.math.aau.at/MEMO2016).

Na zavér uvadime texty vSech soutéznich tiloh. V zavorce je uvedena zemé,
ktera tulohu navrhla.

Soutéz jednotlivci
(24. srpna 2016)

Priklad I-1
Necht n > 2 je prirozené cislo a x1, s, ..., x, jsou realnd cisla splnujici
soucasné podminky

() z;>—-1proj=12,...,n,



Dokazte nerovnost
1

n n T
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a urcete, kdy nastane rovnost.

(Rakousko)
Priklad 1-2

Na tabuli je napsdno n (n > 3) prirozenych ¢isel. V jednom kroku vybe-
reme na tabuli tii ¢isla a, b, ¢, ktera jsou délkami stran nedegenerovaného,
nerovnostranného trojuhelniku, a nahradime je ¢isly a +b —c¢, b+c—a a
¢+ a — b. Dokazte, ze neexistuje nekonecna posloupnost téchto kroki.

(Svijcarsko)

Priklad 1-3
Necht ABC' je ostroihly trojihelnik, v némz |<BAC| > 45° a O znaci
stted kruznice jemu opsané. Bod P je takovym vnitinim bodem tohoto troj-
thelniku, ze body A, P, O, B lezi na téze kruznici a primka BP je kolméa k
CP. Bod @ je takovym bodem tsecky BP, ze piimka AQ) je rovnobézna s
PO. Dokazte, ze |<QCB| = |« PCO|.
(Slovensko)

Priklad 14
Urcete vSechny funkce f:N — N takové, ze pro vSechna a,b € N je ¢islo
2(a + b — 1) délitelné cislem f(a) + f(b).

Pozndmka. Symbol N zna¢i mnozinu vSech prirozenych ¢isel, tj. N = {1,2,3, ...
(Chorvatsko)

Soutéz druzstev
(25. srpna 2016)
Priklad T-1

Urcete vSechny trojice (a, b, ¢) redlnych ¢isel, které vyhovuji soustave rov-
nic

a*+ab+c =0,
b +bc+a = 0,
A +ca+b=0.



(Chorvatsko)

Priklad T2
Necht R znac¢i mnozinu redlnych éisel. Urcete vSechny funkce f:R — R
takové, ze pro vSechna redlna cisla x a y plati

f@)f(y) = af(fly — @)+ xf(22) + (7).
(Litva)

Priklad T-3

Ctverecové tizemi 8 x 8, jehoz strany jsou orientovany ve smérech sever—
jih a vychod—zapad, je slozena ze 64 parcel 1 x 1. Na kazdé parcele muze
byt postaven nejvyse jeden dim, jehoz zaklady jsou shodné praveé s touto
parcelou.

Rekneme, Ze d@im je ve slunecnim stinu, pravé kdy# existuji tii domy na
parcelach bezprostiedné s nim sousedicich soucasné na vychodé, jihu i na
zapadeé.

Jaky maximalni pocet domi lze soucasné postavit na daném c¢tvercovém
uzemi tak, aby zadny z nich nebyl ve sluneénim stinu?

Poznamka. Domy na vychodni, jizni a zapadni strané celého tizemi nejsou ve
slune¢nim stinu.

(Chorvatsko)

Priklad T4
Zéci stfedni skoly psali test. Kazdéa otédzka byla hodnocena bud jednim
bodem za spravnou odpovéd, nebo zadnym bodem za chybnou odpovéd.
Kazda otazka byla spravné zodpovézena aspon jednim zdkem a pritom aspon
dva zaci neziskali na zaver stejny pocet bodu. Dokazte, ze existovala takova
otazka, ze zaci, ktefi ji zodpovédeéli spravné, dosahli v pruméru vyssiho poctu
bodi nez ti, kteri ji zodpovédeéli chybneé.
(Rakousko)

Priklad T-5

Necht ABC' je ostrouhly trojihelnik, v némz |AB| # |AC| a O je stied
kruznice w jemu opsané. Primka AQO protina kruznici w v dalsim bodé D a
primku BC v bodé E. Kruznice opsana trojihelniku CDFE protinad primku



CA v dalsim bodé P. Piimka PFE protind pifimku AB v bodé ). Rovno-
bézka s primkou PFE prochéazejici bodem O protind vysku trojuhelniku ABC
z vrcholu A v bodé F.
Dokazte, ze |FP| = |FQ)|.
(Chorvatsko)

Priklad T—6
Necht ABC' je trojihelnik, v némz |AB| # |AC/|. Stiedy jeho stran BC,
CA, AB ozna¢me po tadé K, L, M. Kruznice vepsana trojihelniku ABC,
ktera ma stfed I, se dotyka strany BC' v bodé D. Piimka g prochazejici stie-
dem tusecky ID ktera je kolméa k pfimce I K, protina primku LM v bodé P.
Dokazte, Ze | PIA| = 90°.
(Polsko)

Priklad T-7

Ptirozené ¢islo n nazveme mozartovskym, pravé kdyz v posloupnosti ¢isel
1,2,...,nje kazda cislice desitkové soustavy pouzita v sudém poctu. Dokazte
tvrzeni:

a) Kazdé mozartovské ¢islo je sudé.

b) Existuje nekoneéné mnoho mozartovskych cisel.
(Slovensko)

Priklad T-8

Uvazujme rovnici a® + b? + ¢ + n = abe, kde a, b, ¢ jsou pfirozena cisla.
Dokazte tvrzeni:

a) Pro n = 2017 neexistuje Teseni (a, b, c).

b) Pro n = 2016 je ¢islo a délitelné tfemi pro kazdé feseni (a, b, c).

¢) Pro n = 2016 méd dand rovnice nekoneéné mnoho feseni (a, b, c).

(Rakousko)

Nésledujici (11.) roénik MEMO se bude konat na zékladé oficidlntho po-
zvani v roce 2017 v Litvé.

Vedeni ceského reprezentacniho tymu dékuje prerovské firmé MEOPTA a
brnénské firmé Neogenia za jejich sponzorskou pomoc pfi zajisténi jednotného
obleceni vsech c¢lent reprezentacniho druzstva pro 10. MEMO.

Jaroslav Svrcek



