66. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie B

. Najdéte vSsechny dvojice prirozenych ¢isel a, b, pro néz plati

66 66
at+—=b+—.
a b

. V roviné je dano 2017 takovych bodt, Ze z kazdé trojice lze vybrat dva, jejichz

vzdalenost je mensi nez 1. Dokazte, ze existuje kruh o poloméru 1, ktery obsahuje
aspon 1009 danych bodd.

. V roviné jsou dany kruznice k£ a [, které se protinaji v bodech E a F'. Te¢na ke
kruznici [ sestrojend v bodé E protind kruznici k v bodé H (H # E). Na ob-
louku EH kruznice k, ktery neobsahuje bod F', zvolme bod C (E # C # H)
a prusecik piimky C'E s kruznici [ ozna¢me D (D # E). Dokazte, Ze trojuhelniky
DEF a CHF jsou podobné.

. Urcete vSsechny hodnoty realného parametru p tak, aby rovnice
2017 1= |1 |1 - al|[| = 20162+ p

meéla praveé tii feseni v oboru realnych cisel.

Krajské kolo kategorie B se kona
v utery 11. dubna 2017

tak, aby zacCalo dopoledne a aby soutézici méli na Tfeseni
uloh 4 hodiny cistého casu. Povolené pomiticky jsou psaci
a rysovaci potfeby a skolni MF tabulky. Kalkulatory, note-
booky ani zadné jiné elektronické pomucky dovoleny nejsou.
Za kazdou tulohu miize soutézici ziskat 6 bodl; hodnoti
se pritom nejen spravnost vysledku, ale i logickd bezchyb-
nost a uplnost sepsaného postupu. Bodova hranice k urceni
uspésnych fesiteld bude stanovena centralné po vyhodnoceni
statistik bodovych vysledkti ze vsech kraji. Tyto tdaje se
zédktim sdéli pred zahajenim soutéze.



66. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie B

1. Anulovanim pravé strany upravime danou rovnici na tvar

a—b+66<é—%> :(a—b)<1—%> :%(a—b)(ab—%)zo.

Odtud plyne, Ze hledané dvojice (a,b) pfirozenych ¢isel jsou pravé ty, pro které plati
a = b nebo ab = 66.

Uloze tedy vyhovuje nekoneéné mnoho dvojic pfirozenych ¢isel tvaru (a,b) = (k, k),
kde k je libovolné prirozené cislo, a protoze cislo 66 = 2 -3 - 11 ma osm déliteli, tak
i osm dvojic (a,b) € {(1,66), (2,33),(3,22),(6,11), (11,6), (22,3), (33,2), (66, 1)}.

Za Uplné feseni udélte 6 bodi. Za pouhé konstatovéani, ze tloze vyhovuji dvojice a = b (bez uvedeni
dalsich 8 feseni), udélte 1 bod. Pokud zak upravi danou rovnici do sou¢inového tvaru, avsak opomene

uvést dalsich 8 konkrétnich FesSeni, udélte 3 body. V pfipadé, kdy zdk neuvede 1, resp. 2 (nebo 3)
symetrické dvojice z vyctu konkrétnich reseni, strhnéte 1, resp. 2 body.

2. MiuZeme predpokladat, ze mezi danymi body existuji dva (ozna¢me je A, B),
jejichz vzdalenost je vétsi nez 1. Jinak by totiz vSechny dané body lezely v kruhu o po-
loméru 1 se stfedem v libovolném z danych bodt.

Uvazujme dva kruhy k(A;1) a I(B;1). Kdyby mezi danymi 2017 body existoval
bod C, ktery nelezi ani v jednom z kruhu k a [, pak by trojice bodi A, B, C nesplnovala
podminky tlohy, protoze by bylo |AB| > 1, |AC| > 1 a |BC| > 1. Proto vSechny dané
body lezi ve sjednoceni kruhti k£ a [, tudiz aspon v jednom z nich lezi aspon 1 009 z danych
2017 bodi, nebot jinak by jich dohromady bylo nejvyse 2 - 1008 < 2017.

Tim je tvrzeni ulohy dokazano.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu.

3. Z rovnosti obvodovych thlt nad tétivou HF' kruznice k plyne |XHCF| =
= |xHEF|. Uhel HEF je zaroven tsekovym thlem p¥islusnym tétivé EF kruznice I,
ktery je vSak shodny s obvodovym tthlem EDF (obr.1). Celkové tak plati

\xHCF| = |xHEF| = |xEDF)|. (1)
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Obr. 1



Vzhledem k tomu, ze CEF H je tétivovy ctytuhelnik, je jeho vnitini tthel pfi vrcho-
lu H shodny s vnéjsim thlem u jeho protéjsiho vrcholu F. Plati tedy

|xCHF| = |xDEF]|. (2)

Z rovnosti (1) a (2) plyne na zikladé véty uu podobnost trojuhelnikd DEF a CHF.
Tim je diikaz hotov.

Za uplné feseni udélte 6 bod1, z toho 2, resp. 4 body udélte za diikaz shodnosti jedné, resp. obou dvojic
odpovidajicich si thlid v dvojici podobnych trojihelnikt (jakymkoli spravnym zptisobem). Posledni
2 body udélte za vyuziti shodnosti zminéné dvojice thli k dikazu podobnosti obou trojihelniki.

4. Danou rovnici upravime do tvaru

2016 P
|1—|1—|1—x||\_mx+m. (1)
Pii feSeni vyuzijeme grafickou metodu. Grafem funkce y = f(z) = |1 — |1 — |1 — ||
na levé strané rovnice (1) je ¢ara lomend v bodech A = [-1,0], B = [0,1], C = [1,0],
D = [2,1] a E = [0, 3] (znazornéna na obr.2), jez sestava ze ¢ty shodnych tsecek
a dvou polopfimek. Grafem funkce g na pravé strané (1) je pfimka y = kx + ¢q se
smérnici k = % < 1 prochézejici bodem [0, q], kde ¢ = p/2017 (smérnice je natolik

,blizkd“ jednicce, ze jsme museli pro pfimku 7, jez na obr. 2 znazornuje graf funkce g,
zvolit smérnici o par procent mensi, aby se vyslednd primka nejevila jako rovnobézka
s Castmi grafu funkce f).

Obr. 2

Pocet realnych feseni rovnice (1) zfejmé odpovidd poctu spoleénych bodu grafu
obou funkci f a g. Protoze vSechny pfimky, na nichz lezi ¢asti lomené ¢ary grafu funkce f
maji smérnici +1, neni tézké zjistit, kolik priseciki pro dané g obé funkce maji. Vyset-
fime nyni pocet prisecik obou grafii podle hodnoty g, v niz pfimka + grafu funkce g
protne soufadnicovou osu x.

Pro ¢ > 3 zfejmé zadny prisecik neexistuje. Pro xy = 3 protne v graf funkce f
v jediném bodé F. Pro xy < 3 protne v vnitfek polopiimky grafu f s pocatkem v bodé E



pravé jednou. Pro x¢y < —1 protne v vnitfek i druhé polopifimky grafu f, jez ma pocatek
v bodé A, takze pro takova xp uz mame dva spoleéné body. Pro z¢ € (—1,3) mé ovSem
primka v s lomenou ¢arou ABCDFE pravé dva potiebné priseciky, jediné kdyz prochéazi
jejimi vrcholy D, C nebo A, a konec¢né pro zg < —1 pravé jeden potiebny prisecik,
jediné kdyz prochézi vrcholem B.

To znamena, ze grafy obou funkci maji prave tii spolecné body, jediné kdyz piimka ~
prochazi nékterym ze ¢tyr bodia A, B, C, D na obr. 2. Postupnym dosazenim souradnic
téchto ¢tyt bodi do rovnice

2016 N P
x
2017 2017

piimky v ur¢ime hledané hodnoty parametru p.

Odpovéd. Dana rovnice ma pravé t¥i redlna reseni, pravé kdyz p € {—2016, —2015,
2016,2017}.

Pozndmka. Lomen4 ¢ara grafu funkce f rozdéluje rovinu na dvé (neomezené) oblas-
ti, pficemz primka v pro libovolnou hodnotu parametru ¢ protina oblast ,nad*“ lomenou
¢arou v nékolika tseckach, a ty maji s hranici té oblasti spole¢ny sudy pocet bodi, né-
které krajni body dvou tsecek vsak mohou pravé v pripadé vrcholi uvedené lomené cary
splynout v jediny. Z této uvahy tak plyne, zZe jen ty primky, které prochazeji nékterym
z vrcholi A, B, C, D, E lomené ¢ary, s ni mohou mit lichy pocet pruseciki, v pripadé
vrcholu E ovSem jen jeden.

Za tplné feseni udélte 6 bodd, z toho 3 body za nakres grafu funkce s tfemi absolutnimi hodnotami.
Konstatovani o vyhovujicich vzajemnych polohach lomené éary a pfimky lze povazovat (stejné jako ve
vzorovém FeSeni) za zfejmé, a tak je ocenite 2 body, koneéné 1 bod udélte za dopocet hodnot p. Chybi-li

ve vy¢tu vyhovujicich poloh k z nich, strhnéte k bodi, pokud k < 2; v piipadé k = 3 lze celkem ziskat
nejvyse 3 body (za sprévny graf podle prvni véty pokynt).



