66. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie C

. Najdéte vsechny mnohocleny P(z) = ax® + bx + ¢ s celoiselnymi koeficienty
splnujici

P(1)- P(2)- P(3)

1< P(1) < P(2) < P(3) a zaroven =172

. Ctvercovou tabulku 6 x 6 zaplnime vSemi celymi ¢&isly od 1 do 36.

a) Uvedte piiklad takového zaplnéni tabulky, kdy soucet kazdych dvou ¢isel
ve stejném tadku c¢i ve stejném sloupci je vétsi nez 11.

b) Dokazte, Ze pfi libovolném zaplnéni tabulky se v nékterém fadku nebo sloupci
najdou dvé cisla, jejichz soucet neprevysuje 12.

. Dokazte, ze obdélnik o rozmérech 32 x 120 lze zakryt sedmi shodnymi c¢tverci

o strané 30.

. Dokazte, ze pro vSechna kladna redlna ¢isla a < b < ¢ plati:

(—a+b+c)(é+%+%> = 3.

Krajské kolo kategorie C se kona
v utery 11. dubna 2017

tak, aby zacCalo dopoledne a aby soutézici méli na Tfeseni
uloh 4 hodiny cistého casu. Povolené pomfticky jsou psaci
a rysovaci potfeby a skolni MF tabulky. Kalkulatory, note-
booky ani zadné jiné elektronické pomucky dovoleny nejsou.
Za kazdou tulohu miize soutézici ziskat 6 bodl; hodnoti
se pritom nejen spravnost vysledku, ale i logickd bezchyb-
nost a uplnost sepsaného postupu. Bodova hranice k urceni
uspésnych fesiteld bude stanovena centralné po vyhodnoceni
statistik bodovych vysledkti ze vSech kraji. Tyto tdaje se
zédktim sdéli pred zahajenim soutéze.



66. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie C

1. Rovnost ze zadani je ekvivalentni rovnosti P(1) - P(2) - P(3) = 4 - 172, takze
¢isla P(1), P(2), P(3) mohou byt pouze z mnoziny délitelt ¢isla 4 - 172 vétsich nez 1:

2<4<17T<2-1T<4-17T<17? <2177 < 4-17%

Pokud by platilo P(1) = 4, byl by sou¢in P(1)P(2)P(3) aspon 4-17-(2-17) = 8-172,
coz nevyhovuje zadani. Proto P(1) = 2 a potom je nutné P(2) = 17, protoze kdyby bylo
P(2) = 4, musel by byt dany soucin 4 - 172 délitelny ¢islem P(1)P(2) = 8, coZ neplati,
a pro P(2) 2 2-17 by byl sou¢in P(1)P(2)P(3) opét prilis velky. Pro t¥eti neznamou
hodnotu P(3) pak vychazi P(3) =4-17%/(2-17) =2 17,

Hledané koeficienty a, b, ¢ tak jsou pravé takova cela cisla, ktera vyhovuji soustavé

P(1)= a+ b+c=2,
P(2)=4a+2b+c=1T7,
P(3) =9a + 3b+ ¢ = 34.

Jejim vyresenim dostaneme a =1, b =12, ¢ = —11.

Zdver: Uloze vyhovuje jediny mnohoélen P(x) = 22 + 12z — 11.
Za Gplné feSeni udélte 6 bodu. Za konstatovani faktu, ze P(1), P(2), P(3) jsou z mnoziny délitelt ¢isla
4 - 17 udélte 1 bod, za vypsani vsech déliteld body neudélujte. Za odvozeni hodnot, kterym se museji
rovnat ¢isla P(1), P(2), P(3) pridélte 3 body. Za sestaveni (1 bod) a vyfeseni (1 bod) soustavy pak
zévérecné 2 body (tyto body udélte i v pripadé, kdy hodnoty P(1), P(2), P(3) jsou ureny chybné,
nicméné soustava s nimi je sestavena a vyfeSena spravné).

2. a) Abychom doséahli pozadovaného rozmisténi ¢isel v tabulce, nesméji v zddném
rfadku ani sloupci spolu ztstat dvé z ¢isel nejvyse rovnych Sesti. Proto jednu z mnoha
vyhovujicich tabulek sestavime, kdyz ¢isla od 1 do 6 vepiSeme shora doli do poli jedné
uhlopticky a dale budeme postupné zdola nahoru brat fady poli rovnobéznych s druhou
uhlopfickou a do volnych mist kazdé z nich vepisovat shora dolti zbyla ¢isla 7, 8 atd.
az 36:
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Nejmensi souéty dvou ¢isel z jednotlivych fadkt (shora doli) jsou
1419, 2415, 3411, 449, 547, 6+8
a z jednotlivych sloupcu (zleva doprava)

1424, 2418, 3+ 14, 4410, 5+8, 6+ 7.



Rychlejsi popis prikladu vyhovujici tabulky a jeho snazsi kontrolu dostaneme, kdyz
do tabulky vepiSeme pouze ¢isla od 1 do 12, jak vidime nize. Rozmisténi ¢isel od 13
do 36 na prazdna policka uz zfejmé muze byt libovolné — dvé nejmensi ¢isla v kazdém
radku i sloupci jsou totiz praveé ta od 1 do 12.
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b) Jsou-li dvé z ¢isel od 1 do 6 ve stejném Fadku nebo ve stejném sloupci, jejich
soucet neprevysi dokonce ani ¢islo 6 +5 = 11. V opacném piipadé jsou ¢isla od 1 do 6
rozmisténa ve vsech radcich i vSech sloupcich, takze ¢islo 7 je ve stejném tadku s ¢islem x
a ve stejném sloupci s ¢islem y, kde x a y jsou dvé riznd ¢isla od 1 do 6. Pak mensi
z Cisel 7T+ x a 7+ y neprevysi mensi z ¢isel 7+ 6 a 7+ 5, tedy ¢islo 12. Tim je tvrzeni
dokazéano.

Za 1uplné feseni udélte 6 bodu. Kazdou z ¢asti ohodnotte tfemi body. V &asti a) stadi uvést jakykoli
priklad, nejmensi soucty dvou cisel v jednotlivych fadcich a sloupcich neni nutno vypisovat, rovnéz neni
nutno urcovat konkrétni pozice nékolika nejvyssich Cisel, je-li to zdivodnéno — napriklad v Gplném
pfikladu ze vzorového feSeni nezavisi na umisténi ¢isel od 25 do 36 na patfi¢nych dvanact poli. V &isti b)
udélte 1 bod za avahu o rozmisténi nejmensich Cisel od 1 do 6; dalsi body nestrhavejte, kdyz fesitel
dale uvazuje pouze umisténi téchto Sesti ¢isel na jednu z thlopricek tabulky.

3. Ctyfmi étverci o strané 30 zfejmé zakryjeme obdélnik 30 x 120. Zbylou ¢ast
2 x 120 rozdélime na tii shodné casti, totiz obdélniky 2 x 40, a ukézeme, jak kazdy
z nich (stejné) pokryt jednim ze t¥i zbyvajicich ¢tverct o strané 30. Dosdhneme toho,
kdyz ¢tverec polozime na obdélnik tak, ze obé tihlopricky ¢tverce budou lezet na osach
soumeérnosti doty¢ného obdélniku. Staci pak ukézat, ze obdélnik o strané 2 vepsany do
étverce podle obr. 1 méa druhou stranu deldi nez 40. Jeji délka je totiz ziejmé 30v/2 — 2

Obr. 1

(od thlopficky Gtverce odecitdme na kazdé strané 1 coby velikost vysky pravothlého
trojthelniku o stranach 2, v/2, v/2, viz zvétSenou &ast obr. 1), takze sta¢i ukézat, Ze



3012 — 2 > 40. To je ekvivalentni s nerovnosti 5v/2 = 7 neboli 50 > 49, coZ je splnéno.
Dany obdélnik 32 x 120 tedy vskutku lze zakryt sedmi ¢tverci o strané 30.

Za Uplné feseni udélte 6 bodi. Za redukci tlohy na pokryti obdélniku 2 x 120 tfemi ctverci o strané
30 udélte 1 bod. Za uvazovani vepsanych obdélnikti 2xnéco dejte rovnéz 1 bod. Za vypocet jejich delsi
strany 2 body. Uvahu, e k pokryti obdélniku 2 x 40 & celého 2 x 120 postacuje platnost nerovnosti
30v2 — 2 > 40 & 90v/2 — 6 > 120 oceiite jednim bodem a jeji ditkaz rovnéz jednim bodem.

4. Nerovnost vynasobime kladnym vyrazem abc a po roznasobeni ji postupné
(ekvivalentné) upravime:

—a(be + ac + ab) + b(bc + ac + ab) + ¢(bc + ac + ab) = 3abe,

—abe — a’c — a®b + b2 c + abe + ab® + be? + ac® + abe = 3abe,

(b%c — abe) + (bc? — abe) + (ac® — a*c) + (ab® — a®b) = 0,
be(b — a) + be(c — a) + ac(c — a) + ab(b—a) 2 0.

Vzhledem k predpokladu 0 < a < b < ¢ je vysledna, a tedy i ptivodni nerovnost splnéna.

Jiné feSeni. Dokazovanou nerovnost postupné upravime, pfi¢emz vyuzijeme zna-

mou nerovnost b/c 4+ ¢/b = 2, kterd je pro kladna ¢isla b, ¢ ekvivalentni s nerovnosti
(b—1c)? 2 0:
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protoze zfejmé plati i a? < b2 < 2.

Jiné feseni. Podle predpokladi tlohy plati nerovnosti
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Obé nerovnosti (s kladnymi stranami) mezi sebou vynasobime a ziskdme tak

1 1 1 2 1 2c
— L)zl = _ >
( a+b+c)<a+b+c>zc<b+c> 1+b:3’

nebot ¢/b 2 1 dle zadani.

Za Uplné FeSeni udélte 6 bodl. Za nasobeni nerovnice vyrazem, o kterém neni feceno, ze je kladny,
strhnéte 1 bod. Za pouziti nerovnosti z/y + y/x 2 2 bez konstatovani kladnosti = a y strhnéte rovnéz
bod.



