58. mezinarodni matematicka olympiada

Vyraznych uspécht dosahli reprezentanti
Ceské republiky na Mezinarodni matema-
tické olympiadé (IMO), jejiz 58. rocnik se | o S

letos konal od 13. do 23. ¢ervence v brazil-

ské metropoli Rio de Janeiro. Olympiady Im D 2017
se zﬁéastnil/rekf)rdn'i pocet 615,soutéiici(%1 RIO DE JANEIRO - BRAZIL
ze 111 zemi (historicky poprvé se zapojil

Nepal). Organizaci byl povéfen tstav IMPA (Instituto de Matemética
Pura e Aplicada). Ti sami organizatori budou za rok ve ,mésté bohu*
poradat i prestizni Mezindrodni matematicky kongres (ICM).

Jako prvni na misto ptijeli vedouci narodnich delegaci, jejichz hlavnim
ikolem bylo ze 32 pripravenych navrht rozdélenych do ¢tyi kategorii
(algebra, kombinatorika, geometrie a teorie ¢isel) vybrat Sestici dloh pro
soutéz a shodnout se na bodovacich schématech k jednotlivym tloham.
Zadani vybranych tloh naleznete na konci této zpravy.

Soutézici s pedagogickymi vedoucimi dorazili do Ria o tfi dny pozdéji.
Ubytovani byli u plaze Barra de Tijuca v pétihvézdickovém hotelu, kde
probéhlo i slavnostni zahajeni a zakonceni.

Soutéz se konala 18. a 19. Cervence v prostorach hotelu. Soutézici
méli kazdy den 4,5 hodiny na feSeni tii uloh. Za kazdou tlohu mohli
ziskat az 7 bodu. Pripomenme, Ze zhruba polovina soutézicich si z olym-
piddy odveze medaili, pficem? pocet udélenych zlatych (G), stfibrnych (S)
a bronzovych (B) medail{ je v pfiblizném poméru 1: 2 : 3.

Ceskou republiku reprezentovali Filip Bialas z Gymnazia Opatov
v Praze, Pavel Hudec z Gymnézia Jiftho Gutha-Jarkovského v Praze,
Danil KozZevnikov a Jan Petr, oba z Gymnézia Jana Keplera v Praze,
Martin Raska z Wichterlova Gymnéazia v Ostravé-Porubé a Pavel Tu-
rek z Gymnazia v Olomouci-Hej¢iné. Vedoucim tymu byl Josef Tkadlec
z IST Austria, pedagogickym vedoucim doc. RNDr. Jaroslav Zhouf, Ph.D.
Prehled vysledki nasich soutézicich uvadime v tabulce:



Body za tlohu Body Cena

Umisténi 1 23 456
49.-63. Filip Bialas 730770 24 S
72.-81. Pavel Hudec 734 710 22 S
139.-187. Danil Kozevnikov 770310 18 B
188.-264. Jan Petr 730700 17 B
390.—415. Martin Raska 73 0300 13 HM
14.-28. Pavel Turek TT7T 0770 28 G
Celkem 4226 43416 0 122

Tym slozeny z ostrilenych matadort i perspektivnich mladik dosahl
nékolika mimotradnych tspéchi. Pavel Turek zuzitkoval rozsahlé zkuse-
nosti a po tfech bronzovych medailich ziskal zlato, pro Ceskou republiku
prvni po ¢tyrech letech. Jeho délené 14. misto v poradi jednotliveu navic
znamend nejlepsi individualni vysledek od vzniku CR. Sti{brné medaile
vybojovali Pavel Hudec a Filip Bialas; Filipovi stejné jako loni zlatd me-
daile unikla o jediny bod. Danil Kozevnikov a Jan Petr ziskali bronzové
medaile a Martin Raska dosahl na ¢estné uznéni (HM), které se udéluje
za Uplné Teseni alespon jedné tlohy.

V neoficidlnim poradi tymu jsme skoncili na skvélém 14.-15. misté, coz
je nejlepsi vysledek od roku 1993. V celkovém poradi jsme kromé vsech
sousedu porazili i fadu tradi¢né silnych statt véetné Kanady, Madarska
nebo Rumunska. Za zminku stoji, ze po prvnim dni jsme dokonce méli
vice bodi nez USA ¢ Cina.

Pro srovnani uvadime i vysledky slovenskych soutézicich, kterym se
letos tolik nedaftilo:

Body za tilohu Body Cena

Umisténi 1 23 456

390.-415. Martin Melicher 730210 13 HM
188.-264. Marian Poturnay 7107 20 17 B
471.-496. Peter Ralbovsky 700110 9 HM
390.—415. Toméas Sasik 500710 13 HM
342.-389. Laura Vistanova 700700 14 HM
471.-496. Akos Zahorsky 700200 9 HM

Celkem 40 4 026 5 0 75

Letosni Sestice tdloh se ukazala byt nezvykle obtizna. O tom svédci
hned nékolik faktu: (i) zlatd medaile se poprvé v historii udélovala jiz
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z Tranu, Japonska a Vietnamu) ziskali ,jen® 35 bodu, (iii) za tieti dlohu
bylo vSeho vsudy udéleno jen 26 bodi, coz je méné nez za jakoukoli jinou
tlohu v historii IMO; pritom ¢ty¥i z téchto bodu ziskal za ¢astecné feseni
Pavel Hudec.

Doplnme jesté nékolik zajimavosti. Rusko poprvé v historii vypadlo
z elitni desitky a propadlo se na jedenéactou pricku, ¢dstecné vinou nece-
kané slabého vykonu v tloze ¢islo 5, navrzené pravé Ruskem. Na cele se
naopak po péti letech opét objevila Jizni Korea, ktera odsunula favorizo-
vané staty Cinu a USA na druhou, resp. ¢tvrtou piicku. Mezi né se jesté
vmeéstnal Vietnam, ktery se pravidelné objevuje v elitni desitce, ale treti
misto je pro néj vyrovnanim historicky nejlepsitho vysledku. Z dalsich
prekvapeni jmenujme Gruzii a Recko na sdilené dvanécté piféce — pro
oba staty se jedna o jednoznacné nejlepsi vysledek v historii. Kompletni
vysledky jsou dostupné na

[https://www.imo-official.org/year _country.r.aspx?year=2017.

Pristi, 59. roénik Mezindrodni matematické olympiddy probéhne
v Cluji-Napoce v Rumunsku.

Letosn{ (neoficidln{) poradi zic¢astnénych statt naleznete v nésledujici
tabulce:

I II III body I II III body
Jizni Korea 6 0 O 170  Kazachstan 1 2 1 113
CLR 5 1 0 159  Argentina 121 111
Vietnam 4 1 1 155  Bangladés 0 2 2 111
USA 3 3 0 148 Hongkong 1 1 3 111
Iran 2 31 142  Kanada 1 2 2 110
Japonsko 2 2 2 134  Peru 0 2 3 109
Singapur 2 1 2 131  Indonésie 0 2 3 108
Thajsko 3 0 2 131 Izrael 0 3 2 107
Tchaj-wan 1 4 1 130  Némecko 01 3 106
Velka Britanie 3 0 2 130  Australie 0 3 2 103
Rusko 1 3 2 128  Chorvatsko 0 2 3 102
Gruzie 1 2 3 127  Turecko 01 3 102
Recko 1 4 1 127  Brazilie 0 2 1 101
Bélorusko 1 1 4 122 Malajsie 0 2 2 101
Ceskd republika 1 2 2 122 Francie 0 2 2 100
Ukrajina 1 2 2 122 Saudska Arabie 0 2 2 100
Filipiny 0 3 3 120  Arménie 0 2 2 99
Bulharsko 0 4 2 116  Azerbajdzan 0 0 4 98
Itéalie 2 1 1 116  Mexiko 01 2 96
Nizozemsko 1 2 1 116 Bosna a Hercegovina 0 0 4 95
Srbsko 0 4 2 116  Tadzikistan 0 0 3 95
Madarsko 2 11 115  Makao 1 00 94
Polsko 1 0 5 115 Novy Zéland 0 0 3 94
Rumunsko 0 3 2 115  Kypr 0 0 5 93


https://www.imo-official.org/year_country_r.aspx?year=2017

I II IIT body I II IIT body
Mongolsko 01 2 93 Kostarika 0 0 O 58
Turkmenistan 0 0 2 93 Pékistan 0 0 1 58
Svédsko 0 1 2 91  Salvador(4) 0 0 1 57
Indie 0 0 3 90 Finsko 0 0 O 56
Slovinsko 0 0 2 90  Kosovo (5) 0 0 1 55
Portugalsko 0 0 2 89  Portoriko (5) 0 0O 55
Spanélsko 0 0 3 86  Nigérie (4) 0 0O 51
Syrie 01 0 85 Paraguay 0 0 O 48
Lotyssko 0 0 3 84 Island 0 0 O 45
Moldavsko 01 0 83 Lucembursko 0 0 1 45
Svycarsko 0 0 1 83  Nikaragua (4) 0 0 1 44
Kolumbie 0 0 1 81 Uruguay 0 0 O 43
JAR 0 0 2 81  Cerna Hora (4) 0 0 1 42
Belgie 01 2 80 Bolivie 0 0 O 41
Irsko 0 0 2 80  Lichtenstejnsko (3) 0 0 O 22
Sri Lanka 0 0 3 80 Uganda 0 0O 22
Déansko 0 0 1 77  Guatemala (4) 0 0 O 20
Makedonie 0 0 1 T Botswana 0 0 O 19
Kyrgyzstan 0 0 2 75 Myanmar 0 0 O 15
Maroko 0 0 1 75  Panama (1) 0 0O 15
Slovensko 0 0 1 75 Trinidad a Tobago (1) 0 0 0 15
Rakousko 0 2 0 74  Kuba (1) 0 0 O 13
Estonsko 01 0 72 Irak (4) 0 0 O 13
Norsko 0 0 2 71  Honduras (2) 0 0 O 12
Alzirsko 0 0 1 70 Kambodza 0 0 O 11
Litva 0 0 2 69 Pobtezi slonoviny 0 0 O 11
Uzbekistan (5) 01 0 69 Keia 000 8
Albénie 0 0 1 67 Ghana (1) 0 0 O 6
Chile 0 0 1 67  Tanzénie (2) 0 0 0O 5
Ekvédor 00 1 66 Bgypt(3) 00 0 3
Tunisko (5) 0 01 59 Nepal 000 3
Venezuela (5) 0 0 2 59

Texty soutéznich tloh
(v zévorce je uvedena zemé, kterd tlohu navrhla)

1. Pro dané celé ¢islo ag > 1 definujme posloupnost ag,as,as,... pro

kazdé n = 0 predpisem
NS pokud /a, je celé cislo,
o1 = { an +3 jinak.
Urcete vSsechny hodnoty ag, pro které existuje Cislo A takové, ze rovnost

a, = A plati pro nekoneéné mnoho indexu n. (Jihoafricka republika)

2. Necht R zna¢i mnozinu redlnych cisel. Naleznéte vsechny funkce f:
R — R takové, ze pro vsechna realna c¢isla z a y plati

F(F@)fW) + flz+y) = flay).
(Albdnie)



3. Lovec a neviditelny zajic hraji hru v eukleidovské roviné. Zajicova

pocatecni poloha Ay a lovcova pocateéni poloha By jsou stejné. Pon —1

kolech hry se zajic nachazi v bodé A,_; a lovec v bodé B,,_1. V n-tém

kole postupné probéhnou tii véci:

(i) Zajic se nevidén presune do bodu A,, takového, Ze vzdélenost mezi
A,_1 a A, je presné 1.

(ii) Sledovaci zafizeni nahlédsi lovci bod P,. Jedind zaruka poskytnuté
sledovacim zafizenim je, ze vzdalenost mezi P, a A, je nejvyse 1.
(iii) Lovec se viditelné presune do bodu B,, takového, ze vzdalenost mezi

B,_1 a B, je presné 1.
Muze lovec vzdy (tj. bez ohledu na to, jak se hybe zajic, a na to, jaké
body hlasi sledovaci zafizeni) volit své pohyby tak, aby mél jistotu, ze
po 10? kolech bude vzdalenost mezi nim a zajicem nejvyse 1007
(Rakousko)

4. Je dana kruznice €2 a na ni rizné body R, S takové, ze RS neni pru-
meér 2. Oznac¢me ! te¢nu kruznice €2 vedenou bodem R. Necht T je takovy
bod, ze S je stied tisecky RT. Bod J je zvolen na krat$im oblouku RS
kruznice 2 tak, ze kruznice I" opsand trojihelniku JST protind piimku [
ve dvou ruznych bodech. Ozna¢me A ten prusecik kruznice I' a piimky [,
ktery lezi blize bodu R. Pfimka AJ protina kruznici 2 podruhé v bodé K.
Dokazte, ze piimka KT je tecna kruznice I'. (Lucembursko)

5. Je dano celé ¢islo N = 2. V fadeé stoji N(N + 1) navzajem ruzné vyso-
kych fotbalistti. Trenér Vrba chce vytadit nékterych N (N —1) z nich tak,
aby nova fada sestavajici ze zbylych 2NV fotbalistu spliovala nasledujicich
N podminek:
(1) nikdo nestoji mezi dvéma nejvyssimi fotbalisty,
(2) nikdo nestoji mezi tfetim a ¢tvrtym nejvyssim fotbalistou,
(N) nikdo nestoji mezi dvéma nejnizsimi fotbalisty.
Dokazte, ze je to vzdy mozné. (Rusko)
6. Usporadand dvojice (z,y) celych éisel je primitivni miiZovy bod, jest-
lize nejvetsi spolecny délitel cisel x a y je 1. Dokazte, ze pro libovolnou
kone¢nou mnozinu S primitivnich mfizovych bodi existuje kladné celé
¢islo n a celd ¢isla ag, aq, .. ., a, takovd, Ze pro kazdou dvojici (x,y) z S
plati

apx™ + alxnfly + annfzyz +oFapzy" ay” = 1.

(USA)



