11. Stredoevropska matematicka olympiada

21.—27. srpna 2017, byl litevsky Vilnius. Soutéze se zucastnilo 60 soutézicich z deseti stiedoevrop-
skych zemi (Svycarska, Neémecka, Slovinska, Chorvatska, Mad’arska, Slovenska, Rakouska, Polska,
Ceské republiky a pofadajici Litvy) a také Sestice zakt z hostujiciho Béloruska. Kazdou zemi
reprezentovali zaci, ktefi v uplynulém skolnim roce nematurovali.

Ceské reprezentacni druzstvo bylo slozeno ze dvou vitézi a Gty dspésnych Fesitelu ustiedniho
kola 66. rotniku MO v kategorii A. Byli jimi: Filip Svoboda (3/4 G Brno, Elgartova), Radek
Olsdk (6/8 Mensa G, Praha), Josef Minarik (6/8 G Brno, Kpt. Jarose), Matéj Dolezdlek (6/8
G Humpolec), Tomds Perutka (7/8 G Brno, Kpt. Jarose) a Jiri Skrobdnek (7/8 WG Ostrava-
Poruba). Vedoucim ¢eské delegace a jejim zdstupcem v jury byl Michal Rolinek, PhD., z IST
Austria ve Vidni, pedagogickym vedoucim druzstva byl Mgr. Radek Horensky, Ph.D., z Gymndzia
Sternberk.

Po vycerpavajicich jednanich vybrala mezinarodni jury vsSech 12 soutéznich tloh, tedy c¢tyfi do
individudlni soutéze a osm do soutéze tymu. Individudlni soutéz se konala 23. srpna, tymova
soutéz probéhla dne nésledujictho. Soutézni prostory, jakoz i zdzemi pro jednani jury, poskytla
matematicko-fyzikdlni fakulta mistni univerzity.

Nésledujici dva dny po soutézi jednotlivei probihala koordinace soutéznich tloh za piitomnosti
vedoucich narodnich tymt. Kazdé soutézni tloha byla pfitom hodnocena nejvyse 8 body. Soutézici
se mezitim se svymi mistnimi pruvodci vydali na prohlidku vilniuského energeticko-technologického
muzea a dalsiho dne také do etnografického muzea ve vesnicce Rumsiskes nedaleko Kaunasu. Doglo
tak i na navazovani kontaktt napii¢ Evropou a muzeme jen s radosti konstatovat, ze nase druzina
si (alespon) v této discipliné vedla znamenité. V den slavnostniho vyhldseni byli soutézici odmeénéni
celodenni zédbavou v akvaparku, zatimco vedoucim delegaci pfisla vhod exkurze v pivovaru.

Nyni k vysledkim. V soutézi jednotlivet bylo letos udéleno 7 zlatych, 10 stiibrnych a 18 bron-
zovych medaili, v soutézi tymu pak po jedné sadé kazdého druhu. Z hlediska ceské vypravy lze
povazovat za prijatelné vysledky individudlni. Nejvétsiho uspéchu, stiitbrné medaile, dosahl Matéj
Dolezdlek, jemuz smolné o jediny bod utekla medaile zlata. Dva bronzové zasahy zaznamenali Josef
Minarik a Filip Svoboda. Politovanihodny je ptibéh Radka Olsdka, ktery své dobré napady bud’to
nedotahl do konce, anebo ke svym feSenim vibec nepfipojil. Vinou své fesitelské nevyzralosti
tak namisto utoku na stfibrnou medaili odjel pouze s ¢estnym uznanim. Vykon naSeho druzstva
v tymové soutézi nebyl podareny; sdilené predposledni misto se do historickych tabulek vskutku
nezapiSe tim nejlepsim zpusobem.

Podrobnéjsi informace doplnéné fotogalerii ze soutéze mohou zdjemci nalézt na oficidlnim webu
11. MEMO (memo2017.lmnsc.lt).

Na dalsich strankach uvaddime texty vSech soutéznich tloh. V zévorce je uvedena zemé, ktera
tlohu navrhla.



Soutéz jednotlivca
(23. srpna 2017)
Priklad I-1
Urcete vSechny funkce f: R — R takové, ze

f@®+ f(@)f(y)) = xf (2 +y)
plati pro vSechna redlna ¢isla x a y.
(Slovensko)
Priklad 12
At' n > 3 je kladné celé &islo. Oznaceni n vrcholu, n stran a vnitiku pravidelného n-thelnika
pomoci 2n + 1 ruznych celych ¢isel nazveme memorddné, jestlize plati nasledujici podminky:
(a) Kazda strana je oznaCena ¢islem rovnym aritmetickému prumeéru cisel oznacujicich jeji
koncové body.
(b) Vnitfek je oznacen ¢islem rovnym aritmetickému prumeéru vsech n &isel oznacujicich vrcholy.

Urcete vSechna n > 3, pro néz existuje memoiadné oznaceni pravidelného n-ihelnika vyuzivajici
2n + 1 po sobé jdoucich celych ¢éisel.
(Josef Tkadlec, Ceskd republika)
Priklad I-3
Ozna¢me P prusecik uhlopticek CE a BD konvexniho pétiihelniku ABCDE. Ukazte, ze pokud
plati |[XPAD| = |XACB| a |<CAP| = |XEDA]|, pak stiedy kruznic opsanych trojihelnikuim ABC
a ADFE lezi na piimce s bodem P.
(Slovensko)
Priklad I-4
Urcete nejmensi moznou hodnotu vyrazu |2™ — 181"|, v némz m a n jsou kladnd celd ¢isla.
(Némecko)

Soutéz druzstev
(24. srpna 2017)

Priklad T-1

Urcete viechny dvojice polynomu (P, Q) s redlnymi koeficienty takové, ze rovnost

Pz +Q(y) = Qz + P(y))
plati pro vSechna redlna ¢isla z a y.

(Polsko)
Priklad T—2
Urcete nejmensi redlnou konstantu C' takovou, ze nerovnost
|23+ 3+ 221 < Cla® + 5 + 25+ 1
plati pro vSechna redlna ¢isla x, y a z splaujici x +y + 2z = —1.
(Rakousko)
Piiklad T-3
_ Na kazdém policku tabulky 2017 x 2017 je zarovka, ktera je bud’to zapnutd, nebo vypnuta.
Zarovku nazveme Seroslepou, pokud ma sudy pocet zapnutych sousedu. Jaky je nejmensi mozny
pocet Seroslepych zarovek?

(Dve zarovky povazujeme za sousedni, pokud jimi obsazend policka sdil{ hranu.)
2



(Rakousko)
Priklad T—4
At' n > 3 je kladné celé ¢islo. O posloupnosti Py, Ps, ..., P, navzajem ruznych boda v roviné
fekneme, ze je sprduvnd, pokud zddné tii z nich nelezi v pfimce, lomend ¢ara P P;... P, nepro-
tind samu sebe a pro kazdé i = 1,2,...,n — 2 je trojihelnik P;P; 1 P; o orientovany proti sméru
hodinovych rucicek. Pro kazdé celé ¢islo n > 3 urcete nejvétsi celé ¢islo k s nasledujici vlastnosti:
Lze najit n po dvou riaznych bodu Ay, As, ..., A, v roving, pro néz existuje k ruznych permutaci
o:{1,2,...,n} = {1,2,...,n} takovych, ze A,), Ay(); - - -, Ax(n) je spravna.
(Lomend cara P P,... P, sestava z tsecek P\ Py, PoPs, ..., P,_1P,.)
(Polsko)
Ptiklad T-5
Necht’ ABC je ostrouhly trojihelnik splaujici |AB| > |AC| s kruznici opsanou k. Oznacme M
stied kratstho oblouku BC' kruznice k a D pruseéik polopiimek AC a BM. Déle at’ E (E # C) je
prusecik osy thlu ACB s kruznici opsanou trojihelniku BDC. Predpokladejme, ze E lezi uvnitt
trojihelniku ABC' a lze najit spoleény bod N piimky DFE a kruznice k takovy, ze E je stfedem
usecky DN. Ukazte, ze N je stfedem usecky Iglc, kde Ig a I jsou stiedy kruznic pripsanych
trojuihelniku ABC postupné ke stranam AC a AB.
(Chorvatsko)
Priklad T—6
Kruznici k se sttedem O je vepséan ostrouhly trojihelnik ABC, v némz |AB| # |AC|. Ke kruznici
k sestrojme teény v bodech B a C a jejich prusecik oznatme D. Déle protnéme piimky AO a BC
v bodé E, ozna¢me M stied usecky BC' a N (N # A) prusecik piimky AM s kruznici k. Konecné
sestrojme bod F' (F # A) na kruznici k tak, aby body A, M, E a F lezely na jedné kruznici.
Ukazte, ze primka F'IN puli tsecku M D.
(Slovensko)
Priklad T-7
Urcete vSechna celd n > 2 takova, ze ¢isla 0,1,...,n — 1 lze sefadit do posloupnosti xg, z1, ...,
r,—1 tak, aby soucty

Tro, To+2T1, ..., To+T1+ -+ Tpo1
dédvaly navzdjem ruzné zbytky po déleni n
(Polsko)
Piiklad T-8
Pro celé ¢islo n > 3 definujeme posloupnost ai, as, ..., ai jako posloupnost exponentu v
provéiselném rozkladu n! = pi'p5? - - pp*, kde p1 < pp < --- < py jsou prvocisla. Urcete viechna
cela ¢isla n > 3, pro néz je a1, ag, ..., ai geometrickd posloupnost.
(Rakousko)

Nasledujici (12.) ro¢nik MEMO se bude konat na zdkladé oficidlniho pozvani v roce 2018 v
Polsku.

Michal Rolinek



