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Navody k domaci casti |. kola kategorie B

1. Najdéte vsechny mnohocleny tvaru ax® + bx? + cx + d, které pri déleni dvojélenem
222 + 1 ddvaji zbytek x + 2 a pii délens dvojclenem x? + 2 ddvaji zbytek 2x + 1.

NAVODNE ULOHY:
1. Uréete podil a zbytek pifi déleni mnohoé¢lenu 222 + 22 — 3z + 5 dvojélenem
x? — . Tuto skutecnost zapiste ve formé rovnosti bez pouziti zlomkt. [223 +
+22 -3 +5= (22— x)(2x + 3) + 5]
2. Urcete vsechny kvadratické trojcleny ax? + bz + c, které jsou beze zbytku
délitelné jak dvojélenem x — 2, tak dvojclenem z + 1. [az? — ax — 2a, a # 0]
3. Najdéte vSechny trojéleny p(z) = ax?+bx+c, které davaji po déleni dvojélenem
x + 1 zbytek 2 a po déleni dvojélenem x + 2 zbytek 1, pricemz p(1) = 61.
[61-C-I-1]
4. Najdéte vSechny dvojice p, g realych ¢isel takové, Ze mnohoclen z2 + px + q je
délitelem mnohoclenu x4 + px? + ¢. [56-B-1-5]

2. Dokazte, Ze pro kazdé kladné redlné cislo t plati nerovnosti

2 +1
0= —Vt< |t —1]|.
T t+1 Vis| |

NAVODNE ULOHY:
1. Dokazte, ze pro kazdé kladné realné cislo u plati

7 72\/_+\/_

[Vyuzijte toho, Ze dvojclen vu — /2 lze vytknout jak z rozdilu prvnich, tak i
druhgch s¢itancti obou stran. Upravy na souéinovy tvar miize usnadnit, kdyz
pfedem odstranime zlomky & uZijeme vhodnou substituci, nap¥. s = vu &

- V2/u,

2. Dokazte, ze pro kazdé kladné realné cislo a plati

e > AVaTI- V)

[Upravte nerovnost na tvar 1(a+a+1) > v/a(a +1).]
3. Dokazte, ze pro kazdé realné cislo x plati

1+ |z = ]a2 — 1.

[Vyuzijte odhad 1+ |z| = 1(|z — 1| + |z + 1|) a pak AG nerovnost.]
4. Dokazte, ze pro kazda dvé redlna cisla x, y plati

1+ ||+ |y| + |zy| = V]22 — 1]y% - 1].

[Vysvétlete, pro¢ hodnota 1 + x2? + y? + 22y? lezi mezi hodnotami druhych
mocnin levé a pravé strany dokazované nerovnosti.]



3. Necht ABCD je kosoctverec s kratsi uhloprickou BD a E wvnitini bod jeho stra-
ny CD, ktery lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABD. Urcete velikost jeho vnitr-
nitho uhlu pri vrcholu A, maji-li kruznice opsané trojuhelnikium ACD a BCE prdveé
jeden spolecny bod.

NAVODNE ULOHY:

1.

Trojuhelniku ABC' s vnitinimi ahly «a, 3, v je opsana kruznice. K této kruznici
jsou vedeny te¢ny v bodech A, B, C. Urcete velikosti vnitinich ahla trojuhel-
niku omezeného témito tecnami. Rozeberte rtzné tvary trojuhelniku ABC.
[Napf. pro ostrothly trojuhelnik s rizné velikymi vnifnimi thly maji ahly
nového trojihelniku velikosti 180° — 2, 180° — 23, 180° — 2]

Dokazte, ze rovnoramennému lichobézniku lze opsat kruznici a zadnému jinému
lichobézniku kruznici opsat nelze.

.V rovnoramenném lichobézniku ABCD nechf plati |BC| = |CD| = |DA|

a [<xDAB| = |<ABC| = 36°. Na zakladné AB je dan bod K tak, ze |AK| =
= |AD|. Dokazte, Ze kruznice opsané trojuhelnikim AK D a K BC maji vnéjsi
dotyk. [53-B-1-2]

. Je dan lichobéznik ABCD s ostrymi thly pfi zakladné AB. Na ni existuje

bod FE takovy, ze kruznice opsané trojuhelnikim AED a EBC maji vnéjsi
dotyk. Dokazte, ze bod F lezi na kruznici opsané trojuhelniku C DV kde V je
prusecik pfimek AD a BC. [53-B-S-3|

Je dan rovnobéznik ABCD s tupym thlem ABC'. Na jeho thlopiicce AC v po-
loroviné BDC' zvolme bod P tak, aby platilo |<BPD| = |xABC|. Dokazte, ze
primka C'D je te¢nou ke kruznci opsané trojuhelniku BC' P, prave kdyz tsecky
AB a BD jsou shodné. [59-A-11-2]

4. Urcete pocet vsech trojic prirozengch cisel a, b, ¢, pro kterd plati

a -+ ab+ abc+ ac+ c=2017.

NAVODNE ULOHY:

1.
2.

Urcete pocet délitelt ¢isla 2016. [6 - 3 - 2 = 36 déliteld]

Urcete vSechny dvojice prirozenych cisel a, b, pro ktera plati a+ab+b = 2017.
[(a,b) = (1,1008), (a,b) = (1008,1)]

Najdéte vSechny dvojice nezdpornych celych éisel a,b, pro néz plati a® + b +
+2=a+ b2 [59-C-S-3, (a,b) = (1,2), (a,b) = (0,2)]

Najdéte vSechny trojice celych cisel z,y, z, pro které plati

T +yz=2005 y-+zz=2006.

[54-C-S-1, (z,y,2) = (669,668,2), (z,y,z) = (2005, 2006,0)]

5. Je ddn lichobéznik ABCD (AB || CD). Uvazujme obé primky, z nichZ kazdd déli
dany lichobéznik na dve cdsti stejneho obsahu a je pritom rovnobéind s jeho uhlo-
prickou AC, resp. BD. Dokazte, Ze prusecik téchto dvou primek leZi na usecce, kterd
spojuje stredy obou zdkladen AB a CD.
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NAVODNE ULOHY:

1.

Je dan lichobéznik ABCD (AB || CD). Dokazte, ze ¢tyfi body, a to stiedy
zékladen lichobézniku, prisecik jeho thlopricek a prisecik primek obou ramen
lichobézniku lezi na jedné primce.

Je dan lichobéznik ABCD (AB || CD), S zna¢i prusec¢ik jeho thlopricek.
Dokazte, ze obsahy trojuhelnikit BCS a ADS jsou stejné.

Je dan lichobéznik ABCD. Stfed zakladny AB oznaéme P. Uvazujme rovno-
bézku se zakladnou AB, kterd protind tusecky AD, PD, PC, BC postupné
v bodech K, L, M, N.

a) Dokazte, ze |KL| = [MN|.

b) Uréete polohu pfimky KL tak, aby platilo |KL| = |LM]|. [60-C-1-6]
Uvniti obdélniku ABCD lezi body X a Y tak, Ze cely obdélnik je rozdélen na
dva trojuhelniky ADX, BCX o stejném obsahu a dva konvexni ¢tyithelniky
ABY X a CDXY rovnéz o stejném obsahu. Dokazte, ze potom tsecka XY
prochézi stfedem obdélniku. [43—C-11-3]

Na strané BC'|, resp. C'D rovnobézniku ABCD urcete body FE, resp. F tak,
aby usecky FF', BD byly rovnobézné a trojuhelniky ABE, AEF, AFD mély
stejné obsahy. [58-B-1-3]

6. Najdéte nejvétsi mozny pocet cisel, jez lze vybrat z mnoziny {1,2,3,...,100} tak,
aby mezi nimi nebyla Zadnd dvé, ktera se list o 2 nebo o 5.

NAVODNE ULOHY:

1.

Je ddna mnozina ¢isel {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Najdéte vSechny jeji podmno-
ziny s nejvétsim moznym poctem prvki, aby mezi nimi nebyla zadna dveé cisla,
ktera se lisi o 2 nebo o0 5. [{1,2,5,8,9}, {2,3,6,9,10}]
Zjistéte, pro ktera piirozend ¢isla n,n = 2, je mozno z mnoziny {1,2,...,n—1}
vybrat navzajem rtzna suda cisla tak, aby jejich soucet byl délitelny c¢islem n.
[54-C-1-2]
Pro kterd piirozena &isla n lze z mnoZiny {n,n+1,n+2,...,n?} vybrat ¢tyfi
navzajem ruzna Cisla a, b, ¢, d tak, ze plati ab = ¢d? [54-C—S-2]
Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte co nejvétsi pocet ¢isel tak, aby soucet zad-
nych dvou vybranych ¢isel nebyl nasobkem jedenacti. [58—-C-I-5]
Z mnoziny {1,2,3,...,99} je vybrano nékolik riznych ¢isel tak, Ze soucet zad-
nych tii z nich neni nédsobkem deviti.

a) Dokazte, ze mezi vybranymi ¢isly jsou nejvyse ¢tyfi délitelna t¥emi.

b) Ukazte, ze vybranych ¢isel muze byt 26. [58-C—II-3]



