67. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

7

Ulohy domaci casti |. kola kategorie A

1. Pavel stiidavé vpisuje krizky a kolecka do policek tabulky (zacina krizkem). Kdyz je
tabulka celd vyplnénd, vysledné skore spocita jako rozdil O — X, kde O je celkovy
pocet radkiu a sloupci obsahujicich vice kolecek neZ krizki a X je celkovy pocet
radki a sloupci obsahugicich vice krizki nez kolecek.

a) Dokazte, Ze pro tabulku 2 x n bude vysledné skore vidy 0.
b) Urcete nejuyssi mozné skore dosazitelné pro tabulku (2n + 1) x (2n + 1) v zd-
vislosti na n.

RESENT. a) V celé ¢asti a) budeme uvazovat libovolné popsané vyplnéni tabulky
2 X n, které je (s ohledem na sudy pocet 2n vSech poli¢ek) tvoreno n kiizky a n kolecky.
Nejdrive dokazeme, zZe v jednom z obou jejich radkt prevazuji kiizky, pravé kdyz v tom
druhém prevazuji kolecka. Oba fadky dohromady tak do vysledného skére O — X prispéji
nulou.

Oznacme z1, ro pocty kfizkt v prvnim, resp. druhém fadku. Podle prvni véty
naseho feseni plati x; + zo = n. Predpokladejme, Ze 1 > n/2, ze tedy v prvnim fadku
prevazuji kiizky. Pak zo = n — 1 < n —n/2 = n/2, takZe v druhém fadku naopak
prevazuji kolecka. Podobné z zo > n/2 vyplyva z1 < n/2. Dokézali jsme, ze pokud
v jednom z Fadku prevazuji kiizky, pak v tom druhém prevazuji kolecka. Analogicky
lze ukazat, ze pokud v jednom z fadkt prevazuji kolecka, pak v tom druhém prevazuji
krizky.

Nyni dokézeme, Ze vSech n sloupct tabulky (kazdy o dvou poli¢kach) souhrnné do
vysledného skére O — X rovnéz prispiva nulou. K tomu ozna¢me x, r, o pocty sloupct,
které obsahuji dva kiizky (a zadné kolecko), resp. jeden kiizek (a jedno kolecko), resp.
dvé kolecka (a zadny kiizek). Jak vime, tabulka obsahuje celkem n k#izka i n kolecek,
takze plati n = 2x +r a soucasné n = r+ 20. Porovnanim obdrzime rovnost x = o, ktera
nam iiké, ze pocet sloupcti, v nichz prevazuji kiizky, je roven poctu sloupci, v nichz
prevazuji kolecka. I sloupce tak do vysledného skéore O — X tabulky 2 x n dohromady
prispivaji nulou, a FeSeni ¢asti a) je tak u konce.

b) Pro dané n uvazujme libovolné popsané vyplnéni tabulky (2n 4+ 1) x (2n + 1).
Jelikoz pocet 2n+1 policek v kazdém tadku a sloupci je liché ¢islo, v kazdém z nich bude
jedna z obou znacek prevazovat. I pocet (2n + 1)2 policek v celé tabulce je liché &islo,
takze vSech kolecek je o 1 méné nez vSech kiizki, je jich tedy 3 ((2n+1)%—1) = 2n(n+1).
Proto je téch fadki, ve kterych kolecka prevazuji (tj. jsou tam v poctu alespor n + 1),
nejvyse 2n(n+1) : (n+1) = 2n, tudiz naopak kiizky pfevazuji alesponl v jednom fadku.
Stejné tak vysvétlime, ze kolecka pfevazuji v nejvyse 2n sloupcich a kfizky naopak
alespon v jednom. Dohromady to znamend, ze O < 2n+2n =4na X 2 1+1 = 2,
takze vysledné skére O — X nemuze byt vétsi nez 4n — 2.

Nyni dokézeme, ze skére 4n — 2 lze (pro kazdé n) dosdhnout. Z tvahy pied-
choziho odstavce vyplyva, kdy 2n(n + 1)-prvkovd podmnozina M policek tabulky
(2n+1) x (2n + 1) s vepsanymi kolecky bude ptikladem kyzeného vyplnéni: v 2n fadcich
a 2n sloupcich bude po n + 1 polickdch z M, zbyly fadek a zbyly sloupec budou bez
policek z M. Zfejmé staci jednu takovou mnozinu M najit, nebot vhodnym vpisovanim
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kiizkt a kolecek lze dosdhnout toho, aby policka s kolecky vytvorila predem danou
2n(n + 1)-prvkovou mnozinu M — staéi psat v jakémkoli potradi ,kiizky mimo M
a kolecka do M*“.

Vyhovujici piiklad pro tabulku 7 x 7 (kdy n = 3) vidime na obr. 1. Pro obecné n
vypada obdobné konstrukce 2n(n + 1)-prvkové mnoziny M takto: V poslednim Fadku
a poslednim sloupci tabulky (2n+1) x (2n+1) nevybereme do M zadné policko; v fadcich
a sloupcich zbylého ctverce 2n x 2n v levém hornim ,,rohu”“ ptivodni tabulky vybereme
po n + 1 polickach nésledovné: v prvnim radku skupinu prvnich n + 1 policek, kterou
v kazdém nasledujicim fadku posuneme oproti predchozimu rfadku o 1 misto doprava,
pritom policka z posledniho sloupce této podtabulky presouvame do sloupce prvniho.
Toto pravidlo bude platit i pro prechod od posledniho fadku k fadku prvnimu, takze
vybrano bude n + 1 poli¢ek nejen v kazdém fadku, ale i v kazdém sloupci (obecnéjsi
procedura je popsana v navodné tuloze N1).

O|0|O0|O
O|0|O0|O
O|0|O0|O
(o] O|O0|O
OO OO
O|O0|O (o]
Obr. 1

Nakonec poznamenejme, ze dokdzand rovnost max(O — X) = 4n — 2 plati i pro
n = 0, nebot tabulka 1 x 1 mé jediné vyplnéni (jednim kiizkem) s hodnotami O = 0
aX =2

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Dokazte, ze pro kazda dvé kladnd cela &isla k < n lze vSechna policka tabulky n x n
obarvit cerné a bile tak, aby se v kazdém radku a kazdém sloupci nachazelo presné k
Cernych poli¢ek. [Skupinu k ¢ernych poli¢ek vyberme v prvnim fadku tabulky libovolné.
V kazdém dalsim radku posuneme cerna policka o 1 misto doprava ve srovnani s ak-
tualnim radkem, pritom policka z posledniho sloupce piesouvame do sloupce prvniho.
Dostaneme tak vyhovujici obarveni, nebot oznac¢ime-li ¢erna policka v prvnim Fadku
Cisly 1 az k a zachovame-li je pfi posunech policek v dalsich fadcich, z avahy o poctu
posunt mezi libovolnymi dvéma fadky nam vyplyne, ze v kazdém sloupci tabulky bude
nakonec pravé po jednom policku s &isly 1 az k.]

D1. Urcete nejvyssi mozné skore O — X ze soutézni tlohy dosazitelné pro tabulku 2n x 2n
v zdvislosti na n. [Pro n = 1 vyjde 0, pro n = 2 vyjde 2, pro n = 3 vyjde 4n — 8.]

2. Dokazte, Ze pokud je soucet dvou danych redlnych cisel a, b vétsi nezZ 2, ma soustava
Nerovnic
(a—Drx+b<a*<ar+ (b—1)

nekonecné mnoho 1esent x v oboru redlnych cisel.

RESENI. Danou soustavu nerovnic zapiSeme jako
F(z)>0AG(x) <0, (1)
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kde F(z) = 2? — (a — 1)z — b a G(z) = 2% — az — b+ 1. VSimnéme si, ze pro kazdé z
plati F(z) — G(z) =z — 1.
Podminka tlohy a + b > 2 znamena, ze
F1)=G(1)=2—-a—-0b<0,

takze ¢islo 1 neni feSenim dané soustavy. Nerovnost G(1) < 0 vSak znamena, ze kvadra-
tickd rovnice G(x) = 0 ma jeden kofen vétsi nez 1, ten oznacime zo: G(xg) = 0 a zg > 1.
Pak

F(aj‘o):F(l‘o)—OZF(ZI?Q)—G(Z’o):ZE0—1>0.

Nyni z nerovnosti F(1) < 0 a F(zg) > 0 plyne existence kofene x; rovnice F(z) = 0
na otevieném intervalu (1,z¢): F(z1) =0 a 1 < z1 < zy. Z obecné znamych vlastnosti
kvadratické funkce (s kladnym koeficientem u z2) pak plyne, Ze diky nerovnostem

F(1) <OAF(z1) =0, resp. G(1) <0AG(z9)=0
je soustava (1) splnéna pro kazdé x z intervalu (z1, o), pfitom druhé nerovnost G(z) < 0
plati dokonce na vét$im intervalu (1, z¢). Dikaz je hotov.
JINE RESENI. Trojc¢leny F' a GG z prvniho feSeni maji diskriminanty
Dp=(a—12+4b=0a*—-2a+4b+1 a Dg=a®>—4(1-0)=a®>+4b—4, (2)
které jsou diky podmince a + b > 2 (uzité ve tvaru b > 2 — a) kladné:
Drp=a®>~2a+4b+1>a*~2a+4(2—a)+1=(a—3)*=0,
Dg=a?>+4b—4>a’>+42—-a)—4=(a—2)*>20.

Navic odtud plynou nerovnosti

vDp > |CL—3| a Dg> |a—2|. (3)
Zaveér ulohy o soustavé nerovnic vyplyne z poradi korenii obou prislusnych rovnic
(a—1)—+Drp a—+Dg (a—1)4++/Dp a++Dg
< < < )
2 2 2 2
které nyni dokdzeme. (Ve skutecnosti prvni nerovnost zleva nepotfebujeme, ale vyjde

nam jako vedlejsi produkt pii dikazu ostatnich t¥i nerovnosti.) Je zfejmé, Ze zapsand
¢tverice nerovnosti je ekvivalentni s dvojici

vVDpr+4++\/Dg>1 a ‘\/DF—\/D0|<1. (4)
Prvni z téchto nerovnosti (narozdil od druhé) plyne z (3) okamzité:
VDp++/Dg>la=3|+|la—2]2(a—3)—(a—2)]=1

diky znamé trojuhelnikové nerovnosti |u + v| < |u| + |v|. Pro dtikaz druhé nerovnosti
ve (4) vynasobime obé jeji strany kladnym vyrazem /Dp + /D¢ a dostaneme ekviva-
lentni nerovnost

|Dr — D¢| < Dr + v/ De.
Protoze Dp — Dg = 5—2a podle (2), je nasim poslednim tkolem dokéazat nerovnost

5 —2a| < v/Dr +/De.

To je snadné:
5—2a|=|(B3—a)+ (2—a)| £[3—a|l+|2—-a| < V/Dr+ /D,

pfitom jsme opét vyuzili trojihelnikovou nerovnost a odhady (3).
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NAVODNE A DoOPLNUJici ULOHY:

N1.

D1.

D2.

Necht @ > 0, b a ¢ < 0 jsou realna &isla. Dokazte, Ze rovnice az? + bz + ¢ = 0 ma
jeden kladny a jeden zaporny kofen. [Bud vyuzijte jen nerovnosti a > 0 a ¢ < 0,
kde ¢ je hodnota uvazovaného trojclenu v nule, nebo zapiste znamé vzorce pro kotfeny
a ptihlédnéte k nerovnosti D = b% — 4ac > b2 ]

Dokazte, Ze pokud realna ¢isla a, b, ¢ spliuji c(a+b+c) < 0, pak rovnice az? +bx+c = 0
mé fefeni z v intervalu (0,1). [Oznadime-li f(z) = ax? + bx + ¢, pak f(0) - f(1) < 0,
tedy jedna z hodnot f(0), f(1) je kladnd a druhd je zdporna.]

Ptedpokladejme, Ze pro trojélen f(x) = axz? + bx + ¢ s realnymi koeficienty a, b, c
nemd rovnice f(z) = x zaddné feSeni v oboru redlnych &isel. Dokazte, Ze je nemé ani
rovnice f(f(x)) = z. [Plati bud f(z) > z pro v8echna z, nebo f(z) < x pro vSechna z,
proto také plati bud f(f(x)) > f(z) > = pro vSechna z, nebo f(f(z)) < f(z) < z pro
vsechna z.]

3. V roviné jsou dany dve shodné kruZnice o poloméru 1, které maji vnéjsi dotyk.
UvazZujme pravouhelnik obsahujici obé kruznice, jehoZ kazZda strana se dotykd aspon
jedné z nich. Urcete nejvétsi a nejmenst mozny obsah takového pravouhelniku.

RESENI.

Necht k1, ko jsou dvé shodné kruznice o poloméru r = 1 se stiedy po fadé

01, O2, jez maji vnéjsi dotyk. Necht ABCD je pravouhelnik vyhovujici podminkam
tlohy (strany AB a BC uvazovaného pravouhelniku jsou teénami kruznice ki a strany
CD a DA jsou teénami kruznice ks). Ze zadéani je patrné, Ze stfedy obou kruznic lezi
uvniti hledaného pravothelniku. Ozna¢me dale P prusecik primek vedenych stfedem O,
rovnobézné se stranou AB a stiedem O rovnobézné se stranou BC' (obr.2). Ozna¢me
jesté ¢ velikost thlu PO105. S ohledem na symetrii zadani staci uvazovat jen hodnoty

¢ € (0; 1)

D C
ko
r
k
Os .
r
2rsin @
r
B '
P O,
r
A " 2 cos %) " B
Obr. 2

Pro zkoumany obsah S pravothelniku ABC'D podle obr. 2 plati
S =|AB|-|BC| = (2r + 2rcos¢)(2r + 2rsinp) = 4(1 4+ sin ) (1 + cos )

(dosadili jsme hodnotu r = 1). Nyni uréime nejmensi a nejvétsi hodnotu obsahu S
s proménnym thlem ¢ € (0; irc). K tomu staci urcit nejmensi a nejvétsi hodnotu vyrazu

(funkce)

V(‘P) = (]_ + sin (p)(l 4+ cos (p) pro ¢ € <0, in>
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Tento predpis funkce nejprve upravime nasledujicim zptisobem:
V() =1-+sinp + cosp +singcosp = 5 + (sing + cos ) + %(singp + cos ).

Vse tedy zévisi na hodnoté u = sin ¢ + cos¢. Ukézeme, Ze pro libovolné ¢ € (0; m)
je 1 £ u £ V/2. Protoze pro takova ¢ je soucet sing + cos¢ ziejmé kladny, mtizeme
misto hledani minimalni a maximéalni hodnoty vyrazu u hledat minimalni a maximalni
hodnotu vyrazu u? (na stejném intervalu). Plati

u? :sin2go+281ncpcosgo+cos2cp =1+ sin 2¢.

Odtud s ohledem na nerovnost 0 < sin2p < 1 plyne
1<u? <2, tedy 1<u< V2,
pii¢emz u = 1, pravé kdyz ¢ = 0, a u = /2, pravé kdyz ¢ =

v/
Protoze kvadratickd funkce V(u) = 3 + u+ 3u® = 2 (u+

rostouci, plati pro kazdé doty¢né u nerovnosti

L

)2 je na intervalu (1;v/2)

2=V() V() SV(V2) =~
které uz vedou k potfebnym dohadim obsahu S = 4V (y):
8< S <6+4V2. (1)

Nejmensi hodnota S ve vztahu (1) je pfitom dosaZena, pravé kdyz ¢ = 0, tj. v piipadé,
kdy strany AB a C'D hledaného pravotuhelniku ABCD jsou te¢nami obou danych kruz-
nic k1 a ko a soucasné strany BC' a DA jsou po fadé tecnami pouze kruznic ki a kso.
Jedna se tedy o pfipad, kdy hledanym ,opsanym® pravothelnikem (dle podminek tlohy)
je obdélnik o stranach 4 a 2, jehoz obsah je skutecné 8. Podobné nejveétsi hodnota S
ve vztahu (1) je dosazena, pravé kdyz ¢ = %ch, tj. v pripadé, kdy hledanym ,opsanym®
pravothelnikem je &tverec ABCD o obsahu 6 4+ 4v/2, na jehoz uhloptiéce BD budou
lezet stfedy obou danych kruznic.

Odpovéd. Nejmensi moznj obsah je 8, nejvétsi 6 + 4v/2.

JINE RESENI. Oznacéme a = |PO;], b = |PO2| délky odvésen pravouhlého troj-
thelniku O102P (ktery muzZe piipadné degenerovat v jednu z tsecek PO; ¢ PO,).
Zérovet z Pythagorovy véty mame a? + b2 = 4r? = 4 (coz opét plati, i pokud je jedna
z hodnot a, b nulova). Obsah S opsaného pravouhelniku ABCD pak mizeme vyjadiit
(diky rozdéleni tiseckami na devét mensich pravothelniku v obr. 2) jako

S = 4r® +2r(a +b) + ab =4+ 2(a + b) + ab. (2)

Vyuzijeme-li nyni nerovnosti

2 b2
VR AR <a+b< 2@ +0) a 0<ab<s

2

jez ziejmé plati pro libovolnd nezaporna ¢isla a a b, ziskdme pro obsah S podle (2)
odhady

442-240=8<85<4+42-2/24+2=6+4V2.

Minimalni hodnotu S = 8 tak dostaneme pro ab = 0, tedy pro obdélnik, jehoz dvé
strany budou rovnobézné se stfednou O;0,, a maximélni hodnotu S = 6 + 4v/2 pro
a = b= /2, tedy pro ¢tverec, jehoz tthlopfi¢ka bude obsahovat body Oy, Os.
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NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Do rovnostranného trojuhelniku o strané 1 jsou vepsany tfi shodné kruznice, z nichz
kazdéa se vné dotyka zbylych dvou kruznic a soucasné se dotyka praveé dvou stran tohoto
trojuhelniku. Urcete polomér téchto tii kruznic. [i(\/g— 1). Hledany polomér r spliiuje
2r + 2r cotg 30° = 1.]

N2. Dokazte, ze pro kazdé x € R plati —v/2 < sinz + cosz < /2. [Bud dokazujte ekvi-
valentni nerovnost (sinz + cosz)? < 2, nebo vyuzijte Gpravu na vyraz s hodnotou
sin(x + %n).]

N3. Pro dana kladni ¢isla  # y uvazujme prameéry

k= $2+y2
z+y’ N 2 '

T4y 2xy
5 » 9=y, h=

a =

(Jde o aritmeticky, geometricky, harmonicky a kvadraticky primeér ¢isel z a y.) Ze vSech
rozdéleni ¢tverice a, g, h, k na dvé dvojice r, s a t, u vyberte to rozdéleni, pro které
ma vyraz V = rs — tu nejmensi kladnou hodnotu. [44-B-I-3]
D1. V obdélniku ABCD o stranach |AB| =9, | BC| = 8 lezi vzajemné se dotykajici kruznice

k1(S1,71) a ka2(S2,r2) tak, ze k1 se dotykd stran AD a CD, ko se dotyka stran AB
a BC.

a) Dokazte, ze 1 + 12 = 5.

b) Uréete nejmensi a nejvétsi moznou hodnotu obsahu trojuhelniku AS7.Ss.

[62-A-S-1]

4. Najdéte nejvétsi prirozené cislo n takové, Ze hodnota souctu
V1] + V2] + V3] +...+ |Vn)

je prvocislo. Zdpis |x| znaci nejvetsi celé cislo, které nent vétsi nez x.

RESEN{. UvaZme nekone¢nou posloupnost (a,); piirozenych &isel a, = |[/n].
Tato posloupnost je zfejmé neklesajici, a jelikoz

k=Vi2 <Vk2+1<.. . <VE2+2k<Vk2+2k+1=k+1,

obsahuje kazdé prirozené ¢islo k presné (2k 4 1)-krat. Takovy popis uvazované posloup-
n
nosti ndm uz postacéi k uréeni zadanych soucti s, = > a; nasledujicim zptisobem.

i=1
Pro libovolné piirozené n ozna¢me k = |[\/n|, takie n = k? + [ pro vhodné | €
€{0,1,...,2k}. Pak podle pfedchoziho popisu plati

sn:ii(2¢+1)+k(l+1):2ii2+iz‘+k(l+l):
:2(k:—1)(I<:—1+61)(2(k—1)+1)+(k—l)(l;—1+1)+k(l+1):
_ (k=Dk@k-1)  k(k—1) R+ = (k= 1)k(4k 4 1) k().

3 2 6

kde jsme vyuzili vztahy 142+...+n = in(n+1) a 124224.. . 4+n? = tn(n+1)(2n+1).
Pro libovolné k£ > 6 ztstane hodnota zlomku
(k—1)k(4k +1)
6
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i po zkréaceni Sesti pfirozenym cislem délitelnym neékterym prvocinitelem p cisla k, ktery
samoziejme déli i dalsiho sc¢itance v odvozeném vyjadrieni souctu s,,. Prvocislo p tak bude
délitelem i éisla s,,, pticemZ p < k < s, takZe éislo s, prvoéislem nebude. Regeni dané
tlohy proto sta¢i hledat jen mezi takovymi pfirozenymi ¢isly n, pro néz k = [/n| < 6,
tudiz ve hie zlistavaji jen ¢isla n < (6 +1)? = 49. Pro n = 48 dosazenim do odvozeného
vzorce pro s, spocteme sy = 203, coz je Cislo délitelné sedmi. Pro n = 47 vyjde
s47 = 197, coz je prvocislo.

Odpovéd. Hledané ¢islo je n = 47.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Dokazte, ze 1 +3+5+ ...+ (2n — 1) = n2.

N2. Dokazte, ze 12 +22 +... +n? = %n(n +1)(2n +1).

N3. Zjistéte, kolik celociselnych feseni ma rovnice

1989 1989/n+1J {1989 n+1989J
R - —— | =1990.
L \/EJ * \; 2 + + 1989
[38-B-I1-4]

D1. Dokazte, ze pro kazdé piirozené &islo n = 2 plati

lvn] + [V/n] + ...+ [¥/n] = [loga n] + [logz n] + ... + [log,, n].

[Tabulku n X n vyplnime &isly tak, ze do policka v a-tém Fadku a b-tém sloupci vepiseme
Cislo ab a pocet policek, ve kterych je &slo nepfevysujici n, spocitdme dvéma zpisoby:
po sloupcich a po Fadcich.]

5. V konveznim ctyrihelniku ABCD plati |<ABC| = |<ACD| a |xACB| = |<ADC]|.
Predpokladejme, Ze stred O kruznice opsané trojuhelniku BC'D je rizny od bodu A.
Dokazte, Ze uhel OAC je pravy.

RESENI. Oznaéme k kruznici opsanou trojihelniku BC'D. Podle zadani se trojthel-
niky ABC a AC'D shoduji ve dvou vnitinich thlech (obr. 3), takze plati i tfeti rovnost
|5 BAC| = |<CAD)|. Z toho pfedevsim plyne, Ze soucet protéjsich thli pii vrcholech A
a C' v daném ¢tytuhelniku ABCD je vétsi nez 180°, proto vrchol A musi lezet ve vnitini
oblasti kruznice k.




Prodluzme jako na obrazku tsecky CA a DA do tétiv CC" a DD’ kruznice k. Ze
shodnosti obvodovych thli nad jejim obloukem D’BC méme

|$D'C'C| = |£D'DC| = |£xADC| = |« ACB],

takze BCC'D’ je rovnoramenny lichobéZnik nebo pravothelnik (ndvodné tloha N1).
Podobné trojihelniky ABC a AD'C’ (pfipomernime, Ze je také |<C’'AD'| = |xCAD| =
= |<BAC) jsou tak dokonce shodné, tudiz A je stfedem zékladny C'C’ rovnoramenného
trojuhelniku OCC’, neboli [xOAC| = 90°, coz jsme méli dokézat.

JINE RESENI. Zkoumejme tlohu z pohledu trojuhelniku ABD. Protoze polopfim-
ka AC' je osa jeho vnitiniho tthlu pfi vrcholu A, jak uz vime z ivodu prvniho feseni, je
|x<xBAC| = |<CAD| < 90°. Proto uhel pfi vrcholu C konvexniho ¢tyfthelniku ABCD
je tupy, takze stfed O kruznice k opsané trojuhelniku BCD lezi stejné jako bod A
v poloroviné opac¢né k poloroviné BDC' (obr. 4).

Obr. 4

Z vlastnosti obvodového a stiedového thlu tak plyne, Ze velikost nekonvexniho
uhlu BOD je dvojnasobkem velikosti konvexniho thlu BC' D, takze s ohledem na rovnost

|<xBCD| = |xACB| + |<ACD| = |xADC| + |<ABC|
a pravidlo o souc¢tu vnitinich hlt ¢tyfihelniku plati
|xxBOD| = 360° —2|xBCD| =360° — |<xBCD| — |xADC| — |xABC| = |<xBAD,|.

Uhly BOD a BAD jsou tedy shodné, takze bod O lezi na oblouku BAD kruznice
opsané trojuhelniku ABD a jakozto stfed kruznice opsané trojihelniku BC'D ma od
krajnich bodt tohoto oblouku stejnou vzdalenost. Je proto jeho stfedem, tudiz jak znamo
(viz ilohu N2), lezi na ose vnéjsiho thlu pfi vrcholu A trojihelniku ABD. Tvrzeni tlohy
tak plyne z toho, Ze polopfimky AC a AO jsou osami dvojice vedlejsich uhld, jez jsou
vzdy navzajem kolmé.

JINE RESENI. Oznaéme M stied zdkladny BC' rovnoramenného trojuhelniku O BC
(obr.5). Jelikoz |<OMC| = 90°, k dikazu rovnosti |<OAC| = 90° staci ukazat, ze
body O, A, M, C lezi na kruznici (Thaletové kruznici nad pramérem OC). Z vlastnosti
stfedovych a obvodovych thla v kruznici opsané trojthelniku BC'D plyne |<xMOC| =
= 1|xBOC| = |xBDC]|, takze sta¢i dokazat shodnost uhli BDC' a MAC, nebot to
dohromady zaruci, ze body A a O lezi na stejném kruznicovém oblouku nad tétivou C' M.
(Ze body A a O lezi v téze poloroviné uréené piimkou BD, uz vime z piedchoziho fesent,
kde jsme ukazali, ze ihel BC'D je tupy.)



Obr. 5

Oznaéme A’ obraz bodu A ve stifedové soumérnosti podle bodu M. Pak je ABA'C
rovnobéznik a kyzend shodnost thli vyplyne z podobnosti trojahelnikia AA'C' a DBC,
kterou nyni dokazeme uzitim véty sus se zaméfenim na spolecny vrchol C. Predné plati
|xA'CB| = |<ABC|, takze |xA'CA| = |<BCD|. K tomu z podobnosti trojihelnikt
ABC a ACD plyne |AC|/|CA'| = |AC|/|AB| = |DC|/|CB|, ¢imz je dtikaz hotov.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Jestlize v tétivovém c¢tyfuhelniku ABCD plati [xDAB| = |xABC]|, je AB || CD
a |BC| = |AD|. Dokazte. [Ukazte, ze trojuhelniky ABC' a BAD jsou soumérné sdruzené
podle osy tétivy AB opsané kruznice.]

N2. Je déan trojahelnik ABC' vepsany do kruznice k. Ozna¢me D stied oblouku BC' kruz-
nice k obsahujiciho bod A. Dokazte, ze v ptipadé A # D je pfimka AD osou vnéjsiho
uhlu trojuhelniku ABC u vrcholu A. [Necht napt. |AB| < |AC|. Pak poloptimka AD
déli thel CAX, kde X je bod na prodlouzeni strany AB za vrchol A, na dva uhly:
jeden je tthel DAC shodny s thlem DBC, druhy je vnéjsi thel u vrcholu A tétivového
¢tyfahelniku ABC D, shodny s proté&jsim vnitfnim thlem BCD.]

D1. Na stranach AB, AC ruznostranného trojuhelniku ABC' jsou dany po fadé body X, Y
tak, ze |BX| = |CY| = d > 0. Dokazte, ze osa tsecky XY prochazi pevnym bodem
nezivislym na d. [Je to stfed M oblouku BAC" trojuhelniky X BM a Y CM jsou shodné
podle véty sus.]

6. Najdéte nejvétsi mozny pocet prvki mnoZiny M celych cisel, ktera md ndsledujici
vlastnost: Z kaZdé trojice ruznych cisel z M lze vybrat néktera dvé, jejichZ soucet je
mocninou cisla 2 s celociselnym exponentem.

RESENi. Poznamenejme tivodem, Ze zminéna mocnina jako celoéiselny soudet musi
mit nezdporny exponent. Jen takové mocniny ¢isla 2 budeme déle uvazovat.

Dokazeme, ze mnozina M miize mit nejvyse 6 prvki, jako mé napriklad vyhovujici
(jak vzapéti ovéfime) mnozina

{~1,3,5,—2,6,10}.

Soucet libovolnych dvou c¢isel z trojice —1, 3, 5 je totiz mocninou dvou a totéz plati
pro trojici —2, 6, 10. Kdykoliv z uvedené mnoziny vybereme tii ¢isla, budou néktera
dvé z nich nalezet jedné z obou zminénych trojic, a tato dvé ¢isla tak budou mit soucet
rovny mocniné dvou.

Nyni pfipustme, Ze existuje vyhovujici mnozina s vice nez Sesti prvky. Kdyby mno-
zina M obsahovala tii nekladna cisla, byl by soucet kazdych dvou z nich zaporny, kazda
mocnina dvou je vSak kladna. Proto mnozina M obsahuje nejvyse dvé nekladnéa cisla,
a tedy alespon pét kladnych ¢isel. Oznacme = nejvétsi z nich a a, b, ¢, d néjaka ctyti
dalsi kladna cisla z M.



Uvazme ¢tyti soucty x + a, x + b, x + ¢, x + d. VSechny jsou vétsi nez x a mensi
nez 2x. V intervalu (z, 2x) ovSem muze lezet nejvyse jedna mocnina dvou, takze nejvyse
jeden z téchto Ctyf souctu je roven mocniné dvou a zbylé tfi (bez ijmy na obecnosti
x+a, x + b, x + ¢) mocninami dvou nejsou. Uzitim podminky tlohy na trojice (a, b, x),
(a,c,x) a (b, c, z) tak zjistime, Ze vSechny t¥i souc¢ty a+b, a+c a b+c museji byt mocniny
dvou. Bez Gjmy na obecnosti necht a = max{a, b, c}. Podobné jako vyse se zaméfme na
otevieny interval (a,2a). V ném lezi nejvyse jedna mocnina dvou, sou¢asné v ném vsak
lezi obé (ruznd) ¢isla a + b i a + ¢, o nichz jsme uz usoudili, Ze museji byt mocninami
dvou. Dospéli jsme tak ke kyzenému sporu.

Odpovéd. Nejvétsi mozny pocet prvkl mnoziny M je roven 6.

JINE RESENI. Podame jiny dikaz, Ze neexistuje vyhovujici mnozina M s alespon
sedmi prvky, ktery vyuziva zakladni pojmy z teorie grafii [viz napi. Petr Hlinény, Zaklady
teorie grafi, Elportdl MU, Brno, URL: is.muni.cz/elportal/?id=878389].

Ziejmé staci ukazat, ze zadna sedmiprvkova mnozina M celych cisel pozadované
vlastnosti nemé. Pripustme, Ze takova mnozina M existuje, a jeji prvky si predstavme
jako vrcholy jistého grafu G. V ném dva vrcholy spojime hranou, pokud je soucet ¢isel,
jez predstavuji, mocninou dvou. Podminka ze zadani ulohy tika, ze v takto sestaveném
grafu jsou mezi kazdymi tfemi vrcholy nékteré dva spojeny hranou. O grafu G o sedmi
vrcholech u¢inime nejdiive nékolik pozorovani.

(1) Graf G neobsahuje kruznici délky 4.
Diikaz. Pripustme, Ze graf G takovou kruznici ajasazas obsahuje, takZze pro vhodna
cela nezaporna cisla «; plati

a1+a2:2°‘1, a2+a3:20‘2, a3+a4:2°‘3, a4 + a1 = 294,

Bez Gjmy na obecnosti lze pfedpokladat, ze a; = min{ay,as,as,a4} a Ze ay < ay. Pak
¢islo avp je mensi nez kterékoliv ze t¥i (ne nutné riznych) éisel aa, g a ay, takze nejvyssi
mocnina dvou, kterd déli soucet 291 4 2% je mensi nez nejvyssi mocnina dvou, kterd
déli soucet 242 + 24, To je vsak ve sporu s tim, Ze oba soucty jsou rovny témuz cislu
a1 + as + az + a4. Graf G tedy skutecné neobsahuje kruznici délky 4.

(2) Kazdy vrchol grafu G méa stupen aspon 3.

Drikaz. Pro spor predpokladejme, Ze existuje vrchol v stupné nejvyse 2. Pak nékteré
CtyTi ze sedmi vrcholtt G nejsou s v spojeny hranou; oznac¢me je a, b, ¢, d. Uziti podminky
ulohy k trojicim (v, a,b), (v, b, ¢), (v,¢,d), (v,d, a) implikuje existenci hran ab, be, c¢d a da,
které ovsem tvoii kruznici délky 4, coz je ve sporu s (1).

(3) Néktery vrchol grafu G ma stupen alespori 4.

Diikaz. V kazdém grafu jisté plati, ze soucet stupnt vsech vrcholi je roven dvojna-
sobku poc¢tu hran. Specidlné to znamena, ze toto ¢islo je sudé. U grafu o sedmi vrcholech
tak neni mozné, aby kazdy vrchol mél stupen presné 3 (stupen mensi nez tii je vyloucen
podle (2)).

Dokazanad pozorovani o nasem grafu G vyuzijeme néasledovné. Oznacme v jeden
jeho vrchol stupné aspon 4 a a, b, ¢, d nékteré ¢tyti jeho sousedni vrcholy. Protoze ty
maji stupné aspon 3, z kazdého z nich vychdazeji aspon dvé hrany, které nesméruji do
vrcholu v. Podél kazdé takové hrany nakresleme Sipku. Tak ziskdme aspon 4-2 = 8 Sipek,
tudiz aspon dvé z nich sméfuji do téhoz vrcholu rizného od vrcholu v (zopakujme, ze do
néj nesméfuje zadna z nakreslenych ipek). Koncové vrcholy takovych dvou Sipek spolu
s vrcholem v tvori kruznici délky 4, coz je kyzeny spor.
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NAVODNE A DoOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

D1.

Rozhodnéte, zda existuji tfi prirozena cisla x > y > z takova, ze x + y i  + z jsou
mocniny dvou. [Uvazte, kolik riznych mocninou dvou muize lezet v intervalu mezi éisly
z a 2z pro dané prirozené z.]

Na veéirku mé kazdy clovék lichy pocet zndmych (,znani se“ je vzajemné). Dokazte, Ze
pocet lidi na veéirku je sudy. [Soucet v8ech po¢tlh zndmych jednotlivych osob je roven
dvojnéasobku poc¢tu viech dvojic osob, které se znaji, takze to je ¢islo sudé.]

Kazdou stranu a thlopticku pravidelného Sestitthelniku jsme obarvili cervené nebo mod-
fe. Dokazte, ze existuje trojuhelnik s vrcholy ve vrcholech pivodniho Sestithelniku,
jehoz vSechny t¥i strany maji stejnou barvu. [Dtkaz tohoto prvotniho vysledku tzv.
Ramseyovy teorie najdete v pfehledném ¢lanku J. Simsa, Ramseyova &isla a jejich
uplatnéni v geometrii, URL: mfi.upol.cz/0ld/MFI_17_pdf/Mat_17_10.pdf.]
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