67. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domaci casti |. kola kategorie B

1. Najdéte vsechny mnohoéleny tvaru ax® + bx? + cx + d, které pri déleni dvojélenem
222 + 1 ddvaji zbytek x + 2 a pri déleni dvojclenem x? + 2 ddvaji zbytek 2z + 1.

RESEN{. Pfi déleni (se zbytkem) mnohoé¢lenu tietiho stupné mnohoc¢lenem druhého
stupné je podil roven mnohoclenu prvniho stupné. Pfitom jeho koeficient u prvni moc-
niny je roven podilu koeficientii u nejvyssich mocnin délence a délitele, zatimco absolutni
¢len podilu je neznama, kterou u danych dvou déleni oznac¢ime e, resp. g. Pro hledany
mnohoclen tak ma platit

am3+bx2—|—cx+d:(2x2—|—1)(gx+e>+x—|—2:ax3+2ex2—|—(g+1>m—|—e—|—2,

ar® +bx? +cx+d= (2% +2)(ax + g) + 22 + 1 = az® + gz® + (20 + 2)x + 29 + 1.

Porovnanim koeficienti pravych stran predchozich dvou rovnosti dostaneme

2e =g,
a
2 +1=2a+2,
e+2=2g9+1.
Resenim této soustavy je a = —%, g= %, e= % Uloze proto vyhovuje jedin§ mnohoélen
2 2 2 7
3 2 3 2

b d=—= = = =.
axr” + ox” + cx + Bx —1—396 +3x+3

NAVODNE ULOHY:

N1. Uréete podil a zbytek p¥i déleni mnohoélenu 223 + 22 — 3z + 5 dvojélenem z2 — z. Tuto
skutecnost zapiste ve formé rovnosti bez pouziti zlomk. [223 +22 —32+5 = (22 —z) x
X (2z + 3) + 5]

N2. Uréete viechny kvadratické trojéleny az? + bx + c, které jsou beze zbytku délitelné jak
dvojélenem x — 2, tak dvojélenem z + 1. [ax? — ax — 2a, a # 0]

N3. Najdéte viechny trojcleny p(x) = ax? + bx + ¢, které davaji po déleni dvojélenem x + 1
zbytek 2 a po déleni dvojélenem x + 2 zbytek 1, pfi¢emz p(1) = 61. [61-C-I-1]

N4. Najdéte viechny dvojice p, g realych &isel takové, ze mnohoélen z2 + pz + g je délitelem
mnohoélenu x4 + px? + q. [56-B-1-5]

2. Dokazte, Ze pro kazdé kladné redlné cislo t plati nerovnosti

2
St +1
—t+1

—VE< |t —1].

RESENI. Obé& nerovnosti vynasobime kladnym &islem t 4 1, abychom se zbavili
zlomk,

0S+1—(t+D)VES|t—1|(t+ 1),



a pro snazsi Upravy pouzijeme substituci u = v/t > 0:
0<u*+1—(u?+Du < |u? —1(u® +1).

Z¥ejmé plati ut+1—(u?+1)u = ut—u?—u+1 = (u®*—1)(u—1) a [u2—1|(u?+1) = Jut—1],
mame tedy pro libovolné kladné u dokazat nerovnosti

0= (u®—1)(u—1)Z|u* -1

Leva nerovnost nyni plyne ze zndmého rozkladu v — 1 = (u —1)(u? + u + 1), diky
kterému (u® — 1)(u — 1) = (u — 1)*(u® + u + 1) je soufinem dvou nezapornych ¢isel.
Pravou nerovnost pak dostaneme pomoci dvou zrejmych odhadt:

(W= Du—1)Z|ju—1w®+1) S |Ju—1|(® +u? +u+1)=|u* -1

Tim jsou obé nerovnosti dokazany.

JINE RESENI. K dilkazu obou nerovnosti nékolikrat vyuzijeme zfejmou nerovnost
2v/t <t + 1, jez plati pro libovolné kladné t. Pro levou nerovnost tak mame

t2+1_\/%>t2+1_t+1_t2—2t+1_ (t—1)2

t+1 ~t+1 2 2t+1) 2(t+1)

v

0

a pro pravou nerovnost

2 +1 \/Z_t2+1—(t+1)\/5<t2+1—2\/¥\/%_ It — 1|2

= - §‘t—1|v
t+1 t+1 t+1 t+1

nebot |t — 1| < ¢ + 1 podle trojuhelnikové nerovnosti.

NAVODNE ULOHY:
N1. Dokazte, ze pro kazdé kladné realné cislo u plati

U 2
ﬁ—i—ﬁZﬂ—’—ﬁ

[Vyuzijte toho, ze dvojclen Vu — /2 lze vytknout jak z rozdilu prvnich, tak i druhych
s¢itanci obou stran. Upravy na souéinovy tvar miize usnadnit, kdy# piedem odstranime
zlomky ¢i uzijeme vhodnou substituci, napt. s = vu ¢i t = \/2/u.]
N2. Dokazte, ze pro kazdé kladné realné cislo a plati
1
— >2(Wa+1-+a).

va
[Upravte nerovnost na tvar %(a +a+1)>+/ala+1).]

N3. Dokazte, ze pro kazdé realné Cislo x plati

1+ |z 2 4/|22 —1].

[Vyuzijte odhad 1 + |z| = %(|x — 1| + |z + 1|) a pak AG nerovnost.]
N4. Dokazte, ze pro kazda dvé realna cisla x, y plati

L+ 2] + |yl + |zyl 2 /|22 = 1]]y2 —1].

[Vysvétlete, pro¢ hodnota 1+ z2 + y2 + 22y? lezi mezi hodnotami druhych mocnin levé
a pravé strany dokazované nerovnosti.]



3. Necht ABCD je kosoctverec s kratsi uhloprickou BD a E wvnitini bod jeho stra-
ny CD, ktery lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABD. Urcete velikost jeho vnitr-
nitho uhlu pri vrcholu A, maji-li kruznice opsané trojuhelnikium ACD a BCE prdveé
jeden spolecny bod.

RESENI. Hledanou velikost vnitiniho thlu p#i vrcholu A uvazovaného kosoétverce
ozna¢me «. Déale oznacme k kruznici opsanou trojuhelniku AC'D a [ kruZnici opsanou
trojuhelniku BCE.

Z podminek ulohy vyplyva, ze ABED je rovnoramenny lichobéznik s kratsi za-
kladnou ED. Je tudiz |EB| = |DA| = |CB|, takze trojuhelnik BCE' je rovnoramenny
se zékladnou CFE.

Bod C je podle zadani jedinym spole¢nym bodem kruznic k£ a [, proto v tomto
bodé existuje spole¢na tecna t obou kruznic (obr.1). Vzhledem k tomu, ze E je vniti-
nim bodem strany C'D (tétivy kruznice k), maji ve vrcholu C' obé kruznice vnitini
dotyk. Pfitom tec¢na t svira jak s tétivou C'D kruznice k, tak s tétivou C'E kruznice [
tyz usekovy thel vyznaceny na obrazku. To znamena, ze odpovidajici obvodové uhly
pfislus$né zminénym tétivam kruznic k a [ jsou shodné neboli |[<CAD| = |<CBE|.

A\ B
Obr. 1

Protoze tihlopficka AC je osou vnitiniho tthlu pfi vrcholu A v kosoc¢tverci ABCD, je
|<xCAD| = %a, zatimco rovnoramenny trojihelnik C'E'B ma pri zakladné thly velikosti
|xBEC| = |xBCE| = |¥BAD| = «, takze |<xCBE| = 180° — 2. Dohromady tak
dostavame pro velikost thlu « rovnici

1
180° — 2a = 3%

jejilmz Tesenim je oo = 72°.

NAVODNE ULOHY:

N1. Trojahelniku ABC s vnitfnimi ahly «, 8, v je opsana kruznice. K této kruznici jsou
vedeny tecny v bodech A, B, C. Urcete velikosti vnitfnich ahla trojahelniku omeze-
ného témito teCnami. Rozeberte rtizné tvary trojuhelniku ABC. [Napf. pro ostrothly
trojuhelnik s rtzné velikymi vnirnimi dhly maji thly nového trojuhelniku velikosti
180° — 2«x, 180° — 283, 180° — 2+.]

N2. Dokazte, Ze rovnoramennému lichobézniku lze opsat kruznici a zadnému jinému li-
chobézniku kruznici opsat nelze.



N3. V rovnoramenném lichobézniku ABCD plati |BC| = |CD| = |DA| a |<xDAB|
= |xABC| = 36°. Na zdkladné AB je dan bod K tak, ze |AK| = |AD|. Dokazte,
kruznice opsané trojuhelnikim AK D a KBC maji vngjsi dotyk. [563—B-1-2]

N4. Je déan lichobéznik ABCD s ostrymi uhly pfi zédkladné AB. Na ni existuje bod E
takovy, Ze kruznice opsané trojuhelnikim AED a EBC maji vnéjsi dotyk. Dokazte, ze
bod E lezi na kruznici opsané trojuhelniku C DV, kde V je prusecik pfimek AD a BC.
[63-B—S-3]

N5. Je dan rovnobéznik ABCD s tupym thlem ABC. Na jeho thlopficce AC v poloroviné
BDC zvolme bod P tak, aby platilo |xBPD| = |<ABC|. Dokazte, ze pfimka CD je
te¢nou ke kruznci opsané trojuhelniku BC P, pravé kdyz tsecky AB a BD jsou shodné.
[69-A-1I-2]

N<

€

4. Urcete pocet vsech trojic prirozenych cisel a, b, c, pro kterd plati
a + ab+ abc + ac + ¢ = 2017.
RESENI. Levou stranu dané rovnice nejprve upravime

a+ab+abc+ac+c=a(l+b)+ac(l+b)+c=a(l+b(1+c)+c=
=a(l+b)(1+c)+(1+c)—1=14c)(a(l+0b)+1)—1,

diky ¢emuz dostaneme ekvivalentni rovnici
(I4+c¢)(a(l+b)+1)=2018.

Cislo 2018 se d4 napsat jako souéin dvou éisel dvéma, zpiisoby: 1-2 008 nebo 2-1 009.
Jelikoz je 1+ ¢ =2aa(l+b)+1 = 3, mize byt jediné 1+ c=2aa(l+b)+1=1009,
takze ¢ =1 a a(1l + b) = 1008. V kazdé vyhovujici trojici (a,b,c) je tak ¢ = 1, a proto
vlastné hledame pocet dvojic (a,b) spliiujicich rovnici z konce predchozi véty.

Cislo 1008 = 2%.32.7, které se ma rovnat a(1+b), ma 5-3-2 = 30 riiznych délitelt
véetné jednicky a sebe. Protoze 1 + b = 2, nemuze byt a = 1008. Pro kazdého jiného
z 29 déliteld a ¢isla 1008 dostaneme jednu dvojici feSeni (a, b).

Odpovéd. Hledany pocet trojic je roven 29.

NAVODNE ULOHY:
N1. Urcete pocet déliteli ¢isla 2016. [6 - 3 - 2 = 36 déliteld]
N2. Uréete v8echny dvojice pfirozenych ¢isel a, b, pro ktera plati a+ab+b = 2017. [(a,b) =
= (1,1008), (a,b) = (1008,1)]
N3. Najdéte vSechny dvojice nezapornych celych éisel a, b, pro néz plati a® +b+2 = a + b2.
[59_0_8_37 (CL, b) = (172)a (avb) = (072)]
N4. Najdéte vsechny trojice celych cisel x, vy, z, pro které plati

r+yz=2005 y+ xz=2006.

[54-C-S-1, (z,y, z) = (669, 668,2), (z,y, z) = (2005,2006,0)]

5. Je ddn lichobéznik ABCD (AB || CD). UvaZujme obé primky, z nichZ kazdd déli
dany lichobéznik na dvé cdsti stejneho obsahu a je pritom rovnobéind s jeho uhlo-
prickou AC, resp. BD. Dokazte, Ze prusecik téchto dvou primek leZi na usecce, kterd
spojuje stredy obou zdkladen AB a CD.
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RESENT. Piedné ukdzeme, Ze priiseéik S thlopiicek AC, BD lezi na spojnici
sttedu K zakladny AB a stfedu L zakladny CD. Ze shodnosti vyznacenych strida-
vych thli na obr. 2 plyne podobnost trojahelniki ABS ~ CDS (véta uu), coz zarucuje
podobnost i jejich ,pilek“, trojihelniki AKS a CLS (podle véty sus, nebot v prve
zminéné podobnosti si odpovidaji nejen strany AS a CS, ale i pfislusné poloviny stran
AB a CD). Odtud dostavame shodnost uhla ASK a CSL, v pfimce tudiz lezi nejen
jejich prvni, ale i druha ramena neboli S € KL, jak jsme slibili ukazat.

D L C

S

A K B
Obr. 2

Predpokladejme, ze |AB| > |CD]| (jinak zménime znaceni vrchold). Ze srovnani
stran a vysek trojuhelniki pro jejich obsahy dostavame

Sapc = Sapp > Scpa = Scpp-

Proto uvazovana rovnobézka s AC' protne trojuhelnik ABC (a ne ACD), tedy jeho
strany AB a BC' v bodech, které ozna¢ime po fadé E a F'. Protoze

1 1
SEBF = ESABCD > §SABC%

lezi bod E na strané AB zarucené v jeji ,prvni poloviné“ AK. Podobné zkoumand
rovnobézka s BD protne strany AB a AD v bodech, které ozna¢ime G a H, pficemz
bod G lezi na strané AB mezi body K a B (obr. 3). Prusec¢ik P pfimek EF a GH tudiz
lezi v trojuhelniku ABS a podle véty uu plati AABS ~ AEGP.

D L C

H

Obr. 3

Jesté dokézeme, ze bod K je stifedem strany EG trojuhelniku EGP. Pak uz bude
totiz snadné ukézat, ze bod P lezi na tsecce KS.

Vsimnéme si, ze v podobnostech AABC ~ AEBF a NABD ~ ANAGH maji oba
trojuhelniky ABC a ABD stejny obsah. Obsahy trojuhelniki EBF a AGH jsou rovnéz
stejné (rovné poloviné obsahu daného lichobézniku ABC D), takze obé podobnosti maji
stejny koeficient neboli |[EB|/|AB| = |AG|/|AB]|. Plati tak |EB| = |AG| neboli |EK| +
+|KB| = |AK|+ |KG|, odkud diky |K B| = |AK| plyne |[EK| = |KG|.
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Bod K je tedy spole¢nym stfedem tsecek AB i EG.Z podobnosti trojiuhelniktt ABS
a EGP tak plyne i podobnost trojihelniki SAK a PEK (stejnou tivahu jsme provedli
pro jinou dvojici trojuhelniki uz na poc¢atku feseni). Jejim disledkem je shodnost thlu
ASK a EPK, zniz ovsem plyne SK || PK, takze bod P musi nutné lezet na tise¢ce SK.
Lezi tudiz i na spojnici KL, coz jsme méli dokazat.

Komentdr. Resitelé budou koeficienty podobnosti z posledniho odstavce feseni pa-

trné vyjadfovat pres obsahy trojuhelnikt vyjadiené vzorci

av 1 (a+c)v

Sapc = SaBp = > SEBr = SacH = §SABCD = R

kde a, ¢ a v znaci délky zakladen a vysky daného lichobézniku.
Anebo lze pracovat se vzdalenostmi bodi od primek a ukazat, Ze plati

d(P,AS)  d(K,AS)

d(P,BS)  d(K,BS)

(Polopfimka SK je mnozinou vsech téch bodu thlu ASB, které maji od jeho ramen
stejny pomér vzdalenosti jako bod K.) Oznacdime-li jako k stejny koeficient obou po-
dobnosti AABC ~ AEBF a AABD ~ ANAGH, dostaneme

d(P,AS) d(B,AC)—d(B,EF) (1-k)d(B,AC) d(B,AC)

d(P,BS) d(A,BD)—d(A,GH) (1-k)d(A,BD) d(A,BD)’
avsak d(B, AC) = 2d(K,AS) a d(A, BD) = 2d(K, BS), ¢imz je dukaz hotov.

NAVODNE ULOHY:

N1. Je déan lichobéznik ABCD (AB || CD). Dokazte, ze ¢tyfi body, a to stiedy zakladen
lichobézniku, prisecik jeho tihlopfricek a prisecik primek obou ramen lichobézniku lezi
na jedné primce.

N2. Je dén lichobéznik ABCD (AB || CD), S znadi priseéik jeho thlopfi¢ek. Dokazte, ze
obsahy trojuhelniki BCS a ADS jsou stejné.

N3. Je dén lichobéznik ABCD. Stfed zakladny AB ozna¢me P. Uvazujme rovnobézku se
zakladnou A B, ktera protina usecky AD, PD, PC, BC postupné v bodech K, L, M, N.

a) Dokazte, ze |KL| = |[MN]|.
b) Uréete polohu pfimky KL tak, aby platilo |[KL| = |LM|. [60-C-1-6]

N4. Uvnitf obdélniku ABCD lezi body X a Y tak, ze cely obdélnik je rozdélen na dva troj-
thelniky ADX, BCX o stejném obsahu a dva konvexni ¢tyftuhelniky ABY X a CDXY
rovnéz o stejném obsahu. Dokazte, ze potom tsecka XY prochazi stredem obdélniku.
[43-C-II-3]

N5. Na strané BC, resp. C'D rovnobézniku ABC D urcete body E, resp. F' tak, aby tsecky
EF, BD byly rovnobézné a trojuhelniky ABE, AEF, AFD mély stejné obsahy.
[68-B-1-3]

6. Najdéte nejvétsi mozny pocet cisel, jez lze vybrat z mnoziny {1,2,3,...,100} tak,
aby mezi nimi nebyla Zadnd dvé, ktera se list o 2 nebo o 5.

RESENI. Nejprve ukazeme, Ze z libovolnych sedmi po sobé jdoucich ¢isel, oznacme je
a,a+1,a+2,a+3,a+4,a+5,a+06,

lze pozadovanym zptisobem vybrat nejvyse tii ¢isla. K tomu vSech sedm cisel rozdélime
do t¥i mnozin

A={a,a+2,a+5}, B={a+1l,a+3}, C={a+4,a+6}.
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Protoze z mnoziny A miizeme vybrat nejvyse dvé ¢isla a z kazdé z mnozin B a C nejvyse
po jednom ¢islu, staé¢i jen vyloucit pfipad, Ze z mnoziny A jsou vybrana dvé ¢isla (nutné
a+2 aa+5) asoucasné z mnozin B a C je vybrano po jednom ¢islu. Tehdy kvili ¢islu
a + 2 je z C' nutné vybrano ¢islo a + 6 a kvuli ¢islu a + 5 je z B vybrano ¢islo a + 1.
Soucasny vybeér ¢isel a + 1, a + 6 vSak mozny neni.

Pomoci dokadzané vlastnosti nyni snadno vysvétlime, proc¢ ze vSech 100 danych cisel
od 1 do 100, kterda mame zadanim k dispozici, nelze pozadovanym zpiisobem vybrat
vice nez 44 ¢isel. K tomu ze vSech 100 ¢isel sestavime 14 disjunktnich sedmic po sobé
jdoucich ¢isel

{1,2,3,4,5,6,7}, {8,9,10,11,12,13,14}, ..., {92,93,94,95,96,97,98}, (1)

do kterych jsme nezahrnuli pouze dvé nejvétsi ¢isla 99 a 100. Jak jsme ukazali, z kazdé
vypsané sedmice lze vybrat nejvyse tii ¢isla, proto pocet vsech vybranych cisel skutecné
nikdy neprevysi ¢islo 14 - 3 + 2 = 44.

V posledni ¢asti feseni ukédzeme, ze vybér 44 ¢isel je mozny a ze je pritom jediny
(i kdyZz ndm to zadani tlohy neukldda). Pfedpokladejme tedy, Ze mame libovolny vy-
hovujici vybér 44 ¢isel. Podle predchoziho odstavce vime, ze mezi vybranymi musi byt
dvojice ¢isel 99 a 100. Pozménime-li sestavu 14 disjunktnich sedmic na

{3,4,5,6,7,8,9}, {10,11,12,13,14,15,16}, ..., {94,95,96,97,98,99,100}, (2)

dojdeme k zavéru, ze mezi vybranymi musi rovnéz byt cisla 1 a 2. Je jasné, ze uzitim
jinych sestav 14 sedmic, slozenych vzdy z nékolika prvnich sedmic z (1) a nékolika
poslednich sedmic z (2), odvodime, Ze mezi vybranymi ¢isly musi byt i dvojice 8 a 9,
15 a 16, ..., 92 a 93, dohromady tedy vSech 15 dvojic sousednich c¢isel, ktera pii déleni
sedmi davaji zbytky 1 a 2.

Co lze dale usoudit o zbyvajicich 44 — 30 = 14 vybranych ¢islech? Diky dokazané
vlastnosti vime, Ze to musi byt ¢isla po jednom vybrana ze 14 sedmic (1); jelikoz v kazdé
z téchto sedmic jsou urcité vybrana dvé nejmensi cisla, tfeti vybrané ¢islo zrejmé musi
byt to, které je v sedmici paté nejmensi.

Dokézali jsme, ze kazdy vyhovujici vybér 44 ¢isel musi vypadat takto:

{1,2,5} U {8,9,12} U{15,16,19} U... U {92,93,96} U {99, 100}.

Ze tento vybér, slozeny ze 14 trojic a jedné dvojice, je skuteéné vyhovujici, vysvétlime
snadno: dvé cisla ze stejné skupiny se lisi o 1, 3 nebo 4, rozdil kazdych dvou ¢isel lezicich
v sousednich skupinach je jedno z cisel 3, 4, 6, 7, 8, 10 ¢i 11; ¢isla z nesousednich skupin
maji rozdily asponl 10.

NAVODNE ULOHY:

N1. Je ddna mnozina éisel {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Najdéte vSechny jeji podmnoziny s nej-
vétsim moznym poctem prvkil, aby mezi nimi nebyla zadné dvé cisla, ktera se 1isi o 2
nebo o 5. [{1,2,5,8,9}, {2,3,6,9,10}]

N2. Zjistéte, pro kterd pfirozena ¢isla n,n 2 2, je moZno z mnoziny {1,2,...,n—1} vybrat
navzajem ruzna sudé ¢isla tak, aby jejich soucet byl délitelny ¢islem n. [54—C—-1-2]

N3. Pro ktera pfirozend éisla n 1ze z mnoziny {n,n+1,n+2,... ,n2} vybrat ¢tyfi navzdjem
raznd cisla a, b, ¢, d tak, ze plati ab = cd? [54—C—S-2]

N4. Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte co nejvétsi pocet ¢isel tak, aby soudet zddnych dvou
vybranych ¢isel nebyl ndsobkem jedenécti. [58—C-1-5]

N5. Z mnoziny {1,2,3,...,99} je vybrano nékolik riznych &isel tak, ze soucet zddnych t¥
z nich neni nasobkem deviti.

a) Dokazte, ze mezi vybranymi ¢isly jsou nejvyse étyfi délitelnd tfemi.
b) Ukazte, ze vybranych ¢isel mtize byt 26. [58—C—II-3]



