67.ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni ¢asti Skolniho kola kategorie B

1. Uvedte priklad mnohoclenu nejnizsiho mozného kladného stupné, ktery pii déleni
jak mnohoé¢lenem 2 — 4, tak mnohoélenem z3 — 8z + 8 dava zbytek 1.

2. Je dan trojihelnik ABC' s vepsanou kruznici k. Jeji dotykové body na stranach
AB, BC, CA ozna¢me postupné K, L, M. Necht E, F znaci po fadé body sou-
mérné sdruzené s bodem K vzhledem k bodim A a B. Prusecik primek EM a F'L
oznac¢me U. Dokazte, ze bod U lezi na kruznici k a ze pfimky UK a AB jsou
navzajem kolmé.

3. Cislo 2018 jsme rozlozili na souéet nékolika pfirozenych ¢isel a jejich tieti mocniny
secetli. Jaké zbytky miize tento soucet davat pri déleni Sesti?

Klauzurni cast skolniho kola kategorie B se kona
v utery 30. ledna 2018

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu mtize soutézici ziskat
6 bodi, Gspésnym reSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomitcky jsou psaci a rysovaci potieby
a Skolni MF tabulky. Kalkulatory, notebooky ani zadné jiné
elektronické pomtcky dovoleny nejsou. Tyto tidaje se zaktim
sdéli pred zahajenim soutéze.



67.ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni &4sti $kolniho kola kategorie B

1. Ozna¢me P hledany mnohoclen. Vysledky jeho déleni obéma danymi mnoho-
¢leny znamenaji, ze pro vhodné mnohoc¢leny A a B plati rovnosti

P(z) = A(x)(z* —4)+1 a P(r)= B(x)(z® — 8z +8) + 1.

Pfitom A a B nejsou nulové mnohocleny, nebot P musi mit podle zadani kladny stupen,
ktery je tak aspon 3.
Porovnanim pravych stran dostaneme rovnost mnohoclenti

A(z)(2® — 4) = B(x) (2 — 8z + 8).

Mezi koreny mnohoclenu na levé strané jisté patii ¢isla x = 2 a * = —2, z nichz pouze
prvni je kofenem kubického ¢initele 23 — 8z + 8 na pravé strané (to snadno zjistime
dosazenim). Proto z = —2 musi byt kofenem mnohoélenu B, ktery tak ma stupen
aspon jedna, tudiz hledany mnohoclen P ma stupen aspon 4. Navic P bude mit stupen
Ctyti, pravé kdyz odpovidajici B bude tvaru B(z) = a(z + 2) pro vhodné ¢islo a # 0.
(Odpovidajici A(z) = a(x® — 8z + 8)/(z — 2) neni nutné pocitat, piesto je uvedme:
A(z) = a(z? + 22— 4).)
Vsechny mnohocleny P vyhovujici podminkadm tulohy tak jsou tvaru

P(z) = a(z + 2)(z® — 8z + 8) + 1 = a(z* + 22 — 822 — 8z + 16) + 1.
N——
B(z)

(Zkouska pfi uvedeném postupu neni nutna, pro uplné feseni stacilo uvést jeden ptiklad,
tieba volbou a = 1.)

Za Uplné teseni udélte 6 bodlt. Za vytvofeni potfebné rovnosti udélte 2 body. Za dtkaz, ze hledany
mnohoclen ma stupen aspon 4, udélte 3 body. Za dokonceni feSeni dejte 1 bod.

2. Z rovnosti pfislusnych tseku tecen ke kruznici k plyne |AM| = |AK| a |BL| =
= |BK]|, proto |AM| = |AK| = |AE| a |BL| = |BK| = |BF| (obr.1). To ovSem
znamena, ze bod A je stfedem kruznice opsané trojuhelniku FK M a podobné bod B
stfedem kruznice opsané trojuhelniku K F'L.

C

Obr. 1



Podle Thaletovy véty odtud plyne, ze trojuhelniky EK M a K F'L jsou oba pravo-
1hlé s pravymi thly pfi vrcholech M a L. Je tudiz

| xKMU|+ |<KLU| =90°+ 90° = 180°,

coz znamend, ze M KLU je tétivovy ¢tyithelnik. Bod U tedy lezi na kruznici k£ opsané
trojuhelniku MK L.

Navic je usecka UK prumérem kruznice k, a protoze strana AB se ji v bodé K
dotyka, je primér UK kolmy na AB.
Za tuplné tfeseni udélte 6 bodu. Za diukaz, ze thly EKM a KFL jsou pravé, dejte 3 body a dalsi bod

za odvozeni, ze bod U lezi na kruznici k. Za dikaz, ze pfimky UK a AB jsou navzijem kolmé, udélte
2 body.

3. Pro kazdé ptirozené ¢islo n plati n® —n = (n — 1)n(n+ 1). Jelikoz soudin tif po
sobé jdoucich p¥irozenych ¢isel je délitelny Sesti, je ¢islo n® — n délitelné Sesti pro kazdé
prirozené cislo n.

Je-li ¢islo 2018 vyjadieno jako soucet nékolika prirozenych cisel,

2018 =21 + ... + T,
miizeme pro odpovidajici soucet T' tfetich mocnin psat

T=234+... 42} =
=@ —x)) 4. (@ )+ (. o) =
= (23 —21) 4+ ...+ (2} —2) +2018 =
=6t+6-336+ 2,

takze cislo T' dava bez ohledu na zpusob rozkladu cisla 2018 pri déleni Sesti vzdy
zbytek 2.

Pozndmka. ReSeni lze podat struénéji, ovladame-li zaklady éiselnych kongruenci.
Vime pak, Ze tvrzeni o stejném zbytku &isel n® a n pii déleni Sesti lze dokazat pro
obecné n tak, Ze je numericky ovéfime pouze pro n € {0,1,2,3,4,5}. Poté uz je jasné,
ze 1 ¢isla

2018 =y +...+xp a 2} +... 4+

déavaji pri déleni Sesti stejny zbytek. A ¢islo 2018 dava pii déleni Sesti zbytek 2.

Za tplné reseni udélte 6 bodu. Za jakékoli zdtivodnéni, ze pfirozené cislo a jeho tfeti mocnina davaji
pri déleni Sesti stejny zbytek, udélte 2 body. Za zdivodnéni, ze ¢isla z1 +... +x a m? +...+ xi davaji
pti déleni Sesti stejny zbytek, udélte dalsi 2 body. Za dokonceni feseni udélte zbylé 2 body.



