67.ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni &asti kolniho kola kategorie C

1. Najdéte nejvetsi trojmistné ¢islo, z néhoz po vyskrtnuti libovolné cislice dostaneme
prvodislo.

2. Zkoumejme, zda lze étvercovou tabulku n x n vyplnit pfirozenymi ¢isly od 1 do n?
tak, aby v kazdé ¢tvercové casti 2 x 2 byl zapsan aspon jeden nasobek péti.
a) Dokazte, ze pro zadné sudé n to nejde.
b) Najdéte nejvétsi liché n, pro néz to jde.
3. Je dan trojuhelnik ABC' s tupym thlem pfi vrcholu A, v némz D znac¢i patu
vysky z vrcholu C. Na kolmicich k AB, které prochazeji body A a B, sestrojme
v poloroviné ABC' po fadé body E a F', pro néz plati |AE| = |AD| a |BF| = |BD|.
Oznac¢me konecné P a () pruseciky pfimek AF a BE s ptimkou C'D. Dokazte, ze
D je stfedem usecky PQ).

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie C se kona
v atery 30. ledna 2018

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu mtize soutézici ziskat
6 bodi, Gspésnym reSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomiticky jsou psaci a rysovaci potieby
a Skolni MF tabulky. Kalkulatory, notebooky ani zadné jiné
elektronické pomtcky dovoleny nejsou. Tyto tidaje se zaktim
sdéli pred zahajenim soutéze.



67.ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni é4sti skolntho kola kategorie C

1. Hledame nejvétsi mezi éisly abe, pro néz viechna tii ¢isla ab, @c i be jsou prvoéisla.
Dvojmistna prvoéisla ab, @é jsou licha, proto jejich posledni &islice museji byt liché. Navic
mezi nimi nemuze byt ani ¢islice 5, jinak by uvedena dvojmistna cisla byla délitelna péti.
Staci tedy déle zkoumat pouze Cislice b a ¢ z mnoziny {1,3,7,9}.

Cislici a chceme co nejvétsi, budeme tedy postupné prochézet moznosti poéinaje
hodnotou a = 9, dokud nenajdeme feseni.

Proa =9 jsou ¢isla 91 = 7-13, 93 = 3-31, 99 = 3-33 slozen4, jediné 97 je prvocislo,
a tak zbyva jedind moznost b = ¢ = 7. V tomto p¥ipadé je vSak &slo be = 77 = 7 - 11
slozené. Cislici 9 tedy hledané éislo zac¢inat nemtize.

Podobné pro a = 8 vylou¢ime moznosti b, ¢ € {1, 7}, protoze 81 = 3-27 a 87 = 3-29.
Zbyvéa tak pouze moznost b, c € {3,9}. V tom piipadé je vsak ¢islo be délitelné tiemi.

Pokud hledané cislo zac¢ina ¢islici a = 7, nemitize byt b = 7 ani ¢ = 7, zato cisla 71,
73 1 79 jsou vesmés prvocisla. Ze zbylych kandidati 1, 3, 9 na cislice b, ¢ 1ze vytvorit
¢tyri dvojmistnad prvocisla 31, 19, 13, 11 a nejvétsi z nich je ¢islo 31. Vidime tedy, ze
¢islo 731 spliuje podminky tlohy a zadné vétsi takové trojmistné cislo neexistuje.

Hledané nejvétsi trojmistné cislo je 731.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Za vylouéeni moznosti b, c € {2,4, 6,8} dejte 1 bod, za vylouéeni b =5
a ¢ = 5 dejte dalsi bod. Za vylouceni kazdé z moznosti a = 9 a a = 8 udélte po 1 bodu. Posledni 2 body

udélte za rozebrani moznosti a = 7 a nalezeni spravného feSeni. Systematické prohleddvani moznosti
od nejvétsiho trojmistného ¢isla bez nalezeni spravného feSeni ohodnotte nejvyse 4 body.

2. Pro sudé n = 2k rozdélme tabulku na neptekryvajici se ¢tvercové ¢asti 2 x 2 —
téch bude presné k? a v kazdé z nich ma byt zapsan jiny nasobek péti. K tomu oviem
potfebujeme k? nisobkii péti, z nichz nejmensi jsou &isla 5, 10, ..., 5k2, pfinejmensim
posledni uvedené viak mezi pfirozenymi ¢isly od 1 do n? = (2k)? = 4k? nenajdeme.
Tim je ¢ast a) dokazana.

Pro liché n = 2k + 1 vybereme v tabulce podobnym zptisobem k? nepiekryva-
jicich se ¢tvercovych c¢asti 2 x 2 — naptiklad tak, ze vynechame jeji posledni fadek
a posledni sloupec. Abychom mohli tabulku vyplnit pozadovanym zptsobem, musi opét
platit 5k% < n? = (2k+1)? = 4k? +4k +1 neboli k? < 4k + 1. Posledni nerovnost oviem
nemtize platit pro £ = 5, nebot pro takové k je naopak k? > 5k > 4k + 1.

Nejvétsi liché n, pro néz mame mezi ¢isly od 1 do n? dostatek nasobkt péti, je tak
n = 9. VSech 16 nasobki péti vepiseme do jednotlivych casti 2 x 2, pricemz zbyvajici
¢isla pak vepiseme do prazdnych policek libovolné:
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Hledané nejvétsi liché n, pro néz lze tabulku vyplnit pozadovanym zptsobem, je
rovno deviti.

Za uplné feseni udélte 6 bodii. Za myslenku rozdélit tabulku na k2 nep¥ekryvajicich se ¢asti 2 x 2 dejte
3 body, za dokonéeni diikazu ¢asti a) pak 1 bod, za odvozeni podminky n < 9 v &asti b) dalsi bod a bod
za uvedeni piikladu vyplnéni.

3. Protoze trojuhelnik A BC ma pti vrcholu A tupy thel, lezi bod D vné tsecky AB.
7Z konstrukce jednotlivych bodi tak plyne, ze body P a @ lezi v opa¢nych polorovinach
s hrani¢ni pfimkou AB (obr. 1).
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Z podobnosti pravouhlych trojihelniki ADP ~ ABF plyne

|DP| |BF| |BD| |AD| - |BD|
= = dtud |DP|=-—-"—>—
AD| ~ [4B| ~ [Ap “°dmd PP AB]
pfi¢emz jsme vyuzili rovnost |BF| = |BD| ze zadéni.

Podobné z podobnosti pravouhlych trojuhelnikt DBQ ~ ABFE plyne

|DQ| _ |AE] _ |AD| |AD| - |BD|
= = dtud |DQ| = ——FF—
DB ~ [aB| ~ A *°dnd 1P [AB]
pfi¢emz jsme vyuzili druhou rovnost |AE| = |AD| ze zadéni.

Vidime tak, ze délky tusesek DP a D@ se rovnaji, a protoze bod D lezi uvnitf
usecky PQ), je jejim stiedem, coz jsme chtéli dokazat.
Za uplné feSeni udélte 6 bodu. Zapsani podobnosti trojuhelnikt ADP ~ ABE a DBQ ~ ABF

ohodnotte po jednom bodu, dalsi 2 body dejte za vyjadieni délek use¢ek |DP| = |AD| - |BF|/|AB|
a |DQ| = |BD|-|AE|/|AB| a posledni 2 body udé&lte za spravné vyuziti rovnosti ze zadani.



