67.ro¢nik matematické olympiady
Ulohy krajského kola kategorie A

1. Pavel stfidavé vpisuje kiizky a kolecka do poli¢ek tabulky (zacina kiizkem). Kdyz
je tabulka celd vyplnéna, vysledné skére spocita jako rozdil X — O, kde X je soucet
druhych mocnin poc¢t kiizkd v jednotlivych fadcich a sloupcich a O je soucet
druhych mocnin poc¢tl kolecek v jednotlivych radcich a sloupcich. Urcete vsechny
mozné hodnoty skére dosazitelné pro tabulku 67 x 67.

2. Je dana polokruznice k£ nad primérem P(). Na ni je sestrojena tétiva BC pevné
délky d, jejiz krajni body jsou rtzné od bodi P, (). Paprsek vyslany z bodu B
se od pruméru PQ odrazi do bodu C v takovém bodé A, ze |« PAB| = |[xQAC!|.
Dokazte, ze velikost ithlu BAC' nezavisi na poloze tétivy BC' na polokruznici k.

3. Jsou dana dvé riznd kladnd realna cisla a, b. Uvazujme rovnici
lax +b] = [bx + a],

kde |y | oznacuje nejvétsi celé ¢islo, které nepfevysuje y. Dokazte, Ze existuje interval
délky alespon
1
max {a, b}’
jehoz vsechny body jsou feSenimi dané rovnice.
(Délkou intervalu s krajnimi body u, v rozumime ¢islo |u — v| bez ohledu na to,
ktery z krajnich bodid do intervalu patii.)

4. Rozhodnéte, zda existuji kladna cela ¢isla n a k takova, ze
n
11F —n

je druhou mocninou celého ¢isla.

Krajské kolo kategorie A se kona
v utery 16. ledna 2018

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na Tfeseni
uloh 4 hodiny cistého casu. Povolené pomitcky jsou psaci
a rysovaci potfeby a skolni MF tabulky. Kalkulatory, note-
booky ani zadné jiné elektronické pomucky dovoleny nejsou.
Za kazdou tulohu miize soutézici ziskat 6 bodl; hodnoti
se pritom nejen spravnost vysledku, ale i logickd bezchyb-
nost a uplnost sepsaného postupu. Bodova hranice k urceni
uspésnych fesiteld bude stanovena centralné po vyhodnoceni
statistik bodovych vysledkti ze vSech kraji. Tyto tdaje se
zédktim sdéli pred zahajenim soutéze.



67.ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie A

1. Oznac¢me n = 67 rozmér tabulky. Jelikoz ¢islo n je liché, je krizkd v tabulce
celkem k = 1 (n®+1). P¥ispévek fadku obsahujiciho a kifzkti a n—a koledek do celkového
skére je a2 — (n — a)? = 2na — n?.

Protoze soucet vSech hodnot a pro jednotlivé radky je roven vyse ur¢enému cislu k,
sC¢itanim pfes vSech n radku ziskavame, ze jejich celkovy pfispévek je

2
2nk—n-n2:n +1-2n—n3:n.

Totéz plati i pro sloupce, takze vysledné skére je vidy rovno n +n = 2n = 134.

Jiné Feseni. Uvazme tabulku n x n vyplnénou zcela libovolné kolecky a kiizky.
Dokéazeme, ze prepsanim libovolného kolecka na kfizek se skére zvysi o 4n, a jelikoz pro
tabulku vyplnénou samymi kolecky je skére rovno —2n3 a Pavlem vyplnéna tabulka
obsahuje 3(n?+ 1) kifzkd, bude vysledné skére vidy rovno —2n3 +4n - 1(n? +1) = 2n.

Oznacme prepisované policko P a predpokladejme, ze ve sloupci a fadku obsahu-
jicim P se nachézi s, resp. r kiizkt. Prispévek tohoto rfadku a sloupce se tak zméni
z ptivodniho

A=r2—(n—1r)2+s>—(n—2s)?=2n(r+s)—2n?

na
B=@r+12-(n—-r—172+G6+1) > -n—-s—12=2n(r+1+s+1)—2n2

zatimco prispévek ostatnich radkid a sloupct se nezméni. Jelikoz B — A = 4n, jsme
hotovi.

Jiné rfesSeni. Vyplni-li Pavel tabulku 67 x 67 tak, ze se kiizky nachazeji pravé ve
vSech polickach prvnich 33 fadkd a v prvnich 34 polickach 34. fadku, snadno vyjadiime

X =33-67% +34%2 + 34 - 34%2 + 33 - 332

O =33%+33-67%+34-33%2 + 33342

Pro takto vyplnénou tabulku ndm vyjde X — O = 2 - (342 — 332%) = 134.

Nyni dokazeme, ze hodnota skére nezavisi na tom, ve kterych polickach kiizky jsou.
K tomu staci dokazat, ze hodnota skére se nezméni, prohodime-li kiizek s koleckem lezi-
cim v témze fadku nebo v témze sloupci. Opakovanym provadénim takovych operaci lze
totiz z kazdé Pavlem vyplnéné tabulky ziskat tabulku vyplnénou jako ve vySe popsaném
pripadé.

Bez jmy na obecnosti predpokladejme, Zze prohazované znaky lezi v témze rad-
ku, a oznacme s,, s, sloupce, v nichz lezi prohazovany krizek, resp. kolecko. Ko-
necné oznacme a, b pocet (ostatnich) kiizku ve sloupcich s,, s,. Pfispévek sloupce s,
do vysledného skére se zméni z ptivodnitho A; = (a + 1)2 — (n — a — 1)? na nové
Ay = a® — (n — a)?, prispévek sloupce s, se zméni z ptivodnitho By = b* — (n — b)? na



nové By = (b+1)2 — (n — b — 1)? a p¥ispévky ostatnich sloupcii a fadkl se nezméni.
Vysledné skére se tak zméni o hodnotu

Ao —A1+By—By=-2a—1-2n—a)+1+2b+14+2(n—-0)—1=-2n+2n=0.

Tim jsme hotovi.

Za Gplné feseni udélte 6 bodi. Neuplné feseni: Po 1 bodu udélte za tvrzeni, ze skére bude vzdy 134 (bez
zdtivodnéni), a za popsany vypodcet skdére pro néjaké konkrétni vyplnéni tabulky. U tfetiho feSeni nestr-
havejte body za absenci forméalniho dikazu, Ze z jedné vyplnéné tabulky lze postupnym prohazovanim
krizka a kolecek dostat kazdou jinou vyplnénou tabulku.

.....

priuméru PQ, a sestrojme bod C’ jako obraz bodu C' v této osové soumérnosti. Bod C’
zfejmé lezi na [. Z vlastnosti osové soumérnosti dale plyne |[xQAC’| = |<QAC], a pro-
toze |<XQAC| = |<PAB], lezi body B, A, C' v pfimce (obr. 1). Zaroven je trojuhelnik

N4

|XxBAC| = | AC'C| + |xACC'| = 2|xBC'C].

Tétiva BC' kruznice k U [ ma pevnou délku, proto ma i prislusny obvodovy
tthel BC'C konstantni velikost. Hodnota |<BAC| = 2|<BC’C| tak nezavisi na poloze
tétivy BC.
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Obr. 2

Jiné feSeni. Oznac¢me O stfed pruméru PQ polokruznice k. Dokézeme, ze bod O
vzdy lezi na kruznici s opsané trojuhelniku ABC' (obr. 2). A protoze cely prumér PQ lezi
v poloroviné urcené tétivou BC, vyplyne z rovnosti obvodovych thli nad tétivou BC'
rovnost |XBAC| = |[«BOC|, coz je hodnota, jez na poloze tétivy BC' nezavisi. Tim
bude tvrzeni ulohy dokazano.

Uvédomme si, ze bod O lezi na ose o tsecky BC', na niz lezi i stfed S toho ob-
louku BC' kruznice s, ktery neprochézi bodem A. Piimka OS tak obsahuje primér
kruznice s s jednim krajnim bodem S. Podle Thaletovy véty bude jeho druhym kraj-
nim bodem pravé bod O pfimky PQ (a nas dukaz tak bude hotov), kdyz ovéfime, ze
SA 1 PQ.



Podle zadani jsou shodné uhly BAP a C' AQ), diky shodnosti tétiv SB a SC kruz-
nice s jsou vSak shodné i ihly BAS a C' AS, takze jsou shodné i ihly SAP a SAQ, jsou
to tedy skutec¢né dva pravé uhly, jak jsme slibili ovérit.

Pozndmka. Dodejme, Ze bod A na P(Q) je rovnosti ze zadani jednozna¢né urcéen. Staci
proto ukazat, Zze bod A lze najit jako prusecik kruznice s opsané (rovnoramennému)
trojuhelniku OBC' s primkou PQ: Pokud je BC rovnobéziné s PQ), je ziejmé A = O;
v opacném pripadé existuje dalsi prusecik X # O kruznice s s pfimkou P(@ a pro ten
plati, ze v ném vztycend kolmice k P(Q) prochézi sttedem S oblouku BC, je tudiz osou
uhlu BXC, takze vskutku X = A.

Za Uplné feseni udélte 6 bod1, z toho pfi prvnim postupu udélte 1 bod za popis konstrukce pomocného
bodu C’ (resp. B’), 1 bod za diikaz, Ze bod C’ lezi na pfimce AB, 2 body za vyjadieni |x BAC| pomoci
|« BC'C| nebo |xBOC]|, 2 body za dokonéeni ditkazu. U druhého postupu udélte 4 body za dtkaz toho,
ze bod O vzdy lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC' ¢ bod A na kruznici opsané trojuhelniku OBC
a 2 body za dokonceni dukazu.

3. Uvazujme linedrni funkce f(z) = ax + b a g(z) = bx + a. Jelikoz ¢isla a, b jsou
kladné a rtzna, jsou jejich grafy dvé rtizné primky s kladnou smérnici a obé funkce f
a g jsou rostouci. A protoze f(1) = g(1) = a + b, je bod P[1,a + b] prusecikem obou
pfimek (obr. 3).
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Obr. 3

Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze b > a, takze primka urcena funkci g je
,Strméjsi“ nez pfimka urcend funkei f. Jinymi slovy pro x < 1 je f(z) > g(z), zatimco
pro x > 1 je f(z) < g(x). To ostatné plyne i z algebraického vyjadfeni

f(x) —g(z) =(ax+b) — (bx+a) = (b—a)(1l — x).

Ozna¢me t = |a + b| a naleznéme ¢isla x1 £ 1 < x5 takovd, ze g(z1) =t a g(z2) =
=t+1(#j. 21 =(t—a)/baxy = (t+1—a)/b). Tvrdime, ze interval (x1,xs), ktery
obsahuje ¢islo 1, ma vSechny pozadované vlastnosti.

Nejprve ukézeme, Ze pro kazdé = € (x1,x3) plati

t< fle)<t+1 a t=g(x)<t+1, (1)

coz povede k zavéru, ze x je feSenim zadané rovnice, nebot obé jeji strany pak budou
rovny Cislu ¢.
Skutecné, pro kazdé takové x plati bud 21 < 2 < 1, nebo 1 < x < z5. Diky

nerovnostem mezi hodnotami f a g v prvnim ptipadé plati

t=ga1) S ga) £ ) S 1) —a+b<t+1,



ve druhém ptipadé pak je
tSa+b=f(1) < flx) <gz) <glrz) =t+1,

takze (1) plati v obou pfipadech. VSechna ¢isla z intervalu (x1,x2) jsou tak feSenim
zadané rovnice. Navic z rovnosti

l=t+1—-t=bra+a— (br1+a)="0b(xrs—x1)

plyne
1 1
To—T1=—= ———,
2T Ty max{a, b}
tudiz interval (x1,x9) ma i pozadovanou délku.
Z naseho vysledku plyne, Ze podminkam tlohy vyhovuje i interval (z1, z2).

Jiné FeSeni. Pro libovolné zvolené celé ¢islo ¢ ma rovnice |ax + b| = t za TeSeni
praveé ta x, pro néz plati t < ax +b < t+ 1. Takova x diky podmince a > 0 tvori interval

t—b t—b+1
Ilz< 5 i )7

a a

ktery ma délku 1/a. Podobné vSechna feseni rovnice |bx + a| =t tvoii interval

t—a t—a-+1
L= (" )
2 b b

délky 1/b. V piipadé a < b tak staci dokazat existenci celého t, pro néz ma interval
I; N Iy stejnou délku 1/b jako kratsi interval I5. To nastane, pravé kdyz bude platit
Iy C I, coz lze vyjadrit dvojici nerovnosti mezi krajnimi body obou intervali ve tvaru

t—bgt—a o t—a—i—lgt—b—l—l.

a ~— b b  —  a

Snadno se presvédc¢ime, Ze za naseho predpokladu 0 < a < b obé nerovnosti plati,
pravé kdyz
a+b—1=Zt<a+bd.

Vzdy tedy vyhovuje t = |a + b; je-li ¢islo a + b celé, vyhovuje i t = a + b — 1.
S ohledem na symetrii plati predchozi véta i v opacné situaci, kdy a > b.

Za plné feseni udélte 6 bodi, v pfipadé drobnych nedostatkt strhnéte 1 bod. P¥i hodnoceni ¢astecnych
fesSeni udélte nasledujici body (¢asteéné body podle prvniho a druhého FeSeni se neséitajil).

Pii postupu podle prvniho feSeni 1 bod za konstatovani, ze vyhovuje x = 1 neboli Ze se uvazované
pfimky protinaji v bodé& [1,a + b], 1 bod za rozhodnuti, Ze budeme hledat jen ta x, pro néz se obé
strany rovnice rovnaji hodnoté t = |a + b, 1 bod za vypocet krajnich bodd z1, z2 u strméjsi funkce
pomoci a, b a t (postacuje pro jeden z pfipadd a < b, a > b), dalsi 1 bod za dikaz, Ze interval s témito
krajnimi body mé pozadovanou délku 1/ max(a,b) a 2 body za algebraické nebo grafické ovéfeni, ze
na tomto (polouzavieném) intervalu se obé strany rovnice rovnaji. V pfipadé postupu podle druhého
fesSeni udélte 2 body za nalezeni intervali, ve kterych jsou funkce |ax +b| a |bz 4 a] rovny konstanté ¢,
1 bod za dikaz, ze kratsi z nich maji pozadovanou délku 1/ max(a,b), 1 bod za spravny zapis inkluze
a 2 body za dopocet t = |a + b].

Pokud fesitel nebude postupovat v dostatec¢né obecnosti vzhledem k redlnym parametriim a a b,
udélte nejvyse 1 bod za (Uplny) dikaz pro jednu konkrétni dvojici (a,b) a nejvyse 3 body za (Gplny)
dtikaz pro nekoneéné mnoho dvojic (a,b) (napfiklad pro dvojice a =1, b = m > 1, kde m je libovolné
pfirozené &islo).



4. Takova c¢isla neexistuji. Predpokladejme naopak, ze n a k jsou kladna cela ¢isla
takova, ze
n 2

11k —n

pro néjaké kladné celé c¢islo a. Po snadné tpraveé dostavame
n(a® +1) =a?-11%

Jelikoz ¢isla a? a a® + 1 jsou pro kazdé a = 1 nesoudélné, musi byt a? + 1 délitelem
¢isla 11%, a to délitelem netrividlnim, nebot a® +1 > 1. To znamen4, ze a®> +1 = 11¢ pro
néjaké 1 < ¢ < k neboli ¢islo a® musi pii déleni 11 davat zbytek 10. Snadno vsak ovéfime,
ze zadna druha mocnina celého ¢isla zbytek 10 pri déleni 11 nedava: to samoziejmé
staci overit pouze pro ¢isla 0,1,...,10. Jejich druhé mocniny davaji postupné zbytky
0,1,4,9,5,3,3,5,9,4,1, ¢imz jsme dospéli ke slibenému sporu.

Z4adna takova ¢isla n a k neexistuji.

Pozndmka. Jelikoz (11 — r)? = 11 - (11 — 2r) + r2, déavaji druhé mocniny &isel r
a 11 — r pri déleni 11 stejné zbytky, takze posledni tvrzeni stacilo ovérit jen pro cisla
0,1,2,3,4,5.

Za Gplné feseni udélte 6 bodi, z toho 3 body za dikaz, ze stadi fesit rovnici a®? + 1 = 11¢ pro t > 1;

2 body za dtkaz, ze zddna druhd mocnina celého ¢isla nedava zbytek 10 pfi déleni 11; 1 bod za dokonceni
dtikazu. Za pouhé uvedeni spravné odpovédi (bez jakéhokoliv zdiivodnéni) neudélujte zadny bod.



