12. Stredoevropska matematicka olympiada

/ — / £\ Dvanicty roénik Stiedoevropské matematické olympi-
' ‘ : ' ‘ N\ ady (MEMO) se uskutecnil ve dnech 27. srpna—2. zai{
The 12th Middle European 2018 v polském mésté Bielsko-Biala. Soutéze se zu-
Mathematical Olympiad  ¢astnilo 66 74k, mimo deseti tradi¢nich zemi Ceské
republiky, Chorvatska, Litvy, Madarska, Némecka, Polska, Rakouska, Slovenska,
Slovinska a Svycarska se soutéze zticastnili jako hosté také soutézici z Ukrajiny.
Kazdou zemi reprezentovala Sestice zakti nematuritnich ro¢nikd stfednich skol,
kteri se letos neztcastnili Mezinarodni matematické olympiady.

Ceské reprezentac¢ni druzstvo bylo sestaveno na zakladé vysledki tstfedniho
kola kategorie A 67. ro¢niku ¢eské MO. Nominovani byli dva vitézové a ctyti
tspésni tesitelé. Byli jimi Jonds Havelka z G v Ceskych Budéjovicich, Jirov-
cova 8, Dalibor Kramdi z G v Brné-Reckovicich, Josef Minarik z G v Brné,
tt. Kpt. Jarose, Magdaléna Misinovd z G v Praze 6, J. Keplera, Jana Pallovd
z GJS v Prerové, a Tomds Sourada z G v Zamberku. Vedoucim ceské delegace
byl RNDr. Pavel Calabek, Ph.D., z Ptirodovédecké fakulty Univerzity Palackého
v Olomouci, jeho zastupcem a pedagogickym vedoucim byl doc. RNDr. Zbynek
Sir, Ph.D. z Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze.

Zatimco den po prijezdu se soutézici seznamovali s historii a soucasnosti
Bielska-Biale a pripravovali se na soutéz, vedouci druzstev tvorici mezinarodni
Jury po vycerpavajicich jednanich vybrali 12 tloh (4 pro soutéz jednotlivet a 8
pro soutéz druzstev), prelozili je do nérodnich jazyka a pfipravili systém jejich
hodnoceni. Vsechna pracovni jednani jury a vlastni soutéz probihala na mistni
Humanitné-technické univerzité. Ve stiedu 29. srpna probéhla soutéz jednotlivet
a o den pozdéji i soutéz druzstev. Prvni den méli soutézici na vypracovani te-
Seni 5 hodin ¢istého casu, kazdy ptiklad byl ohodnocen nejvyse 8 body. Druhy
den fesila jednotliva reprezentac¢ni druzstva spolecné osm tloh, opét po dobu
péti hodin a kazdy ptiklad byl ohodnocen opét nejvyse 8 body. Jako tieti tiloha
v soutézi druzstev byla zarazena i ¢eska tloha, jejimz autorem byl Josef Tkadlec.
Dva nasledujici dny po soutézi byl pro soutézici pripraven poznavaci program po
Krakové a okolnich polskych Beskydech. Vedouci druzstev mezitim opravili za-
kovska Teseni a zkoordinovali jejich hodnoceni. Po uzavieni koordinaci stanovila
jury zavérecna potradi obou soutézi a bodové hranice pro udéleni medaili.

Vecer 1. zari se na zamku v Bielsku-Biale konal zavérecny slavnostni ceremo-
nial, kde organizatori slavnostné vyhlasili vysledky. V soutézi jednotlivci bylo
osm soutézicich, kteti ziskali plny pocet bodii, ohodnoceno zlatymi medailemi
(Polsko 3, Madarsko 2, po jedné ziskalo Chorvatsko, Némecko a Ukrajina), dal-
sich dvanact soutézicich ziskalo stiibrné medaile a Sestnact soutézicich bronzové
medaile. Navic 17 zaki obdrzelo ¢estna uznani za tplné vyfeseni aspon jedné
ulohy. Je potésitelné, ze se mezi ocenénymi byli i cesti zaci. Magdaléna Misi-
nova obsadila se ziskem 17 bodt délené 34. misto a ziskala bronzovou medaili,
Josef Minarik (15 b.) a Jana Pallovd (14 b.) ziskali ¢estnd uzndni. V porov-
nani s minulymi 1éty jsou tyto vysledky neprilis uspokojivé a ttéchou nemtize
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byt ani 8. misto v soutézi druzstev, i kdyz oproti lonisku jsme se o dvé mista
polepsili.

V soutézi druzstev zvitézila Ukrajina (62 bodi), nasledovana Chorvatskem
(60 b.) a Némeckem (59 b.). Ceské druZstvo ziskalo 27 bodt a obsadilo 8. misto.
Uvedme na zavér pro predstavu pocty zlatych, stfibrnych a bronzovych me-
daili, které vybojovala jednotlivd druzstva v soutézi jednotlivcti: Cesk4 repub-
lika (0-0-1), Chorvatsko (1-1-4), Litva (0-0-0), Madarsko (2-1-2), Némecko
(1-1-1), Polsko (3-3-0), Rakousko (0-0-1), Slovensko (0-3-2), Slovinsko (0-0-2),
Svycarsko (0-0-1) a Ukrajina (1-3-2). Zajemci mohou ziskat podrobnéjsi infor-
mace na internetovych strankach soutéze

http://www.memo2018.abel.bielsko.pl/

Na zavér uvadime zadani vSech dvanacti soutéznich tloh, za tlohou je uve-
dena navrhujici zemé.

Soutéz jednotlivca
29. srpna 2018

1. Ozna¢me Q' mnoZinu vSech kladnjch racionélnich éisel a uvazujme oo € Q.
Urcete vSechny funkce f: Q7 — (a,+00) takové, ze pro vSechna z,y € QT
plati

F (x + y) _ @)+ /)

(07 (07

(Rakousko)

2. Nasledujici dva obrazce sestavajici po fadé ze 6 a 10 jednotkovych ¢étverct
nazveme schudky.

Uvazujme tabulku 2018 x 2018 slozenou z 20182 bunék, z nichz kazda je
jednotkovym ¢tvercem. Odstranime libovolné dvé builky z jednoho tadku.
Dokazte, ze zbytek tabulky nelze rozstiithat (po strandch bunék) na schidky
(libovolné otocené). (Ukrajina)

3. Necht ABC je ostrotuhly trojuhelnik, kde |AB| < |AC|. Ozna¢me D patu

Vv

ABD a ACD. Necht P je takovy bod tsecky BC, ze P # D a body P, Q, R
a D lezi na téze kruznici. Dokazte, ze se pfimky AP, BQ) a C'R protinaji ve

spole¢ném bodé. (Slovensko)
4. a) Dokazte, ze pro libovolné pfirozené ¢islo m existuje celé ¢islo n > m
takové, ze

RN P W *

1 2 ml — \m)’

b) Ozna¢me p(m) nejmensi celé ¢islo n > m, které vyhovuje rovnici ().
Dokazte, ze plati p(2018) = p(2019).
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Pozndamka: Pro redlné ¢islo x znaci | x| nejuétsi celé ¢islo, které nepre-
vysuje x.

(Slovensko)

Soutéz druzstev
30. srpna 2018

. Necht pro kladna redlna ¢isla a, b, ¢ plati abc = 1. Dokazte, ze plati

a?—bv -2 2—-a?

a—+ be b+ ca c+ ab

<a+b+c—3.
(Polsko)

. Necht P(z) je mnoho¢len stupné n > 2 s racionalnimi koeficienty, ktery ma n
riznych realnych kotent tvoricich aritmetickou posloupnost. Dokazte, ze mezi
nimi lze nalézt dva, které jsou zaroven dvéma koreny néjakého mnohoclenu
stupné 2 s racionalnimi koeficienty. (Rakousko)

. Tlupa piratt se pohadala, a ted kazdy z nich mifi pistolemi na dalsi dva piraty.
Postupné jsou vSichni v urcitém poradi jeden po druhém vyvolani. Jestlize
vyvolany pirat zije, vystfeli na oba piraty, na které mifil (a to i v pfipadé,
ze jsou jiz, mrtvi). Kazd4 stfela je okamzité smrtici. Po vyvolani vSech pirati
zjistime, zZe jich bylo zastieleno pravé 28.

Dokazte, ze i kdyby pirati byli vyvolani v jakémkoliv jiném poradi, bylo
by jich zastieleno aspon 10. (Ceskd republika)

. Pro prirozené cislo n uvazujme prirozena cisla uq,uo, ..., u, neprevysujici
2% pro nékteré prirozené ¢islo k > 3. Reprezentaci nezaporného celého ¢isla
t rozumime takovou posloupnost nezapornych celych ¢isel aq,as, ..., a,, ze
plati

t=aju; + asus + ...+ apuy.

Dokazte tvrzeni: Pokud ma nezaporné celé cislo ¢ néjakou reprezentaci, pak
ma také reprezentaci, ve které je méné nez 2k z ¢isel aq, as, . . ., a, nenulovych.

(Polsko)

. Necht ABC je ostrotuhly trojuhelnik, kde |AB| < |AC|. Ozna¢me D patu
jeho vysky z vrcholu A. Body B’ a C' lezi po fadé na polopiimkach AB a
AC tak, ze body B’, C" a D lezi na téze piimce a body B, C, B" a (' lezi na
téze kruznici se stfedem O. Oznac¢me M stied tsecky BC' a H prusecik vysek
trojihelniku ABC. Dokazte, ze DHMO je rovnobéznik. (Slovensko)

. Uvazujme trojuhelnik ABC'. Osa jeho vnitiniho thlu ABC protina stranu AC
v bodé L a dale kruznici opsanou trojihelniku ABC v bodé W # B. Kolmy
primét bodu K na primku AW oznacme L. Kruznice opsana trojuhelniku
BLC dale protina ptimku C'K v bodé P # C. Piimky BP a AW se protinaji
v bodé T'. Dokazte, ze plati |AW| = |WT]. (Ukrajina)
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7. Definujme posloupnost prirozenych ¢isel aq,as,as, ... takto: a3 = 1 a pro
kazdé prirozené ¢islo k je axi1 = ai + 1. Dokazte, ze pro vSechna prvocisla p
tvaru 3¢ + 2, kde ¢ je celé nezaporné ¢islo, existuje takové prirozené ¢islo n,
ze p déli a,, . (Polsko)

8. Celé cislo n nazveme slezske, jestlize existuji prirozena ¢isla a, b a c tak, ze

B a? + b? + 2
ab+bc+ca’

a) Dokazte, ze existuje nekoneéné mnoho celych slezskych ¢isel.
b) Dokazte, Ze existuje ptirozené ¢islo, které neni slezské. (Némecko)

Organizaci pfistiho (13.) ro¢niku soutéze, ktery se uskuteéni koncem srpna
2019, byla povéiena Ceska republika.

Pavel Calabek



