Ve

Navody k domaci casti |. kola kategorie B

1. Najdete vsechna osmimistndg cisla takovd, z nichZ po vyskrtnuti nektere ctverice
sousednich cislic dostaneme ctyrmistné cislo, které je 2019krdt mensi.

(Pavel Calabek)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Urcete vSechna ¢tyfmistna ¢isla, z nichz po vyskrtnuti prvniho dvojéisli dosta-
neme dvojmistné ¢islo, které je 69krat mensi. [1725, 3450 a 5175. Hledané ¢islo
je tvaru 1024 + B, kde dvojmistna ¢isla A, B spliiuji rovnici 10?4 + B = 69B
neboli 2564 = 17B. Diky nesoudélnosti ¢isel 17 a 25 odtud plyne, ze B je
nasobkem ¢isla 25.]

N2. Dokazte, ze pokud ve ¢tyfmistném cisle vyskrtneme dvé z jeho poslednich tii
¢islic, dostaneme ¢islo vice nez 50krat mensi. [Pavodni ¢islo je tvaru ok,
zmensené je tvaru cx, takze prvni z nich je alespont 103¢, zatimco druhé &islo
je mensi nez 10(c + 1). Proto sta¢i ovéfit nerovnost 103¢ = 50 - 10(c + 1), ta je
ovSem splnéna pro kazdé ¢ = 1.]

D1. Najdéte vSechna ¢tyFmistna &isla abed, pro néz plati abed = 20 - ab + 16 - ¢d.
[65-C—S—1]

D2. Urcete nejvetsi dvojmistné cislo k£ s nésledujici vlastnosti: existuje prirozené
¢islo N, z néhoz po Skrtnuti prvni ¢islice zleva dostaneme c¢islo k-krat men-
si. (Po vyskrtnuti ¢islice miize zépis ¢isla za¢inat jednou ¢i nékolika nulami.)
K uréenému ¢islu k& pak najdéte nejmensi vyhovujici ¢islo V. [56-C—11-4]

D3. Pro které racionalni ¢islo » > 1 existuje nejvice téch ¢tyfmistnych ¢isel, z nichz
vyskrtnutim prvniho dvojcisli dostaneme dvojmistné cislo, které je r-krat men-
§i? [Pro r = 101. Podle oznaceni z ilohy N1 hleddme takové r, pro které existuje
nejvétsi pocet dvojic A, B dvojmistnygch ¢isel splitujicich rovnici 1024+B = rB
neboli 1024 = (r — 1) B. Cislo B je pii daném r ¢islem A jednoznaéné uréeno,
pritom A € {10,11,...,99}. Odtud plyne, Ze pro kazdé r je vhodnych ¢isel
nejvyse 90, pritom tento pocet ziskame, pravé kdyz pro kazdé dvojmistné A
bude B = 102A/(r — 1) rovnéz dvojmistné celé ¢islo. To je splnéno pouze pro
r = 101, kdy B = A, takZe vSech 90 vyhovujicich ¢tyfmistnych ¢isel je tvaru
abab.]

2. V trojihelniku ABC' s pravym uhlem u vrcholu A plati |AB| = 4 a |AC| = 3.
Oznacéme M stred prepony BC' a N prusecik osy vnitrniho uhlu w vrcholu B s od-
vésnou AC. Usecky AM a BN se protnou v bodé, ktery oznacime K. Vypoctéte
pomeér obsahi trojuhelniku BAK a ctyriuhelniku CN K M. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Dokazte, ze libovolny trojuhelnik je kazdou svou téznici rozdélen na dva mensi
trojuhelniky o stejném obsahu. [Dotyéné trojuhelniky maji shodnou vysku ke
shodnym zékladnidm.]

N2. Dokazte, ze libovolny trojuhelnik je svymi tfemi téZnicemi rozdélen na Sest
mensich trojuhelniki o stejném obsahu. [Pro trojihelnik ABC' s téZnicemi AA;,
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= Scr4,, platné podle vysledku tlohy N1.]

N3. Odvodte pravidlo o poméru, v jakém déli osa vnitiniho thlu daného trojahel-
niku jeho protéjsi stranu: Osa thlu BAC protne stranu BC' trojuhelniku ABC
v bodé P uréeném umeérou |PB|: |PC| = |AB| : |AC|. [Ukazte, Ze oba poméry
maji stejnou hodnotu jako pomér obsaht trojihelnikit ABP a ACP.]

D1. Uvnitf stran AB, AC' daného trojuhelniku ABC jsou zvoleny po fadé body
E, F, pticemz EF || BC. Usecka EF je pak rozdélena bodem D tak, Ze plati
p=|ED|:|DF|=|BE|: |EA|.

a) Ukazte, ze pomér obsaht trojihelnikit ABC' a ABD je pro p = 2 : 3 stejny
jako prop=3:2.

b) Zduvodnéte, pro¢ pomér obsahii trojuhelniki ABC a ABD mé hodnotu
nejméné 4. [65-C-1-4]

D2. V pravouhlém lichobézniku ABCD s pravym thlem u vrcholu A zékladny AB
je bod K prisecikem vysky CP lichobézniku s jeho thloptickou BD. Obsah
¢tyfuhelniku APCD je polovinou obsahu lichobézniku ABCD. Urcete, jakou
¢ast obsahu trojuhelniku ABC' zaujima trojuhelnik BCK. [65—C-11-3]

D3. Je dén lichobéznik ABCD se zakladnami AB, CD, pii¢emz 2|AB| = 3|CD|.

a) Najdéte bod P uvnitf lichobézniku tak, aby obsahy trojihelnikd ABP
a CDP byly v poméru 3 : 1 a rovnéz obsahy trojuhelniki BCP a DAP
byly v poméru 3 : 1.

b) Pro nalezeny bod P uréete postupny pomér obsahi trojihelnikitc ABP,
BCP,CDP a DAP. [64-C-II-3]

. Upravou prirozeného ¢isla nazveme ndsledujici operaci: je-li ¢islo sudé, vydélime je
dvéma; je-li liché, pripocteme k nému cislo 1.
a) Dokazte, Ze z libovolného prirozeného cisla dostaneme po nékolika upravdach

cislo 1.
b) Pro které z &isel 1,2,...,10% budeme potrebovat nejuétsi pocet tiprav, neZ zis-
kdme ¢islo 17 (Jan Mazak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

Ve vSech navodnych tlohach se zabyvame upravou ze soutézni ulohy.

N1. Pro které jednociferné cislo je tfeba provést nejveétsi pocet jeho uprav, nez
ziskame ¢islo 1? O kolik tiprav ptijde? [Cislo 9, sedm tiprav.]

N2. Najdéte nejmensi prirozené cislo, pro které je treba provést 8, resp. 9 jeho
tiprav, nez ziskdme ¢&islo 1. [Cislo 18, resp. ¢&islo 17.]

N3. Urcete vSechna prirozend c¢isla, se kterymi je tfeba provést pét uprav, nez
ziskame ¢islo 1. [Cisla 5, 12, 14, 15 a 32. Vypisujte vSechny mozné postupy
uprav ,odzadu‘, tj. od konecného cisla 1 k vychozimu c¢islu. Pro dany pocet
péti uprav jsou tyto moznosti: 1 <— 2 < 4 < 3 < 6 < 5,1 < 2 < 4 +
— 36+ 12,124+ 8+ T+ 14,1+« 2+ 4 8+ 16 < 15,
124+ 8+« 16« 32]

N4. Pro libovolna prirozena cisla k a p dokazte: Pokud vSechna prirozena cisla
neprevysujici hodnotu k& prejdou po nejvyse p upravach v ¢islo 1, pak na totéz
pro ¢isla nepfevysujici hodnotu 2k — 1 staci nejvyse p + 2 uprav. [Rozliste, zda
je dané ¢islo n, n < 2k — 1, sudé nebo liché — v prvnim pripadé staci nejvyse
p + 1, ve druhém nejvyse p + 2 tprav.|
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D1. Necht ! je pevné liché ¢islo vétsi nez 1. Upravou pfirozeného ¢isla nazveme
nasledujici operaci: je-li ¢islo sudé, vydélime je dvéma; je-li liché, pricteme
k nému dané cislo [. Dokazte, ze z libovolného pfirozeného ¢isla dostaneme
po nékolika tipravach cislo, které neprevysuje ¢islo [, pritom vSechna dalsi ¢isla
neprevysuji ¢islo 2[ a periodicky se opakuji. Na ptikladu [ = 7 se presvédcte, ze
ziejmé opakovani | — 2l — | — ... neni jediné mozné. [Vyuzijte nésledujicich
poznatkt: Sudé ¢islo se po jedné upravé zmensi. Liché cislo vétsi nez [ se
zmensi po dvou upravach. Liché cislo, které neprevysuje [, se po jedné tpravé
zvetsi na sudé cislo neprevysujici 21, takze po druhé tupravé se opét zmensi
na ¢islo nepievysujici [. Cisla v pritbéhu tprav se periodicky zacykli, jakmile
se v priubéhu uprav objevi nékteré cislo podruhé. Pro [ = 7 existuji kromé
7 — 14 — 7 jestée dvadalsicykly 1 -8 -4 -2 - 1,3 - 10 - 5 —
— 12 — 6 — 3 (protoze jsme vypsali vSechna ¢isla od 1 do 7, zadné dalsi cykly
neexistuji).]

4. Pro nezdpornd redlnd c¢isla a, b plati a® +b? = 1. Urcete nejmensi i nejuétsi moznou
hodnotu vyrazu

a*+ bt +ab+1

V:
a+b

(Patrik Bak, Jaromir Simsa)

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:
V tlohach N1-N4 i D1 jsou a, b nezdporné &isla, pro néz plati a? + b% = 1.

N1. Najdéte nejmensi i nejvétsi moznou hodnotu jak soucinu ab, tak souctu a + b.
[min(ab) = 0, max(ab) = 1/2, min(a + b) = 1, max(a + b) = V2. Vyuzijte
nerovnost (a — b)? = 0 a rovnost (a + b)? = 1 + 2ab.]

N2. Ukazte, Ze soucet a* + b* + ab+ 1 zavisi jen na soucinu ab. [Soucet lze upravit
do tvaru 2 4 ab(1 — 2ab).]

N3. Vyjadiete, o¢ se vyraz V = (a* + b* +ab+ 1)/(a + b) ze soutéZni tlohy lisi od
souctu a® + 3. [V — (a® + %) = 1/(a + b)]

N4. DokaZte rovnost max(a® + b3) = 1. [VyuZijte nerovnosti a® < a? a b3 < b2,

D1. Najdéte nejvétsi moznou hodnotu podilu P = ab/(a + b). [max P = /2/4.
Vyuzijte rovnosti 2P = (a + b) — 1/(a + b) a faktu, ze max(a + b) = /2
(tloha N1).]

D2. Dokazte, ze pro kazdé kladné realné ¢islo ¢ plati

t?2+1
0< AVt |t —1]. 67-B-1-2
< - ViSh-1 | |

D3. Najdéte vsechna kladna realna cisla ¢ takova, ze pro libovolné nezadporné realné

¢islo x plati nerovnost
t T

x+2+t(x+1)

17A
—

[67-B-11-2]

D4. Urcete vSechna realna ¢isla r takova, Ze nerovnost a® + ab + b3 = a? + b2
plati pro vsechny dvojice redlnych ¢isel a a b, ktera jsou vétsi nebo rovna r.
[66—B-1-6]



D5. Dokazte, ze pro vSechna kladné realnd ¢isla a < b < ¢ plati:

(—a+b+c) (1 + ! + 1) = 3. [66—C—11-4]
a b ¢
D6. Pro kladné realna &isla a, b, ¢ plati ¢? +ab = a? + b%. Ukaite, ze pak také plati
¢ + ab < ac + be. [63-C-11-3]
D7. Necht a, b, ¢ jsou realné ¢isla, jejichz soucet je 6. Dokazte, Ze aspon jedno z ¢isel
ab + be, be + ca, ca + ab neni vétsi nez 8. [60-B-1-3]

. Necht ABCD je konvexni ctyrihelnik, v némz AD L BD. Oznacme M prisecik
jeho uhlopricek a sestrojme kolmy prumét P bodu M na primku AB a kolmy pri-
meét (Q bodu B na primku AC. Dokazte, Ze bod M je stredem kruznice vepsanée
trojuhelniku PQD. (Jaroslav Svréek, Jaromir Simsa)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Pripomente si Thaletovu vétu a obecnéjsi poznatek o obvodovych a stiedovych
thlech v dané kruznici.

N2. V soutézni tloze objevte tii ¢tverice pojmenovanych bodu, které lezi vzdy na
jedné kruznici.

D1. V roviné je dan rovnobéznik ABC D, jehoz uhlopticka BD je kolmé ke stra-
né AD. Oznaéme M (M # A) prusecik pfimky AC' s kruznici o praméru AD.
Dokazte, ze osa usecky BM prochézi stfedem strany C'D. [57-B-11-3]

D2. Je dan ¢tverec ABCD. Na kratsim oblouku AB opsané mu kruznice zvolime
bod X. Prusecik tsecky X C' se stranou AB oznacime Y a prusecik tsecky X D
s uhlopfickou AC oznacime Z. Ukazte, ze YZ 1 AC. [Naleznéte skrytou ¢tve-
fici bodd, co lezi na jedné kruznici.|

D3. Pomoci pocitani velikosti thlt dokazte, ze vysky v ostroihlém trojihelniku
ABC se protinaji v jednom bodé. [Ozna¢me postupné D a E paty vySek z vr-
choli A a B, dale P prusecik useéek AD a BE a X priusecik CP a AB.
Dokézeme, ze pfimka CP je kolma na AB. Ctyfthelniky ABDE a CDPE
jsou tétivové, protoze jejich vrcholy lezi na Thaletovych kruznicich s pru-
méry AB a C'P. Proto thly BAD, BED, PCD maji vsechny stejnou velikost
90° — |x ABC|. Uhel CX B, ktery dopoc¢itdme ze znamych velikosti zbjvajicich
uhld v trojihelniku CX B, je tedy pravy.|

. Konecnou mnoZinu prirozenych cisel nazveme pé€knou, jestlize k vypisu téchto cisel
v desitkove soustavé potrebujeme sudy pocet kaZdé ze zastoupenych cislic. Péknyma
mnozinami jsou naptiklad {11,13,31}, {10,100,110} a také prdazdnd mnoZina. Ur-
éete, kolik je véech péknych podmnoZin mnoziny {1,2,...,2018}. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

Ve vSech tilohéch se jedna o pékné mnoziny ve smyslu soutézni tulohy.

N1. Neznama pékné mnozina P obsahuje pravé tato vicemistna ¢isla: 13, 21, 34, 55,
89. Najdéte vSechna jednomistna ¢isla, ktera patii do P. [Pravé ¢isla 2,4, 8 a 9,
kazda z ostatnich ¢islic je totiz v danych péti dvojmistnych cislech zastoupena
v sudém poctu exemplai.|



N2.

N3.

N4.

Nb5.

Kolik péknych podmnozin mé mnozina
{1,2,3,11,22,33,111, 222, 333}7

[4% = 64. Kazd4 ze tif danych trojic ¢isel ¢, e, ccc mé v pékné mnoziné ¢tyti
mozné zastoupeni: (), {¢c}, {¢, e¢cc} nebo {¢, e, cec}. Jiné feseni: kazda z dotyc-
nych péknych mnozin je urcena svymi vicemistnymi ¢isly, kterd mohou spolu
vytvofit libovolnou z 26 podmnoZin mnoZiny {11,22,33, 111,222, 333}.]
Kterymi koneénymi mnozinami Q vicemistnych ¢isel mizeme zaménit mnozinu
{13,21,34,55,89} v zadani N1 tak, aby tloha méla feSeni? [V zadpisech vSech
¢isel z Q musi byt ¢islice 0 zastoupena v sudém poctu, a to je jedind podminka
na Q, nebot podle parit po¢tl zastoupeni ostatnich ¢islic 1 az 9 pak urcéime,
ktera z ¢isel 1 az 9 do kyzené pékné mnoziny budou pat¥it a ktera ne.]

Kolik péknych podmnozin mé mnozina

{1,3,5,7,9,11,13,15,17,19}7
[32. Dvojmistné ¢isla z kazdé dotyéné pékné mnoziny mohou tvotit libovolnou
z 25 podmnozin pétiprvkové mnoziny {11,13,15,17,19}.]
Kolik péknych podmnozin ma mnozina

{1,2,3,10,11,12, 13,20, 21, 22, 23, 30}?

[256. Cisla vétsi nez 10 z kazdé dotyéné pékné mnoziny mohou tvofit libovolnou
z 28 podmnozin osmiprvkové mnoziny

{11,12,13,20,21, 22,23, 30}.

(Cislo 10 bude patfit do pékné podmnoziny tehdy a jen tehdy, kdyZ tam bude
patfit pravé jedno z ¢isel 20 a 30.)]



