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Navody k domaci casti I. kola kategorie C

1. Nezndmé ¢islo je délitelné pravé cétyrmi cisly z mnoziny {6,15,20,21,70}. Urcete,
kterymi. (Michal Rolinek)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Uréete pét prirozenych ¢isel, jejichz soucet je 20 a jejichz soudin je 420. [Protoze
420 =22.3.5-7,1+4+3+5+7 = 20 a hledan4 &isla, jez jsou nasobky
5 a 7, museji byt jednocifernéd (soucet ostatnich tii ¢isel je aspon 6), jsou dvé
z hledanych ¢isel pfimo ¢isla 5 a 7 a zbyla tfi (ne nutné ruznd) lezi v mnoziné
{1,2,3,4,6}, pfitom jejich soucet je 8 a soucin 12, takze jde o trojici 1, 3, 4.]

N2. Jisté prirozené cislo ma prave ctyri délitele, jejichz soucet je 176. Urcete toto
¢islo, vite-li, Ze soucet vSech jeho ¢islic je 12. [Hledané ¢islo n je délitelné tfemi
a vétsi nez 9, proto jeho ¢tyfmi déliteli jsou pravé ¢isla 1 < 3 < n/3 < n.
Odtud vychazi n = 129.]

D1. Dané celé ¢islo je délitelné alespon ¢tyimi ¢isly z mnoziny {2,3,5,6,10,15}.
Dokazte, ze je délitelné kazdym z nich. [VSimnéme si, 7e 6 = 2-3,10 =25
a 15 = 3 - 5. Proto je-li doty¢né cislo délitelné vSemi tremi cisly 2, 3 a 5, je
délitelné i vSemi zbylymi ¢isly 6, 10 a 15. V opac¢ném piipadé by bylo délitelné
nejvyse dvéma z Cisel 2, 3 a 5, a proto alespont dvéma z cisel 6, 10 a 15, a tedy
i kazdym z prvocisel 2, 3 a 5, a to je spor.]

2. Uwvnitr strany AB trojuhelniku ABC jsou ddny body D a E tak, zZe |AD| = |DE| =
= |EB|. Body A a B jsou po tadé stredy usecek CF a CG. Primka CD protind
primku F'B v bodé I a primka CE protind primku AG v bodé J. Dokazte, Ze prisecik
primek Al a BJ lezi na primce FG. (Pavel Caldbek)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Necht K, L, M, N jsou po fadé stiedy stran AB, BC, CD, DA ¢étyfuhelniku
ABCD. Dokazte, ze KLMN je rovnobéznik (tzv. Varignoniv rovnobéznik).
[Vyuzijte vlastnosti stfedni pticky v trojihelniku: tisecky K L a M N jsou stied-
nimi pfickami po fadé v trojahelnicich ABC a CDA.]

N2. Necht D je stied strany AB trojihelniku ABC a E bod jeho strany AC, pro
ktery plati |[AE| = 2|CE|. Ozna¢me F' prise¢ik pfimek BE a C'D. Dokazte,
7e plati |BE| = 4|EF|. [Ozna¢me M stied usecky AE. Usetka EF je stiedni
prickou v trojihelniku CM D a tisecka M D je stfedni prickou v trojihelniku
ABE.]

D1. Necht E, F jsou po fadé stiedy stran AB, CD konvexniho ¢tyfuhelniku
ABCD. Dokazte, ze plati |BC| + |AD| = 2|EF|. [Uvazujte stfed M uhlo-
pricky AC a tsecky EM a F M, které jsou stfednimi prickami v trojihelnicich
ABC a ACD.]



3. Necht a, b, ¢ jsou kladnd redlnd cisla, jejichz soucet je 3, a kazdé z nich je nejvyse 2.
Dokazte, Ze plati nerovnost

a? +b% + 2 + 3abe < 9.
(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

D3.

D4.

Pro realn4 éisla se souctem 3 plati navic a? + b? + ¢? = 5. Jaké hodnoty mtize
nabyvat vyraz ab+ bc+ ca? [Jelikoz (a+b+c)? = a® +b? + % +2(ab+ be+ ca),
je nutné ab + be + ca = 2. Hodnota je dosazitelna diky trojici (2,1,0).]
Nezéapornd realna ¢isla a, b, ¢ jsou vSechna nejvyse rovna 1. Dokazte, ze 3abc <
< a + b + c¢. Kdy nastane rovnost? [Upravime na a(l — bc) + b(1 — ac) +
+ ¢(1 —ab) 2 0, vyrazy v zavorkach jsou nezdporné. Rovnost nastane, pravé
kdyz bud a =b=c=0,neboa=b=c=1.]

Dokaite, Ze pro realna é&isla a, b, ¢ plati a? +b? +c? = ab+ bc+ ca. Kdy nastane
rovnost? [Nerovnost je ekvivalentni s (a — b)? + (b — ¢)? + (¢ — a)? = 0, ktera
jisté plati. Rovnost nastane jediné v ptipadé a = b = c.]

Reéln4 ¢isla a, b, ¢ maji soucet 3. Dokazte, ze 3 = ab + bc + ca. Kdy nastane
rovnost? [Plyne z rovnosti 9 = (a + b+ ¢)? = a® + b? + ¢* + 2(ab + bc + ca)
a z predeslé ulohy. Rovnost nastane jediné v p¥ipadé a =b=c = 1]

Dokazte, ze pro libovolna realna cisla x, y, z plati nerovnost

2?2 4 5y% +42% > dy(x + 2),

a zjistéte, kdy nastane rovnost. [Anulujte pravou stranu dané nerovnosti
a upravte ji nasledné do tvaru (22 — 4azy + 4y?) + (y? — 4yz + 422) = 0,
kde na levé strané je nezaporny soucet (z — 2y)? + (y — 22)%. Rovnost zde
nastane, pravé kdyz plati (x,y, z) = (4¢, 2¢, ¢), kde ¢ je libovolné realné ¢islo.
Necht a, b, ¢ jsou délky stran trojuhelniku. Dokazte, Ze plati nerovnost

3a? + 2be > 2ab + 2ac.

[Danou nerovnost upravte na tvar a® — (b—c)? + (a —b)? + (a —¢)? > 0 a rozdil
prvnich dvou druhych mocnin nahradte pfislusnym soucinem. |

4. KaZdé pole tabulky 2 x 13 obarvime prdvé jednou ze ctyr barev. Kolika zpusoby
to lze provést tak, aby Zddnd dvé sousedni pole nebyla obarvena stejnou barvou?
(Za sousedni povaZujeme pravé ta pole tabulky, kterd maji spoleénou stranu.)

(Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

Kolika zpisoby lze obarvit pole tabulky 2 x 3 dvéma riiznymi barvami tak, ze
kazdé pole je obarveno jednou barvou? [Pro kazdé pole tabulky existuji vzdy
2 mozmnosti obarveni, pro celou tabulku mame tedy 2° = 64 moznosti.]

Kazdé pole tabulky 13 x 13 obarvime pravé jednou ze dvou barev. Kolika zp1-
soby to lze provést tak, aby zadna dvé sousedni pole nebyla obarvena stejnou
barvou? [2 moZnosti.]



N3. Kazdé pole tabulky 2 x 2 obarvime praveé jednou ze tii barev. Kolika zptisoby to
lze provést tak, aby zadnéa dvé sousedni pole nebyla obarvena stejnou barvou?
[Pro obarveni prvnich dvou sousednich poli mame 6 moznosti, pro zbyvajici
pole pak uz jen t¥i moznosti, celkem 6 - 3 = 18 moznosti.|

D1. Urcete, kolika zptisoby lze obarvit pole tabulky 3 x 3 tfemi riznymi barvami
(kazdé pole pravé jednou barvou) tak, aby v kazdém fadku a kazdém sloupci
byly pouzity vSechny tii barvy. [Existuje 12 moznosti. Prvni sloupec obarvime
celkem 3 - 2 = 6 zpusoby, pro druhy sloupec mame s ohledem na podminky
ulohy pouze 2 moznosti. Obarveni poli posledniho, t¥etiho sloupce je tim uz
jednozna¢né uréeno. Celkové tak mame 3 -2 -2 = 12 moznosti.|

. Necht a, B, v, 0, €, v, ¥, w znaci po Tadé velikosti vnitinich whli pri vrcholech A,
B, C, D, E, F, G, H konvexniho osmiuhelniku ABCDEFGH, v némz plati

a+fB=7+0=c+¢=19+w.

Oznac¢me dale K, L, M, N po tadé stredy uhlopricek AD, CF, EH, GB. DokaZzte,
zZe primky KM a LN jsou navzdjem kolmé. (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Pro libovolné ptirozené n = 3 odvodte vzorec pro soucet s, velikosti vSech
vnitinich Ghla konvexniho n-tthelniku. [s,, = (n — 2) - 180°]

N2. V roviné je dan konvexni Sestitthelnik ABC DEF' se shodnymi vnitinimi thly.
Dokazte, ze osy jeho stran AB, C'D a EF se protinaji v jednom spole¢ném
bodé. [Priseéiky piimek BC, DE a F A tvoii vrcholy rovnostranného trojihel-
niku. Osy jeho vnitfnich thla jsou totozné s osami tsecek AB, CD a EF.|

N3. V roviné je dan konvexni pétitthelnik ABCDFE se shodnymi vnitinimi thly.
Dokazte, ze osy jeho stran BC, EFA a osa vnitfniho tthlu pti vrcholu D se
protinaji v jednom spoleéném bodé. [Pruseciky piimek AB, CD a DFE tvoii
vrcholy rovnoramenného trojuhelniku s hlavnim vrcholem D. Osy vnitinich
uhla pfi jeho zékladné jsou totozné s osami tseéek BC' a EA.]

. Najdéte vsechna trojmistnd cisla n s tremi riznymi nenulovymi cislicems, kterd jsou
delitelnd souctem vsech tri dvoymistnych cisel, jez dostaneme, kdyz v pivodnim cisle
vyskrtneme vZdy jednu cislici. (Jaromir Simsa)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Urcete vSechna trojmistna ¢isla, ktera jsou jedenactkrat vétsi nez jejich ciferny
soucet. [198, z rovnosti 100a + 10b + ¢ = 11(a + b + ¢) upravené do tvaru
89a = b+ 10c plyne a = 1, takze b =9 a ¢ = 8.]

N2. Urcete vSechna trojmistna cisla, ktera jsou sedmkrat vétsi nez dvojmistné ¢islo,
které vznikne z daného ¢isla vysSkrtnutim jeho prostiedni éislice. [105, z rovnosti
100a + 10b + ¢ = 7(10a + ¢) upravené do tvaru 5(3a + b) = 3¢ plyne ¢ = 5.]

N3. Najdéte viechna &tyfmistna ¢isla abed, pro néz plati abed = 20 - ab + 16 - cd.
[65—-C—S—1]

D1. Urcete nejveétsi trojmistné ¢islo, z néhoz po vyskrtnuti libovolné ¢islice dosta-
neme prvocislo. [67-C—-S—1]

D2. Najdéte nejmensi ¢tyfmistné &islo abed takové, Ze rozdil (ab)? — (cd)? je
trojmistné ¢islo zapsané tfemi stejnymi ¢islicemi. [67—-C—I-1]
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