68. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie B

. Pro nezaporna realna cisla a, b plati a + b = 2. Urcete nejmensi a nejveétsi moznou
hodnotu vyrazu
a? + b?

ab+ 17

. Najdéte vSechna osmimistnd ¢isla s touto vlastnosti: vyskrtneme-li v ¢isle jeho prvni
dvé a jeho posledni dvé ¢islice, dostaneme ¢tyfmistné cislo, které je 2 019krat mensi
nez ¢islo ptvodni.

. Je dana kruznice k se stfedem S a tétivou AB, ktera neni jejim primérem. Na polo-
primce opacné k poloptimce BA je vybran libovolny bod K rtzny od B. Dokazte,
ze kruznice opsana trojihelniku AKS protne kruznici k£ v takovém bodé C, ktery
je soumeérné sdruzeny s bodem B podle pfimky SK.

. Rekneme, Ze mnozina kladnych celych ¢isel je ctvercovd, pokud je neprazdné, ko-
necna a pokud soucin vsSech jejich prvki je druhou mocninou celého cisla. Dokazte,
7e mnozina {1,2,3,...,20} ma pravé 2'2 — 1 étvercovych podmnozin.

Krajské kolo kategorie B se kona
v utery 2. dubna 2019

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby sou-
tézici méli na feseni uloh 4 hodiny cistého ¢asu. Povolené
pomticky jsou psaci a rysovaci potieby a skolni MF tabulky.
Kalkulatory, notebooky ani zadné jiné elektronické pomucky
dovoleny nejsou. Za kazdou tilohu mize soutézici ziskat 6 bo-
d; hodnoti se pritom nejen spravnost vysledku, ale i logicka
bezchybnost a uplnost sepsaného postupu. Bodova hranice
k urceni tispésnych resitelti bude stanovena centralné po vy-
hodnoceni statistik bodovych vysledkt ze vSech kraja. Tyto
udaje se zaktm sdéli pred zahajenim soutéze.



1. Pro nezaporna realna cisla a, b plati a + b = 2. Urcete nejmensi a nejvétsi moznou
hodnotu vyrazu

B a® + b?
ab+1" (Patrik Bak)
Reseni. Vyraz V upravme néasledujicim zptisobem:
a2+ (a+b)?*—2ab  4—2ab +3(1—ab) (1)
ab+1 ab+1 ab+1 ab+1

Diky tomu, ze ab = 0, z pfedposledniho vyjadfeni vyrazu V plyne odhad
<4-0 4-0
—0+1

pritom rovnost V = 4 je dosazena, praveé kdyz ab = 0, coz splinuji dvé pripustné dvojice

(a,b) = (2,0) a (a,b) = (0,2).

Ze zndmé nerovnosti vab < 1(a+b) mezi aritmetickym a geometrickym primérem

=4,

dvou nezapornych ¢isel a, b a z podminky a + b = 2 vyplyva, ze Vab <1, a tedy rovnéz
ab < 1. Proto je zlomek v poslednim vyjadfeni (1) nezdporny, a tudiz plati V' = 1.
Rovnost V' = 1 pfitom nastane, pravé kdyz plati ab = 1, coz je podle naseho odvozeni
nerovnosti ab < 1 splnéno pro jedinou piipustnou dvojici (a,b) = (1,1), nebot pouze
v pripadé a = b se oba vyuzité primeéry rovnaji.

Odpovéd. Za danych podminek mé vyraz V nejmensi hodnotu 1 a nejvétsi hod-
notu 4.

Jiné resSeni. Tentokrat pred tpravou vyrazu V do néj dosadime b = 2 — a:

24 (2—a) 2% —4da+4
Vg +(2—a) _ 2a a+ _ 9. 6 _ 9. 6 )
a(2—a)+1 —a?>+2a+1 —a?+2a+1 —(a—1)%
Protoze ze zadani plyne 0 < a < 2 neboli —1 < a—1 =<1, plati 0 < (a—1)2 < 1. Odtud
pro jmenovatel posledmho zlomku ve (2) plynou odhady 12— (a —1)2 £ 2, a tudiz

jsou splnény nerovnosti

6 6

Podle naseho postupu pritom rovnost V' =4, resp. V = 1 nastane, pravé kdyz hodnota
(a — 1)? bude rovna jedné, resp. nule, coz vede na stejné dvojice (a,b) jako v prvnim
feSeni.

Jiné resSeni. Najdeme-li dosazitelné hodnoty V = 1, V' = 4 a napadne nas, Ze to
budou hledané extrémy vyrazu V za danych podminek na ¢isla a a b, mizeme potiebné
nerovnosti V' 2 1 a V < 4 ovérit pomérné snadno jejich ekvivalentnimi tpravami, kupii-
kladu tak, ze po odstranéni zlomku v obou p¥ipadech vyuzijeme rovnost 4 = (a + b)?:

2 2 2 2

@by by

ab+1 — ab+1 —

a2+ b2 >ab+1, a? +bv% < dab + 4,
4a® + 4b* > 4ab + (a + b)?, a® 4+ b* < 4ab + (a + b)?,

3(a—b)? >0, 0 < 6ab.



Protoze obé kone¢né nerovnosti plati, je celé feSeni hotovo. (Zaroven jsme zjistili, Ze
rovnost V = 1, resp. V = 4 nastane pravé v pripadé, kdy pripustna ¢isla a, b splnuji
podminku a = b, resp. ab = 0.)

Za tplné feSeni udélte 6 bodt, z toho po 2 bodech za dilkazy nerovnosti V2 1, V < 4 a po 1 bodu
za priklady dvojic (a,b), pro néz v dokdzanych nerovnostech nastanou rovnosti, pfi¢emz nepozadujeme
odvozeni prikladid dvojic uvedenym rozborem, staci je uvést. Pokud vSak jsou obé spravné hodnoty 1
a 4 jenom uhodnuty, udélte dohromady pouze 1 bod, a to jen za predpokladu, ze obé hodnoty jsou
dolozeny ptiklady dvojic (a,b).



2. Najdéte vsechna osmimistna ¢isla s touto vlastnosti: vyskrtneme-li v ¢isle jeho prvni
dvé a jeho posledni dvé ¢islice, dostaneme ¢ctyfmistné cislo, které je 2 019krat mensi
nez ¢islo puvodni. (Pavel Calabek)

Reseni. V libovolném vyhovujicim osmimistném é&isle N oznaéme A jeho prvni
dvojcisli, B nasledujici ¢tyicisli a C' posledni dvojcisli. Budeme-li A, B, C chapat jako
Cisla zapsané v desitkové soustavé, plati 10 £ A < 99, 1000 < B < 9999 (podle zadani
je ¢islo B ¢tyimistné, takze jeho zépis nezacind nulou), 0 < C' < 99. Pavodni ¢islo N
pak mé vyjadieni N = 1054 + 102B + C, jez mé podle zadani spliiovat rovnici

10°A+10°B+ C =2019B neboli 10°4+ C =1919B.
Zapisme ji s ohledem na rozklad 1919 = 19 - 101 jako rovnici
(101 —1)*A+C =19-101- B,
ze které plyne, ze ¢islo 101 je délitelem celého éisla C' — A, nebot
(101 —1)°A+ C = (101°4A - 3-101°A + 3- 1014 — A) + C = 101k + (C — A),

kde k je vhodné celé ¢islo. Protoze vSak z uvedenych odhadu pro ¢isla A a C plynou
nerovnosti —99 < C'— A < 89 a v intervalu (—99, 89) lezi jediny nasobek ¢isla 101, totiz
¢islo 0, musi platit C' — A = 0. Po dosazeni C = A dostaneme zjednodusSenou rovnici

(10°+1)A=19-101- B,

jejiz obé strany uz mtizeme vydélit ¢islem 101, nebot 10% +1 = 101 -9901, a dospét tak
ke konec¢né rovnici
9901A = 19B.

Odtud diky nesoudélnosti ¢isel 9901 a 19 (plati totiz 9901 = 521 - 19 + 2) plyne, Ze
Ctyrmistné cislo B je nasobkem c¢isla 9901, a proto posledni rovnice je v nasi situaci
splnéna jediné tak, ze je B =9901 a A = 19 (a tedy rovnéz C = 19).

Odpovéd. Uloze vyhovuje jediné osmimistné éislo 19990 119.

Za Uplné FeSeni udélte 6 bodu. Za vhodné oznaceni Cisel A, B, C a sestaveni rovnice udélte 1 bod,
2 body za pozorovani, ze 101 musi délit A-10° + 1, 1 bod za odvozeni 101 | C — A, 1 bod za odvozeni
rovnosti C = A a 1 bod za dofeSeni rovnice 9901 = 19B (nesoudélnost éisel 9901 a 19 je nutno alespori
zminit, jeji dikaz vSak nevyzadujeme).

Pokud fesitel délitelnost ¢islem 101 neuplatni a dospéje pouze k zavéru 1919 | A - 106 + 1, udélte
1 bod.



3. Je dana kruznice k se stiedem S a tétivou AB, ktera neni jejim pramérem. Na polo-
primce opacné k poloptimce BA je vybran libovolny bod K rtzny od B. Dokazte,
ze kruznice opsana trojihelniku AKS protne kruznici k£ v takovém bodé C, ktery
je soumeérné sdruzeny s bodem B podle pfimky SK. (Sdrka Gergelitsovd)

Reseni. Bod C musi lezet na kruznicovém oblouku ASK mezi body S a K (obr. 1).
Oblouku CK tak prislusi shodné obvodové uhly CSK a CAK. Druhy z nich je ptfitom
ostrym obvodovym thlem nad obloukem BC' puvodni kruznice k (nebot ostry je i vétsi
uhel SAB pti zékladné AB rovnoramenného trojihelniku S AB), takze se rovna poloviné
konvexniho stfedového thlu BSC'. Té se tedy rovna i uhel C'SK, tudiz primka KS puli
thel BSC'. Proto je i osou zékladny BC' rovnoramenného trojuhelniku SBC a dikaz
tvrzeni je hotov.

Obr. 1

Jiné feSeni. Diky poloze bodu C na kruznicovém oblouku ASK (obr.2) je Ctyt-
thelnik AKCS tétivovy, a tak se jeho vnitini thly KCS a KAS dopliuji do 180°.
Avsak druhy z téchto whld, totozny s thlem BAS, je diky rovnosti |AS| = |BS|
shodny s thlem ABS, ktery se zase dopliuje do 180° s vedlejsim thlem K BS. Do-
hromady dostavame shodnost thli KBS a KCS. Jsou to vnitini thly trojuhelnikt
BKS a CKJS, oba protilehlé k jejich spolecné strané K.S. Protoze diky zadani tulohy
navic plati |BS| = |CS| < |KS|, jsou trojuhelniky BKS a CKS shodné podle véty
Ssu, a tudiz jejich vrcholy B a C' jsou skute¢né soumeérné sdruzené podle piimky KS,
jak jsme méli dokazat.

Obr. 2



Jiné reseni. Piimka SK je zfejmé osou kruznice k, a protoze bod S je stfedem
oblouku C'S A druhé kruznice, je zaroven i osou thlu AKC' (obr. 3). V osové soumérnosti
dle osy SK tak bodu B polopfimky K A nutné odpovida bod C, ktery je zfejmé prvnim
prisecikem polopiimky KC' s kruznici k.

A B K
Obr. 3

Za uplné feSeni udélte 6 bodt, absenci zminky o poloze bodu C na oblouku ASK pritom nepenalizujte.
U prvniho postupu udélte 2 body za rovnost thld CSK a CAK, 2 body za vztah mezi thly BAC
a BSC, zbylé 2 body za zavéreCnou avahu o rovnoramenném trojuhelniku SBC.
U druhého postupu udélte 4 body za dtikaz shodnosti Ghld KBS a KCS (z toho 2 body za vztah
mezi thly KCS a KAS — za pouhou zminku o tétivovém étyfuhelniku AKC'S zadny bod neudélujte)
a 2 body za uplatnéni véty Ssu (chybi-li pfitom porovnani délek Ss, strhnéte 1 bod).



4. Rekneme, ze mnozina kladnych celych éisel je c¢tvercovd, pokud je neprazdna, ko-
necna a pokud soucin vsSech jejich prvki je druhou mocninou celého cisla. Dokazte,
ze mnozina {1,2,3,...,20} ma pravé 2'2 — 1 étvercovych podmnozin.

(Josef Tkadlec)

Reseni. Vime, Ze piirozené ¢islo je druhou mocninou pravé tehdy, kdyz v jeho
prvociselném rozkladu ma kazdé prvocislo sudy pocet vyskyt. Prvocisla ze zadané
mnoziny Z = {1,2,3,...,20} tvoii mnozinu P = {2,3,5,7,11,13,17,19}, zbylych 12 &-
sel (jednicka a ta sloZend) pak mnozinu

Q= {1,4,6,8,9,10,12, 14,15, 16,18, 20}.

Protoze zadna ze Ctvercovych podmnozin mnoziny Z ziejmé nemize mit své prvky
vesmés z P, musi obsahovat aspon jedno ¢islo z Q.

Vysvétleme, pro¢ naopak kazdou z 2'2 — 1 neprazdnych podmnozin X mnoziny Q
lze jedinym zptisobem doplnit prvocisly z P tak, aby tim vznikla ¢tvercovd mnozina
(pfipadné neni nutné ani mozné doplnit zZadné prvocislo z P, je-li uz sama mnozina X
¢tvercova). Plyne to z toho, ze pro danou neprazdnou mnozinu X C Q dopliujicimi
prvocisly z P musi byt praveé ta, ktera se v prvociselném rozkladu ¢isla rovného soucinu
prvki z X vyskytuji v lichém poétu. Takto vytvorené ¢tvercové mnoziny v poétu 212 —1
(= 4095) jsou zfejmé navzajem rizné (nebot kazdd méa s mnozinou Q jiny prunik),
proto je pocet vsech étvercovych podmnozin mnoziny Z skuteéné roven 22 —1, jak jsme
meéli dokézat.

Jiné reseni. Ukazme, ze stejnou myslenku lze uplatnit i pfi konstrukei libovolné
¢tvercové mnoziny X C {1,2,3,...,20}. Budeme postupné rozhodovat, které z aktudl-
nich ¢isel 20,19,...,1 (fazenych sestupné) do X zafadit a které ne, sledujice pfitom
rozklad sou¢inu vSech dosud vybranych ¢isel na prvocinitele (tento [prazdny| souéin
povazujeme za rovny 1, dokud nevybereme prvni ¢islo).

> Pokud je aktuélni ¢islo n sloZzené nebo rovno jedné, miizeme se rozhodnout libovolné
(vybrat je, ¢i nevybrat), protoZe je-li n > 1, jsou v8ichni jeho prvocinitelé mensi
a budou aktualni pozdéji.

> Pokud je aktualni ¢islo n rovno prvocislu p, mame pii rozhodovani o jeho vybéru
posledni moznost, jak ovlivnit paritu poctu jeho vyskytt v rozkladu aktualniho
souc¢inu dosud vybranych ¢isel. Potfebujeme, aby se tento pocet bud zménil z lichého
¢isla na sudé — tehdy p vybereme, nebo aby ziistal sudy — tehdy p nevybereme

(jak tomu bude vzdy u aktuélnich prvocisel 19, 17, 13 a 11).

Popsana jednoznac¢na rozhodnuti o kazdém aktualnim prvocislu ndm zaruci, ze mno-
zina X v8ech vybranych ¢isel po ukonceni celé konstrukce bude ¢tvercova. Protoze ptritom
dvé moznosti (vybrat, ¢i nevybrat) budeme mit pro pravé 12 aktualnich ¢isel, a to 20,
18, 16, 15, 14, 12, 10, 9, 8, 6, 4 a 1, bude celkovy poéet moznych vybéra 2'2, v jednom
pripadé vsak dostaneme prazdnou mnozinu X, ktera je zadanim tulohy vyloucena.

Jiné resSeni. Ukazme, Ze tlohu lze (byf komplikovanéji) fesit jistym rozborem
moznosti, pii kterém budeme dbat na zastoupeni jednotlivych prvocisel v soucinu cisel,
jez budeme do ¢tvercové mnoziny po etapach vybirat.

Prvocisla 11, 13, 17 a 19 se zfejmé v zadné z pocitanych ¢tvercovych mnozin nemo-
hou vyskytovat. Cisla z mnoziny C = {1,4,9, 16} jsou sama druhymi mocninami, proto
jejich doplnéni ¢i naopak odstranéni nemé na c¢tvercovost takto upravované mmnoziny



vliv (aby to bylo korektni vyjadieni, povazujme docasné za ¢tvercovou i prdzdnou mno-
zinu). Odhlédnéme tedy od dosud zminénych ¢isel a uréeme nejprve, kolik ¢tvercovych
podmnozin ma mnozina zbylych c¢isel

M = {2,3,5,6,7,8,10,12, 14, 15, 18, 20}.

V rozkladu kazdého ¢isla z M ma nékteré z prvocisel p € {2,3,5,7} lichy pocet vyskyt,
pritom do ¢tvercové podmnoziny musime vybrat cisla z M praveé tak, aby pro kazdé pr-
vocislo p byl vybran sudy pocet ¢isel, kterda maji ve svém rozkladu lichy pocet vyskyti p.
Maéame tedy vybrat sudy pocet ¢isel z kazdé ze skupin

{7,14}, {5,10,15,20}, {3,6,12,15}, {2,6,8,10,14,18}. (S)

Tyto skupiny vsak nejsou po dvou disjunktni, coz komplikuje postup vybéru cisel
z téchto skupin pro libovolnou ¢tvercovou podmnozinu M, ke kterému bychom chtéli
uplatnit kombinatorické pravidlo sou¢inu. Rozdélme proto mnozinu M na (disjunktni)
skupin nasobkt jednotlivych prvocisel podle nejvétsiho z prvocisel, ktera maji v rozkladu
daného cisla lichy pocet vyskyti:

N; = {7,14}, N5 = {5,10,15,20}, N3 = {3,6,12}, N, = {2,8,18}.

Z téchto uzsich skupin (v uvedeném potadi) budeme vybirat ¢isla do libovolné ¢tvercové
podmnoziny M, a to tak, abychom dodrzeli podminku na zastoupeni ¢isel z ptivodnich
skupin uvedenych v (S). V prvnich dvou krocich musime vybrat sudy pocet (0 nebo 2)
¢isel z N7 i sudy pocet (0, 2 nebo 4) ¢isel z N5. Na tyto dva vybéry tak mame 2 x 8 = 24
moznosti. Poté s ohledem na to, zda bylo, resp. nebylo vybrano ¢islo 15 € N5, musime
z N3 vybrat lichy (1 nebo 3), resp. sudy (0 nebo 2) pocet ¢isel. V obou pfipadech tak
budeme mit na vybér stejné 4 = 22 moznosti, prvni tii vybéry tak lze provést 24 x 22 = 26
zpusoby. Posledni, ¢tvrty vybér ¢isel z No bude zaviset na tom, zda jsme z ¢isel 14 € N7,
10 € N5 a 6 € N3 vybrali lichy, resp. sudy pocet — podle toho musime z N vybrat stejné
tak lichy (1 nebo 3), resp. sudy (0 nebo 2) pocet ¢isel. I nyni méme v obou rozlisenych
pfipadech pro vybér éisel z Ny stejné 4 = 22 moznosti. Lze tedy naposled uplatnit
pravidlo souc¢inu a dojit tak k zavéru, ze hledany pocet vsech ¢tvercovych podmnozin M
je roven 26 x 22 = 28 Protoze pro kazdou z nich mame 2* moznosti pro doplnéni o é&isla
z C, je celkovy pocet étvercovych podmnozin ptivodni zadané mnoziny roven 2814, tedy
212 — vé&etné té prazdné, za niz je ted jesté tfeba odeéist jednicku.

Za Gplné feseni udélte 6 bodi, za drobné formdalni chyby strhnéte 1 bod.

U postupu z prvniho feseni udélte 1 bod za rozdéleni zadané mnoziny na mnozinu P zastoupenych
prvodisel (z ni je mozné prvodisla 11, 13, 17 a 19 rovnou eliminovat) a na mnozinu zbylych &isel Q,
4 body za vysvétleni, pro¢ kazdou skupinu ¢isel z Q 1ze jedinym zptsobem doplnit nékterymi prvocisly
z P na ¢tvercovou mnozinu a 1 bod za dokonceni dikazu.

U postupu z druhého feseni udélte 1 bod za rozhodnuti konstruovat ¢tvercovou mnozinu postup-
nym rozhodovanim o zastoupeni ¢isel v klesajicim poradi, tj. od ¢isla 20 k ¢islu 1, 2 body za rozhodnuti
o vSech aktudlnich ¢islech slozenych a 3 body za rozhodnuti o vSech aktualnich prvocislech. Pokud je
vSak spravné rozhodnuto pouze o prvocislech 11, 13, 17, 19 a ¢tvercovych cislech 1, 4, 9 a 16, udélte za
takovy pocatecni pokus o konstrukci pouze 1 bod.

U netplného postupu z tietiho reSeni udélte nejvyse 3 body, z toho 1 bod za eliminaci prvocisel
11, 13, 17, 19 spole¢né s konstatovanim o indiferentnosti ¢isel 1, 4, 9 a 16. Druhy bod pak udélte pri
dalsich drobnych tvahéach o zastoupeni &isel z vhodné vybranych mnozin, jako jsou kupf¥. {7,14} nebo
{5,10,15,20}. Treti bod je mozné udélit jen pii vyraznéjsim pokroku, jakym je kupt. ivaha o tom, Ze
¢tvercové mnoziny jsou pravé ty, které obsahuji sudy pocet ¢isel z kazdé ze ¢ty¥ skupin uvedenych v (S).



