68. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie C

. Kazdé pole tabulky 68 x 68 mame obarvit jednou ze tii barev (Cervend, modra,
bild). Kolika zpusoby to lze ucinit tak, aby kazda trojice sousednich poli v kazdém
radku a v kazdém sloupci obsahovala pole vSech tii barev?

. Jaky je nejmensi mozny soucet ctyt prirozenych cisel takovych, ze dvojice vytvo-
fené z téchto ¢isel maji nejvétsi spolecné délitele 2, 3, 4, 5, 6 a 97 Uvedte piiklad
vyhovujici ¢tverice s takovym souctem a zdivodnéte, pro¢ neexistuje vyhovujici
¢tverice s mensim souctem.

. Na strané AB rovnobézniku ABCD, v némz |AB| = 1, jsou zvoleny body K a L
tak, ze |[BK| = 3, |BL| = 3. Na strané CD jsou zvoleny body P a Q tak, Ze
|CP| = % a |CQ| = % Prusecik pfimek LD a K P ozna¢me X, prusecik pfimek
BD a L@ oznacme Y. Dokazte, ze pfimka XY puli stranu BC.

. Reélna cisla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku ab+bc+ca = %. Dokazte,
ze plati
a+b+c>a’+b2+ 2
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tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby sou-
tézici méli na feSeni tloh 4 hodiny ¢istého casu. Povolené
pomticky jsou psaci a rysovaci potieby a skolni MF tabulky.
Kalkulatory, notebooky ani zadné jiné elektronické pomiicky
dovoleny nejsou. Za kazdou tilohu miize soutézici ziskat 6 bo-
di; hodnoti se pritom nejen spravnost vysledku, ale i logicka
bezchybnost a tplnost sepsaného postupu. Bodova hranice
k urceni uspésnych tesiteli bude stanovena centralné po vy-
hodnoceni statistik bodovych vysledkt ze vSech kraji. Tyto
udaje se zaktm sdéli pred zahajenim soutéze.



1. Kazdé pole tabulky 68 x 68 mame obarvit jednou ze t¥i barev (Cervena, modra,
bild). Kolika zptisoby to lze udinit tak, aby kazda trojice sousednich poli v kazdém
radku a v kazdém sloupci obsahovala pole vSech tii barev? (Josef Tkadlec)

Reseni. Jakmile uréime barvy nékterjch dvou sousednich poli jednoho ¥adku ¢
sloupce tabulky, obarveni vsech jeho dalsich poli je uz pozadavky tlohy urceno jedno-
znacné. Barvy v kazdém tadku i sloupci se tak pravidelné stiidaji s periodou 3.

Reknéme, ze abcabe. .. je obarveni poli prvniho fadku. Ze $esti moznych obarveni
poli libovolného radku

abcabc . . .,

bcabca . . .,
cabcab . . .,
acbach . . .,
bacbac. . .,

cbacba . . .

ziejmé pro druhy radek pfipadaji v tvahu jen druhé a tfeti. Jakmile jedno z nich pro
druhy fadek zvolime, druhé z nich musi byt obarvenim poli t¥etiho fadku. Ctvrty fadek
pak bude obarven stejné jako prvni, paty jako druhy atd. s periodou 3.

Shriime nase uvahy. Pro obarveni abcabc... prvniho fadku mame 3 - 2 = 6 moz-
nosti (3 pro volbu a, 2 pro volbu b). Pro obarveni druhého fadku, jak jsme zjistili,
pak mame dvé moznosti. Obarveni dalSich fadkt je uz urceno jednoznac¢né. Pocet vsech
vyhovujicich obarveni celé tabulky je tudiz roven 6 - 2 = 12.

Za uplné feseni udélte 6 bodl. Za konstatovani, ze se barvy v kazdém radku pravidelné st¥idaji s pe-
riodou 3 (i bez podrobnéjsiho vysvétleni), udélte 2 body a dalsi bod za zdtvodnéni, Ze pocet moznosti
obarveni jednoho radku je tudiz roven 6. Dalsi 2 body dejte za zdivodnéni, pro¢ po obarveni jednoho

radku lze dalsi radek obarvit dvéma zpisoby, a posledni bod za zavér, ze pocCet obarveni je roven 12.
Za pouhé uhodnuti spravného vysledku dejte 1 bod. (Stejné tvahy samoziejmé plati i pro sloupce.)



2. Jaky je nejmensi mozny soucet Ctyr prirozenych cisel takovych, ze dvojice vytvo-
fené z téchto ¢isel maji nejvétsi spoleéné délitele 2, 3, 4, 5, 6 a 97 Uvedte priklad
vyhovujici ¢tverice s takovym souctem a zdivodnéte, pro¢ neexistuje vyhovujici
Ctvefice s mensim souctem. (Tomds Jurik)

Reseni. Dejme tomu, 7e mame &tyfi ¢isla s pozadovanymi vlastnostmi. Protoze
praveé tii dvojice maji sudého nejvétsiho spolecného délitele, jsou pravé tifi z nich suda
a jedno liché (nemohou byt vSechna suda a dvé suda jsou na tii sudé spoleéné délitele
malo). Oznacme tii suda ¢isla a, b a ¢ tak, ze pro jejich nejvétsi spoleéné délitele s lichym
¢islem d plati (d,a) = 3, (d,b) =5, (d,c) = 9. Odtud pak vychézi, ze suda ¢isla a, b, ¢
jsou postupné nasobky c¢isel 6, 10, 18 a ¢islo d je nutné nasobek 45.

Cisla a, ¢ maji spole¢ného délitele 6, takze nutné plati (a,c) = 6. Hodnoty (a,b)
a (b, c) jsou proto v néjakém poradi ¢isla 2 a 4. Mame tak dvé moznosti:

Cisla a, b jsou nasobky 4. Potom ¢&isla a, b, ¢, d jsou postupné nasobky é&isel 12, 20,
18, 45. Takovato vyhovujici ¢tverice ma nejmensi soucet 12 + 20 + 18 + 45 = 95.

Cisla b, c jsou nasobky 4. Potom ¢&isla a, b, ¢, d jsou postupné nasobky é&isel 6, 20,
36, 45. Takovato vyhovujici ¢tvefice ma nejmensi soucet 6 + 20 + 36 4+ 45 = 107.

Nejmensi mozny soucet je tudiz 95, cemuz odpovida ctvetice 12, 20, 18, 45.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Z toho 1 bod udélte za zminéni skutecnosti, ze tfi ze ¢tyf hledanych
Cisel jsou sudé a jedno je liché, a dalsi bod za zjisténi, ze jednotliva ¢isla jsou nasobky 6, 10, 18 a 45.

2 body pak dejte za vyuziti délitelnosti ¢tyfmi a konecné 2 body za zavér a urceni spravné ctverice.
Za pouhé uhodnuti spravné ctvetice dejte 2 body.



3. Na strané AB rovnobézniku ABC'D, v némz |AB| = 1, jsou zvoleny body K a L
tak, ze |[BK| = 3, |[BL| = %. Na strané CD jsou zvoleny body P a Q tak, Ze
|ICP| = 5 a |CQ| = 3. Prisecik pfimek LD a KP ozna¢me X, priise¢ik pfimek
BD a LQ ozna¢me Y. Dokazte, ze pfimka XY piuli stranu BC. (Jaroslav Zhouf)

Reseni. Trojuhelniky KLX a PDX jsou zfejmé podobné (podle véty uu). Jejich
pomér podobnosti je roven |KL| : |[PD| = % : 3 = 1 : 3. Ve stejném poméru tedy
bod X déli tsecku K P, takze |[KX| = 1b, kde b = |BC|. Podle véty uu jsou podobné
i trojuhelniky BLY a DQY, pri¢emz jejich pomér podobnosti je |BL| : |DQ| = % : % =
=1:2. Je tedy |[LY| = 3b.

Oznaéme Z stfed strany BC uvazovaného rovnobézniku ABCD a vedme bodem X
rovnobézku se stranou AB (obr.1). Jeji pruseciky s tseckami LQ a BC oznacme po-
stupné M a N, takze |[LM| = |BN| = |[KX| = 1b,|MY| = |LY|—|LM| = $b— b= %b
a|NZ|=|BZ| - |BN|=ib— }b= ;b. Odtud plyne, Ze

MY| &b 1
INZ] b 3
a zaroven
XM| |KL| § 1
XN| |KB|] L1 3

coz spolu s rovnosti souhlasnych hlt X MY a X NZ znamena, ze trojuhelniky X MY
a XNZ jsou podobné (podle véty sus). Jejich vnitini thly pfi spoleéném vrcholu X
jsou tudiz shodné, a proto stied Z strany BC' lezi na primce XVY'.
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Obr. 1

Pozndmka. Ulohu lze Fesit i vyuzitim poznatku, ze piimka XY prochazi vrcholem A,
coz lze rovnéZ odvodit ivahami o podobnych trojhelnicich. Z rovnosti |[AK| = 1,
|AL| = 2, |[KX| = 1b, [LY| = b totiz plyne
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takZe podobné jako ve vzorovém feseni dostavame podobnost trojuhelniku AKX, ALY,
z niz uz plyne, ze body A, X, Y lezi v pfimce. Analogicky dokazeme, Ze naptiklad i trojice



bodi A, X, Z lezi v pfimce, nebof
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Jiné reseni. Oznac¢me Z stied strany BC, S prisecik piimek BD a KP. Bod S
je zfejmé stiedem rovnobézniku ABC D, takze je stfedem i jeho uhlopticky AC (obr. 2).
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Obr. 2

Trojahelniky BK'S a BLY jsou podobné, takze plati

|BY| |BL|
|BS|  |BK|

2 2
= - neboli |BY|= =|BS]|.
3 3

NIl

Jelikoz BS je téznici trojuhelniku ABC (S je stied strany AC), je bod Y jeho tézistém.
Bodem Y tak prochazi i dalsi téznice AZ trojuhelniku ABC'. Dokazeme, ze také bod X
lezi na pfimce AZ.

Z podobnosti trojihelniki K LX a PDX plyne

|[KX| |KL| _5—3
\PX| |PD|

1 1
=3 neboli |KX|:§|PX|,

MI»—A|O3|»—A

1
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tudiz [KX| = 3(|KP| — |KX]|) a odtud |[KX| = ;|KP| = ;|BC| = 3|KS| = [SX]|.
Bod X je tak stredem tsecky KS.

Protoze téZnice AZ trojuhelniku ABC protind pricky trojihelniku, které jsou rov-
nobézné se stranou BC, v jejich stredech, lezi i stfed X pricky KS na téznici AZ.
Ptimka XY protina tedy stranu BC' v bodé Z.

Za uplné tfeseni udélte 6 bodu, z toho 2 body za vyjadieni délek KX a LY pomoci délky strany BC,
2 body za uvazovani rovnobézky bodem X a 2 body za ditikaz kolinearity pomoci podobnosti.

P1i postupu naznaceném v poznamce dejte 2 body za vyjadieni délek KX a LY, dalsi 2 body
za dtkaz kolinearity bodl A, X, Y a 2 body za dikaz kolinearity bodu A, X, Z (ptipadné A, Y, Z).
Za pouhé uhodnuti, ze pfimka XY prochazi vrcholem A, udélte 1 bod a zévéry z toho plynouci uz
nehodnotte.



4. Reéalna cisla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku ab+bc+ca = g. Dokazte,
ze plati
a+b4c>a®+b* 42 (Patrik Bak)

1
29
c> % plyne g > %4— %(H— %a, tj. 1 > a, a tudiz a > a2, nebot ¢islo a je dle piedpokladu
kladné. Analogicky dostaneme také b > b? a ¢ > c2. Seétenim poslednich t¥i nerovnosti
jiz dostavame kyzenou nerovnost

ReSeni. 7Z predpoklddané rovnosti ab + be + ca = % a dale z podminek b >

a+b+c>a?+b*+ A
Jiné FesSeni. DokéZzeme silnéjsi nerovnost, a sice

1
a+b+c>a2+b2+c2+§.
Jelikoz a, b, ¢ jsou kladné cisla vétsi nez %, budou pri substituci a = z+ %, b=y+ %,
c=z+ % ¢isla x, y, z kladna. Snadno se presvédc¢ime, ze podminka ab + bc + ca = % je
pak ekvivalentni rovnosti

1
xy+yz+z:c+x+y+z:§, (1)

zatimco zesilend nerovnost je ekvivalentni s nerovnosti

1
x2—|—y2+22<1. (2)

%, takze 22 < %m Analogicky

y? < %y, 22 < %z Sectenim téchto tii nerovnosti dostavame

Z podminky (1) a kladnosti x, y, z vSak vyplyva = <

1
w422 < §(x—|—y—|—z).

Z podminky (1) rovnéz vyplyvd « + y 4+ z < 3 neboli 2(z + y 4+ 2) < 1, coZ spolu

s pfedchozim odhadem dévéa dokazovanou nerovnost (2).

Poznamka. Pokud a = 1, b ~ %, c~ %, je ab+ bc + ca =~ %, pricemz a + b+ ¢ =
~a?+ b+ 2+ % Zpresnénim tohoto pozorovani se da dokézat, ze vylepSeny odhad
uz nelze dale zlep$it: nerovnost a + b+ ¢ > a? + b? + ¢ + k neplati obecné s zadnou
konstantou k > %

Za Uplné teseni udélte 6 boda. Z toho 3 body udélte za dikaz, ze uvazovana realna cisla a, b, ¢ jsou
mensi neZ jedna, a dalsi 1 bod pak udélte za uvedeni odtud plynoucich nerovnosti a < a?, b < b?,

¢ < 2. Za dokonéeni dikazu pak uvedte posledni 2 body. Za pouhé uvedeni skuteénosti, ze viechna t¥i
¢isla a, b, ¢ jsou mensi nez jedna (bez dikazu), neudélujte zddny bod.



