Navodné a doplnujici Glohy pro kategorii A

V prvni ¢éasti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéZnich tuloh najdete
zadani navodnych a dopliujicich tloh. Tytéz ulohy i s FfeSenimi (resp. odpo-
védmi a nastiny FeSeni ¢i odkazy na FeSeni v naSem archivu) najdete ve druhé
casti textu.

1. Pro kladnd redlnd cisla a, b, ¢, d splnujici nerovnosti a > b, ¢ > d plati

a+b>c+d, ab < cd.

Dokazte, Ze pak nutné plati a > ¢ > d > b. (Michal Rolinek)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

Soucet kladnych ¢isel a, b je nejvyse 16. Jaka je nejvétsi mozna hodnota jejich
soucinu?

Soucin kladnych ¢isel a, b je alespon 16. Jaka je nejmensi mozna hodnota jejich
souctu?

Redlna cisla aq, as, b1, be spliiuji a; > as a by > by. Ukazte, ze a1b1 + agby >
> a1bs + agby.

[Permutaéni nerovnost| Necht 27 > x5 > ... > x, jsou redlna ¢isla a necht
Y1,Y2,--.,Yn je néjaké poradi pevné danych navzajem rtznych realnych cisel
21,292,..., 2. Potom je vyraz

T1Y1 + Toy2 + ... + TpYn

maximalni, pravé kdyz je y; > y2 > ... > y,. Dokazte.

2. Dokazte, Ze pocet moznosti, jak lze utvar na obrdazku vydldZdit dominovymi kostka-
mi, je druhou mocninou celého ¢isla. (Dominovd kostka pokryvd vidy dvé policka
sousedici stranou.) (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNuUJici ULOHY:

N1.

N2.

D1.
D2.

Ukazte, ze pocet zpisobt, jak 1ze na Sachovnici 8 x 8 umistit maximalni po-
cet strelcti tak, aby se zadni dva navzajem neohrozovali, je druh& mocnina
prirozeného cisla.

Kolika zptisoby 1ze vydlazdit dominovymi kostkami Sachovnici 8 x 8, z niz jsou
odriznuta dvé protéjsi rohova pole?

Kolika zpiisoby lze pokryt dominovymi kostkami obdélnik 2 x 107

Méjme Sachovnici 8 x 8 a ke kazdé ,hrané“, ktera oddéluje dveé jeji policka,
napisme prirozené cislo, jez udava pocet zpiisobi, kterak l1ze celou Sachovnici
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roziezat na obdélnicky 2 x 1 tak, aby doty¢na hrana byla soucasti fezu. Urcete
posledni ¢islici souctu vSech takto napsanych ¢isel.

D3. Ukazte, ze pro kazdé prirozené c¢islo n existuje utvar, ktery lze kostkami domina
vydlazdit presné n zpusoby.

Uvnitr stran AB a AC' daného trojuhelniku ABC' jsou zvoleny po Tadé body P a Q).
Oznacme R prusecik primek BQ a CP a p, q, r postupné vzddlenosti bodu P, @,
R od primky BC'. Dokazte, Ze plati

1 1 1

p qg T
(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Je dan konvexni ¢tyruhelnik ABCD s prusecikem uhlopticek P. Ukazte, Ze
plati
Saps - Scpp = Sepc - Sppa.

N2. Ukazte, ze v konfiguraci ze zadani ulohy plati Sprc > Sprg-

D1. Body P a @ lezi ve stejné poloroviné urcené primkou /. Jejich kolmé primeéty
na piimku [ ozname jako P’ a Q' a prusecik pfimek PQ’ a P'Q jako R.
Ukazte, ze pro vzdalenosti p, ¢, » bodi P, @), R od primky [ plati

1 1 1

r p g

D2. Je dan bod X uvniti trojuhelnika ABC. Ukazte, ze oznac¢ime-li D prusecik
primek AX a BC, plati
Saxp _ |BD|

Saxc |DC|

D3. [Cevova véta (¢ast)] Na stranach BC, C'A a AB trojuhelnika ABC jsou po fadé
zvoleny body D, E a F tak, ze se pifimky AD, BE a C'F protinaji v jednom
bodé. Ukazte, ze pak plati

IBD| |CE| |AF|
\DC| " |EA| |FB|

1.

. Rekneme, Ze podmnozina P mnoZiny M = {1,2,3,...,42} je polovicatd, pokud
obsahuje 21 proki a kazdé z 42 éisel v mnoZindch P a Q = {7z; x € P} ddva pri
délent cislem 43 jiny zbytek. Urcete pocet polovicatych podmnoZin mnoZiny M.

(Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Je déno prvoéislo p, mnozina U = {0,1,...,p—1} a pfirozené ¢islo a nesoudélné
s p. Ukazte, ze zadné dvé ¢isla z mnoziny V = {0a, la, ..., (p — 1)a} nedavaji

stejny zbytek pii déleni prvocislem p.
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N2. [,,Sedminésobek je jednoznaény“| Pfi znaceni z tlohy ukazte, ze pro kazdé
x € M existuje pravé jedno y € M takové, ze z = 7y (mod 43) (¢téte jako ,z
dava stejny zbytek jako Ty pii déleni 43“).

N3. Jaké zbytky davaji mocniny sedmi pti déleni 437 Je-li 1 € P, co lze fici o pfi-
slusnosti téchto zbytkt do mnozin P a Q ze zadani tlohy?

D1. Je dano prvoéislo p, mnozina U = {1,...,p — 1} a jeji prvek a. Ukazte, Ze pak
existuje pravé jeden prvek b € U takovy, ze ab dava zbytek 1 pii déleni p.

D2. [Mala Fermatova véta] Je dano prvodéislo p a pfirozené ¢islo a nesoudélné s p.
Ukazte, 7e pak p | a?P~1 — 1.

D3. [Wilsonova véta|. Ukazte, ze pro kazdé prvocislo p plati p | (p — 1)! + 1.

V roviné jsou ddny dva riuzné body O a A. Urcete mnoZinu ortocenter vsech troj-
uhelniki ABC, pro néz je bod O stredem kruznice opsané. (Pavel Salom)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Je dan trojuhelnik ABC' s prusecikem vysek V. Ukazte, ze |x BV C| = 180° —
— |xBAC).

N2. Je dan trojuhelnik ABC s prisec¢ikem vysek V. Ukazte, ze obraz V' bodu V
v soumérnosti podle pfimky BC padne na kruznici opsanou trojuhelniku ABC.
Ukazte, ze totéz plati i pro obraz V" bodu V v soumérnosti podle stiedu
usecky BC.

N3. Je déan trojuhelnik ABC' s prisecikem vysek V. Z tlohy N2 vime, ze obraz V"
bodu V' ve stiedové soumérnosti podle stfedu strany BC' lezi na kruznici opsa-
né. Ukazte navic, ze AV"” je primérem této kruznice.

N4. Je dana kruznice k se stfedem S a uvnitf ni bod X. Urcete mnozinu stfedi
vSech tétiv kruznice k, které prochéazeji bodem X.

N5. Je dana kruznice k se stiedem S a uvnitt ni bod X. Urcete mnozinu bodd, jez
jsou stredem néjaké jeji tétivy, ktera neobsahuje bod X.

D1. [Feuerbachova kruznice] Je dan trojahelnik ABC' s prusecikem vysek V' a stie-
dem O kruznice opsané. Ukazte, Ze stfedy jeho stran, stfedy spojnic vrcholi
s jeho ortocentrem a paty jeho vysek lezi na jedné kruznici, jejiz stted je navic
sttedem tusecky V O.

D2. V roviné w jsou dany dva rtizné body O a T'. Najdéte mnozinu vrcholti vSech
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kruznice v bodé O.

. Najdéte vsechny trojice a, b, ¢ kladnych celych cisel takovych, Ze soucin
(a+2b)(b+ 2¢)(c + 2a)
je roven mocniné nékterého prvocisla. (Jaromir Simsa)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Urcete vsSechny dvojice celych kladnych c¢isel a a b, pro kterd je soucin
(a + 2b)(b + 2a) mocninou nékterého prvocisla p.

N2. Najdéte vsSechny trojice a, b, ¢ kladnych celych cisel takovych, ze soucin
(a+b)(b+ c)(c+ a) je roven mocniné nékterého prvocisla.
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D1. Pro navzajem riznd prirozena cisla a, b, ¢ plati, ze
a+b+c| (a+2b)(b+ 2c)(c+ 2a).

Ukazte, Ze ¢islo a 4 b + ¢ je slozené.

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici ulohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reseni ¢i o odkazy na nas archiv.
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Navodné a doplnujici Glohy pro kategorii A s fesenimi

1. Pro kladnd redlna cisla a, b, c, d spliugici nerovnosti a > b, ¢ > d plati

a+b>c+d, ab < cd.

Dokazte, Ze pak nutné plati a > ¢ > d > b. (Michal Rolinek)

NAVODNE A DoOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

Soucet kladnych ¢isel a, b je nejvyse 16. Jaka je nejvétsi mozna hodnota jejich
sou¢inu? [64. Do soucinu ab dosadte vyjadieni a = p+ecab=p—¢e,kdep < 8
je aritmeticky pramér cisel a a b.]

Soucin kladnych ¢isel a, b je alespon 16. Jaka je nejmensi mozna hodnota jejich
souctu? [8. Pouzijte stejné vyjadieni éisel a, b jako v N1 a ukazte, Zze z ab = 16
plyne p 2 4.]

Reélné cisla ai, az, bl, bg Splfluﬁ ai > ag a bl > bz. Ukaéte, ze a1b1 + a2b2 >
> a1bs + agby. [Dokazovanou nerovnost ekvivalentné upravte na (a1 — az) X

X (bl — b2) > O]
[Permuta¢ni nerovnost] Necht x1 > x5 > ... > x, jsou redlné ¢isla a necht
Y1,Y2, ..., Yn je n€jaké poradi pevné danych navzajem rtznych realnych cisel
21,29,...,2n. Potom je vyraz

T1Y1 + T2Y2 + ... + Tpln
maximalni, pravé kdyz je y1 > y2 > ... > y,. Dokazte. [Staci ukéazat, ze
usporadani, ktera nesplnuji y1 > y2 > ... > y,, lze vylepSit ,prohozenim*

jedné dvojice. To Fesi iloha D1, ktera je vlastné tlohou D2 pro n = 2.]

2. Dokazte, Ze pocet moznosti, jak lze utvar na obrdzku vydlaZdit dominovymi kostka-
mi, je druhou mocninou celého cisla. (Dominova kostka pokrgvd vidy dvé policka
sousedict stranou.) (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

Ukazte, ze pocet zptiisobi, jak lze na Sachovnici 8 X 8 umistit maximalni pocet
stielctl tak, aby se zadni dva navzajem neohrozovali, je druhd mocnina pfiroze-
ného ¢isla. [Nepocitejte, pouze rozdélte na dvé podilohy — rozmisténi stielcii
na ¢erné a na bild policka jsou navzajem nezavisla.|

Kolika zpiisoby lze vydlazdit dominovymi kostkami Sachovnici 8 x 8, z niz jsou
odfiznuta dvé protéjsi rohova pole? [Nelze zddnym zptisobem: jsou-li odfiznuté
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pole bila, je tteba pokryt 30 bilych a 32 ¢ernych poli, pritom libovolné umisténa
kostka domina pokryje vzdy 1 bilé a 1 ¢erné pole.]

D1. Kolika zptsoby lze pokryt dominovymi kostkami obdélnik 2 x 10?7 [Postupujte
indukci pro obdélniky 2xn. Najdete tak souvislost s Fibonacciho ¢isly v podobé
rovnosti p(n) = p(n — 1) + p(n — 2), kde p(n) znaéi poc¢et moznych vydlazdéni
obdélniku 2 x n. Vysledek je 89.]

D2. Méjme Sachovnici 8 x 8 a ke kazdé ,hrané“, kterd oddéluje dvé jeji policka,
napisme pfirozené cislo, jez udava pocet zpisobi, kterak lze celou sachovnici
roziezat na obdélnicky 2 x 1 tak, aby doty¢na hrana byla soucasti fezu. Ur-
Cete posledni éislici souctu vSech takto napsanych ¢isel. [63-A-TII-3. Jaky je
ptispévek jednoho vydlazdéni do celkového souctu?]

D3. Ukazte, ze pro kazdé prirozené cislo n existuje utvar, ktery lze kostkami domina
vydlazdit pfesné n zpusoby. [Postupujte indukci. Sta¢i vhodné ,ptilepovat”
stale stejny kus.|

U v

3. Uwnitr stran AB a AC' daného trojuhelniku ABC' jsou zvoleny po tadé body P a Q).
Oznacme R prisecik primek BQ a CP a p, q, r postupné vzdalenosti bodu P, @),
R od primky BC'. Dokazte, Ze plati

1 1 1
-t -=-> -
p q T
(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Je dan konvexni ¢tyfuhelnik ABCD s prusecikem uhlopricek P. Ukazte, zZe
plati

Sapp-Scpp = Sepc - Sppra.

[Vyjadiete obsahy vSech ¢tyf trojuhelniki pomoci takovych zékladen, které
lezi na téze tihlopricce ¢tyithelniku ABCD.]

N2. Ukazte, ze v konfiguraci ze zadani tlohy plati Sprc > Sprg. [Porovnejte
obsahy trojihelnikit BCP a BQP.|

D1. Body P a Q lezi ve stejné poloroviné urcené ptimkou [. Jejich kolmé priaméty
na piimku [ ozna¢me jako P’ a Q' a prusecik pfimek PQ’ a P'QQ jako R.
Ukazte, ze pro vzdalenosti p, ¢, r bodi P, ), R od primky [ plati

[Uvazujte vhodné dvojice podobnych trojihelnikii, které jsou uréeny zadanymi
body a jejich kolmymi priaméty na pfimku /.|
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D2.

D3.

Je dan bod X uvnitt trojuhelnika ABC'. Ukazte, ze oznac¢ime-li D prisecik

piimek AX a BC, plati
Saxp _ |BD|

Saxc |DC|

[Nakreslete pfimku AX vodorovné. Pak vynikne, Ze oba zlomky se rovnaji
podilu vzdalenosti bodi B a C od pfimky AX.]

[Cevova véta (¢ast)] Na strandch BC, C'A a AB trojuhelnika ABC jsou po fadé
zvoleny body D, E a F tak, ze se piimky AD, BE a C'F protinaji v jednom
bodé. Ukazte, ze pak plati

|BD| |CE| |AF| _
|\DC| |EA| |FB|

[Vyuzijte t¥ikrat vysledek ulohy D2.]

4. Rekneme, Ze podmnoZina P mnoZiny M = {1,2,3,...,42} je polovicatd, pokud
obsahuje 21 prvki a kaZdé z 42 éisel v mnoZindach P a Q = {7x; x € P} ddvad pri
délent cislem 43 jiny zbytek. Urcete pocet polovicatych podmnozZin mnoZiny M.

(Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

Je dano prvocislo p, mnozina U = {0, 1,...,p—1} a pfirozené ¢islo a nesoudélné
s p. Ukazte, ze zadné dvé ¢isla z mnoziny V = {0a, la, ..., (p — 1)a} nedévaji
stejny zbytek pii déleni prvocislem p. [Predpokladejte opak a ke sporu dovedte
fakt, ze p déli rozdil néjakych dvou ¢isel z mnoziny V.]

[,Sedminédsobek je jednoznaény“] Pii znaceni z tulohy ukazte, ze pro kazdé
x € M existuje pravé jedno y € M takové, ze x = 7y (mod 43) (¢téte jako ,x
dava stejny zbytek jako 7y pii déleni 43“). [Podle N1 pro p = 43 a a = 7 se
mezi nasobky 7 vSech nenulovych zbytkt objevi kazdy nenulovy zbytek prave
jednou, tedy i pfedem zvoleny zbytek x.]

Jaké zbytky davaji mocniny sedmi pii déleni 437 Je-li 1 € P, co lze Fici o pfi-
slugnosti téchto zbytkti do mnozin P a Q ze zadani ulohy? [1, 7, 6, 42, 36, 37.
Dale rozmyslete, pro¢ v ptipadé 1 € P je jiz ptislusnost ostatnich péti urcenych
zbytkt do mnozin P a Q urdena jednoznacné: 6,36 € P a 7,42,37 € Q.|

Je dano prvoéislo p, mnozina U = {1,...,p — 1} a jeji prvek a. Ukazte, ze
pak existuje pravé jeden prvek b € U takovy, ze ab dava zbytek 1 pii déleni p.
[Podle N1 je mezi ,nasobky“ ¢isla a zastoupen kazdy mozny zbytek pii déleni
p pravé jednou. Tedy i zbytek 1.]

[Mald Fermatova véta] Je dano prvodcislo p a pfirozené ¢islo a nesoudélné s p.
Ukazte, Ze pak p | a?~! — 1. [Podle N1 jsou mnoziny U a V (po redukci na
zbytky prfi déleni p) shodné. Rovnat se tak musi i souciny jejich nenulovyjch
prvka. Co vyjde?]

[Wilsonova véta]. Ukazte, ze pro kazdé prvocislo p plati p | (p—1)!+1. [Tvrzeni
je trivialni pro p € {2,3}. V pfipadé p = 5 ze soudinu vyskrtneme vsechny
dvojice Cinitelt, jejichz soucin dava pri déleni p zbytek 1. Ktera dvé ¢isla zbydou
(nebot tvoii takovou dvojici sama se sebou)?]



5. V rovin€ jsou dany dva ruzn€ body O a A. Urcete mnozZinu ortocenter vsech troj-
uhelniki ABC, pro néz je bod O stredem kruznice opsané. (Pavel Salom)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Je dan trojuhelnik ABC s pruse¢ikem vysek V. Ukazte, ze |< BV C| = 180° —
— |<BAC]|. [Nezapomeiite na pfipad, kdy je trojihelnik ABC' tupouhly.]

N2. Je dén trojuhelnik ABC' s prusecikem vysek V. Ukazte, Ze obraz V' bodu V
v soumérnosti podle pfimky BC' padne na kruznici opsanou trojuhelniku ABC.
Ukazte, Ze totéz plati i pro obraz V" bodu V v soumérnosti podle stfedu
usecky BC. [V obou dtkazech vyuzijte vysledek tlohy N1.]

N3. Je dén trojuhelnik ABC' s pruseéikem vysek V. Z tlohy N2 vime, ze obraz V"
bodu V' ve stfedové soumérnosti podle sttedu strany BC' lezi na kruznici opsa-
né. Ukazte navic, ze AV" je primérem této kruznice. [Diky stfedové soumér-
nosti plati CV || BV"”, a proto z CV 1 AB plyne BV"” 1 AB\]

N4. Je dana kruznice k se sttedem S a uvniti ni bod X. Urcete mnozinu stfedi
v8ech tétiv kruznice k, které prochdzeji bodem X. [V piipadé X = S jde
o mnozinu {S}, v pfipadé X # S o Thaletovu kruZnici nad primérem X S.]

N5. Je dana kruznice k se stredem S a uvniti ni bod X. Urcete mnozinu bodd, jez
jsou stfedem néjaké jeji tétivy, ktera neobsahuje bod X. [Ke konstrukei tétivy
s danym stfedem vyuzijte faktu, Ze osa kazdé tétivy prochazi stfedem kruznice.
Kdy vsak tato konstrukce vede k tétivé, jez bodem X prochazi? Hledanou
mnozinou je vnitfek kruznice k, a to v pripadé X = S s vyjimkou jediného
bodu S, v piipadé X # S jsou vylouceny vSechny body Thaletovy kruznice nad
prumérem XS kromé bodu S (ktery tentokrat do vysledné mnoziny naopak
patii).]

D1. [Feuerbachova kruznice| Je dan trojihelnik ABC s prusecikem vysek V a stte-
dem O kruznice opsané. Ukazte, ze stfedy jeho stran, stredy spojnic vrcholi
s jeho ortocentrem a paty jeho vysek lezi na jedné kruznici, jejiz stied je na-
vic stiedem usecky VO. [Vyuzijte vysledku tlohy N2 a pouZijte stejnolehlost
H(V,3)]

D2. V roviné w jsou dany dva rtzné body O a T'. Najdéte mnozinu vrcholt vsech

Vv

kruznice v bodé O. [F8=A 0]

6. Najdéte vsechny trojice a, b, ¢ kladnych celych cisel takovych, Ze soucin
(a4 2b)(b+ 2¢)(c+ 2a)

je roven mocniné nékterého prvocisla. (Jaromir Simsa)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Urcete vSsechny dvojice celych kladnych cisel a a b, pro ktera je soucin
(a + 2b)(b + 2a) mocninou nékterého prvoéisla p. [a = b = 3%, kde k = 0.
Ze soustavy rovnic a + 2b = p* a b+ 2a = p¥ vyjadiete neznamé a, b a ukazte,
ze jejich hodnoty jsou obé kladné, jen kdyz se prirozena cisla u a v rovnaji —
pak ovSem také a = b.]

N2. Najdéte vSechny trojice a, b, ¢ kladnych celych c¢isel takovych, ze soucin
(a+b)(b+ c)(c + a) je roven mocniné nékterého prvocisla. [Ukazte, ze ales-
poni jedna zavorka je suda, a proto p = 2. P¥i uspofddéni a = b = ¢, které
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D1.

muzeme predpokladat, bude pro tfi mocniny a + b, a + ¢, b + ¢ ¢isla 2 platit
a+b=a+c2=b+c Kdyby a+ b, a + ¢ byly rizné mocniny d¢isla 2, byla
by prvni alespoii dvojnésobkem druhé, tj. a + b = 2(a + ¢), odkud by plynulo
b= a+2c > a, atojesporsa = b Proto musi platit a + b = a + ¢ ne-
boli b = c. To uz vede k zavéru, ze uloze kromé snadno uhodnutelnych trojic
[2% 2k 2*] vyhovuji v libovolném potadi také trojice ¢isel [2 — 2% 2F 2F] kde
0 < k<n-—1,a ze zddnd jina feSeni neexistuji.]

Pro navzajem rtzna pfirozena cisla a, b, ¢ plati, ze

a+b+c|(a+2b)(b+ 2¢)(c+ 2a).
Ukazte, Ze ¢islo a+b+c je slozené. [Pokud by a+b+ ¢ bylo prvoéislem, délilo by

jednu ze zavorek, feknéme a+2b, a tedy by délilo i rozdil a+2b—(a+b+c) = b—c,
takze by platilo a + b+ ¢ < |b — ¢|, coz je spor.]



