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Ulohy doméci &sti |. kola kategorie C

1. Najdéte viechna ctyrmistnd ¢isla abed s cifernym souctem 12 takovd, Ze ab—cd = 1.

(Patrik Bak)
RESENI. Podle zadani je &slo ab o jednotku vétsi nez éislo cd neboli
ab=cd + 1.

Podle hodnoty cislice d tak méame dvé moznosti.

Pokud d < 9, prictenim jednotky ,neprejdeme pres desitku®“, takze pro jednotlivé
C¢islice plati a = ¢ a zaroven b = d 4+ 1. V tom pripadé je ciferny soucet hledaného cisla
roven

a+b+c+d=c+(d+1)+c+d=2(c+d)+1,

coz je liché ¢islo, a tudiz se nemtize rovnat ¢islu 12.

Pro d = 9 naopak prictenim jednotky ,prejdeme pres desitku“, takze musi byt
b=0aa=c+1=9. Pro ciferny soucet hledaného ¢isla pak plati a + b+ c+d =
=(c+1)+0+c+9 = 2c+ 10, coz je rovno 12, pravé kdyz ¢ = 1. Dostavame tak jediné
feSeni ¢ = 1, k némuz dopocitame a = c+ 1 = 2.

Jediné vyhovujici ¢tyfmistné ¢islo je ¢islo 2 019.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY: -

N1. Najdéte vSechna ¢tyfmistné ¢isla abed s cifernym souétem 13 takova, ze ab = cd. [Takové

¢islo abab neexistuje, nebot jeho ciferny soucet je sudy.]
N2. Najdéte vsechna Ctyimistna Cisla abcd s cifernym souctem 12 takova, ze ab — c¢d = 10.
[Takové ¢&islo ab(a — 1)b neexistuje, nebot jeho ciferny soucet je lichy.]

N3. Najdéte vSechna ¢tyimistna ¢isla abed s cifernym souctem 8 takova, Ze ab = cd. [1313,
2222, 3131, 4040]

D1. Najdéte nejvétsi a nejmensi Gtyfmistna éisla abed s cifernym souctem 13 takova, Ze
ab — cd = 10. [7060, 1606 — pokud piipustime zapis 06, jinak 2515.]

D2. Najdéte vSechna osmimistné &isla abedefgh s cifernym souctem 16 takova, ze efgh —
— abed = 1. [Vysvétlete nejdiive, pro¢ pii séitdni abed + 1 musi nastat prdvé jeden

prenos jedni¢ky do vyssiho fadu, takze kazdé hledané ¢islo je tvaru abc9ab(c+ 1)0.
Vyhovuji ¢isla 1029 1030, 11191120, 1209 1210, 2019 2020, 2109 2110, 3009 3010.]



2. Je ddn konvexni Sestiuhelnik ABCDFEF, jehoz vsechny strany jsou shodné a protéjsi
strany rovnobézné. Bod P je takovy, Ze ctyriuhelnik CDEP je rovnobéznik. Dokazte,
ze bod P je stredem kruznice opsané trojuhelniku ACE a soucasné i prisecikem
vysek trojuhelniku BDF . (Jakub Lowit)

RESENT. Oznaéme d délku stran daného Sestitthelniku. Rovnobéznik CDEP je
zirejmé kosoctverec, protoze obé tisecky C'D i DFE maji stejnou délku d. Stejnou délku d
maji tudiz i tsecky PC a PE. Ze zadani vime, ze tsecky AB a DFE jsou rovnobézné
a shodné, proto i usecky PC a AB jsou rovnobézné a shodné, z ¢ehoz vyplyva, ze
i ¢tyfuhelnik ABCP je kosoctverec se stranou délky d (obr.1). Diky tomu dostdvame
|PA| = |PC| = |PE| = d, abod P je tak skute¢né stfedem kruznice opsané trojihelniku
ACE.

Obr. 1 Obr. 2

Ctytahelnik BCEF je rovnobéznik, jelikoz jeho protéjsi strany BC a EF jsou rov-
nobézné a shodné. Potom i jeho protéjsi strany CE a BF' jsou rovnobézné. Abychom
ukazali, ze pifimka DP je kolma na pfimku BF (obr. 2), sta¢i si uvédomit, ze thlopticky
kosoctverce CDEP jsou navzajem kolmé. Opravdu, z kolmosti CE 1. DP a rovnobéz-
nosti CE || BF vyplyvd DP 1 BF. To vlastné znamené, ze DP je pfimkou vysky
z vrcholu D trojuhelniku BDF'. Podobné — vyuzitim navzajem kolmych thlopricek
kosoc¢tverce ABC' P a rovnobéznych protéjsich stran AC' a DF rovnobézniku ACDF —
dokazeme, ze na piimce BP lezi vyska trojihelniku BDF' z vrcholu B. Bod P je tudiz
prusecikem vysek trojuhelniku BDF', jak jsme méli také dokazat.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Ukazte, ze thlopiicky koso¢tverce jsou na sebe kolmé a Ze se navzajem pili. [Uhlopiicky
jsou zaroven vyskami rovnoramennych trojihelnikt s vrcholy ve vrcholech kosoétverce.]
N2. Ukazte, ze pokud jsou dvé shodné tisecky nelezici v jedné pfimce rovnobézné, tvori jejich
krajni body rovnobéznik. [Dokreslete dalsi dvé tsecky, které s danymi tise¢kami vytvori
konvexni ¢tyftuhelnik. Jeho thlopficka rozdéluje ctyithelnik na dva trojahelniky, které
jsou shodné podle véty sus.]
D1. Konvexni Sestitthelnik ABCDFEF mé vSechny strany shodné a protéjsi dvojice stran
rovnobézné. Ukazte, ze stfed tsecky C'F splyva s prusecikem ptimek AD a BE. [ACDF
i ABDE jsou rovnobézniky.]
D2. Konvexni Sestithelnik ABCDEF m& vSechny strany shodné a protéjsi dvojice stran
rovnobézné. Oznac¢me X a Y pruseciky vysSek trojuhelniki ACE a BDF'. Ukazte, ze
v pfipadé X # Y stfed tsecky XY puli tse¢ku AD. [Z rovnobézniki ABDE a ACDF
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vidime, ze tsecky AD, BE a C'F prochézeji jednim bodem. Ten urcuje stfedovou sou-
mérnost, v niz si odpovidaji jak body A, D, tak body C, F' i body E, B, a tedy i trojuhel-
niky ACE a DF B. Proto jsou podle stfedu tsecky AD soumérné sdruzené nejen pra-
jim opsanych i stfedy jim vepsanych kruznic. Stejné zavéry plati i pro tri dalsi dvojice
soumeérné sdruzenych trojuhelnikt (ABC, DEF), (ABF,DEC) a (AEF,DBC).]



3. Urcete vsechny dvojice prirozenych cisel a a b, pro néz plati
2[a, b] + 3(a,b) = ab,

kde [a,b] znaci nejmensi spolecny ndsobek a (a,b) nejvétsi spolecny délitel priroze-
nych cisel a a b. (Jaroslav Svréek)

RESENI. Vyuzitim zndmé rovnosti m -n = [m,n] - (m,n), ktera plati pro libovolna
prirozena cisla m a n, mizeme zadanou rovnici upravit do tvaru

2[a, b] + 3(a,b) = [a,b] - (a,b).

Pro zjednoduseni zépisu ozna¢me u = [a,b] a v = (a,b), kde u, v jsou pfirozend ¢isla,
pro néz ziejmé plati u = v, nebot nejmensi spoleény nasobek ¢isel a a b jisté neni mensi
nez kterykoli jejich spolecny délitel. Mame tak fesit rovnici 2u+ 3v = uwv, kterou k tomu
upravime na tvar

uv —2u—3v+6=6 mneboli (u—3)(v—2)=086, (1)

kde wu, v jsou pfirozena ¢isla spliiujici podminku v = v a ovSem i podminku v | u
(spolecny délitel déli spoleény nasobek).
Pro v = 1 nevyjde u pfirozené, musi tedy byt v —2 >0, a tudiziu—3 = 0.
Cislo 6 lze napsat jako souéin dvou nezapornych éisel étyimi zptisoby:
> 6=06-1, takze u =9, v = 3. ProtoZe (a,b) = 3, miZzeme psat a = 3a, b = 33, kde
(o, B) =1, tudiz 9 = [a, b] = 3[a, B], coz dava {«, 5} = {1, 3} neboli {a, b} = {3,9}.
> 6 =3-2, takZe u = 6, v = 4, pak ale neni splnéna podminka v | u.
> 6=2-3, takze u =5,v=>5aab=[a,b|(a,b) =uv =5-5. Pokud se nejvétsi spolec¢-
ny délitel ¢isel a a b rovna jejich nejmensimu spolecnému nasobku, jea = b =u = v,
tedy a = b =5.
> 6 =1-6, takze u = 4, v = 8, pak ale neni splnéna podminka u = v.
Resenimi jsou usporadané dvojice (a,b) € {(5,5), (3,9), (9,3)}.

JINE RESENI. Oznacme (a,b) = D. Hledand ¢isla pak muzeme napsat ve tvaru
a=aD, b= pD, kde a a [ jsou navzajem nesoudélna prirozena cisla, takze nejmensi
spoleény nasobek vyjde jako [a,b] = aD. Dosazenim do zadané rovnice a jeji tipravou
dostaneme

2a8D + 3D = aDpD,
2a0 4+ 3 = apD,

1-1-3=aB(D-2).

Protoze « i 3 jsou pfirozena ¢isla a leva strana je kladnd, musi byt i D — 2 = 1. Ze t¥i
moznych poradi rozkladu ¢isla 3 na soucin tif ¢initeld (3 =3-1-1=1-3-1=1-1-3)
dostavame t¥i feseni (o, 5, D) € {(3,1,3),(1,3,3),(1,1,5)}, k nimz snadno dopoc¢itame
usporadané dvojice (a,b) = (aD, D) € {(9,3),(3,9),(5,5)}.

JINE RESENI. Prava strana zadané rovnice je délitelnd ¢islem a, a proto je jim
délitelna i leva strana. I nejmensi spole¢ny néasobek ¢isel a a b, ktery se vyskytuje na
levé strané rovnice, je ¢islem a délitelny, a proto jim musi byt délitelné i ¢islo 3(a,d).
Stejna tvaha vede k zévéru, ze ¢islo 3(a, b) je délitelné i ¢islem b, takze je celkem délitelné
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¢islem [a, b], které je vSak samo vzdy ndsobkem ¢isla (a,b). Vzhledem k tomu, Ze ¢islo 3
je prvocislo, je ¢islo [a, b] rovno bud samotnému ¢islu (a,b), nebo jeho trojnasobku.
Prvni pifpad [a, b] = (a,b) nastane, pravé kdyZ a = b — z rovnice 2a + 3a = a? pak
vychézi a = 5. Druhy ptipad [a,b] = 3(a,b) s ohledem na to, Ze 3 je prvocislo, nastane,
pravé kdyz {a,b} = {d,3d} pro vhodné piirozené d — z rovnice 2 - 3d + 3d = 3d? pak
vychézi d = 3. Je tedy bud a = b = 5, nebo {a,b} = {3,9}.
Uloze tak vyhovuji pravé tii usporadané dvojice (3,9), (9,3), (5,5).

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Uréete vSechny dvojice a, b kladnych celych &isel, pro néz plati a - [a,b] = 4 - (a,b),
pfiéemz symbol [a,b] oznacuje nejmensi spoleény nésobek a (a,b) nejvétsi spoleény
deélitel celych kladnych ¢isel a, b. [62=C=S—7

N2. Dokazte, zZe nejmensi spoleény nasobek [a, b] a nejvétsi spoleény délitel (a, b) libovolnych
dvou kladnych celych éisel a, b spliiuji nerovnost a - (a,b) +b- [a,b] = 2ab. Zjistéte, kdy
v této nerovnosti nastane rovnost. [F0—C-I-5]

D1. Najdéte vSechny dvojice pfirozenych &isel a, b, pro néz plati rovnost mnozin {a - [a, b],
b-(a,b)} = {45,180}, pficemz (xz,y) oznaduje nejvétsi spolecny délitel a [z, y] nejmensi
spoleény nésobek ¢isel z a y. [B1=C—s—]]

D2. Najdéte vsechny trojice ptirozenych ¢isel a, b, ¢, pro néz plati mnozinova rovnost
{(a,b), (a,c), (b,c),[a,b],]a,d], b} = {2,3,5,60,90,180}, kde (z,y) a [z,y] znadi po
fadé nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spoleény nésobek ¢isel z a y. [FI=C—1-]]


http://www.matematickaolympiada.cz/media/440823/C62s.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/440782/C60i.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/440803/C61s.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/440800/C61i.pdf

4. Uwvnitr strany BC' trojuhelniku ABC' je dan bod K. Oznacme M stred strany BC
a predpokladejme, Ze rovnobézka s primkou AK vedend bodem M protne stranu AC
ve vnittnim bodé L. Dokazte, Ze primka KL déli trojiuhelnik ABC na dvé cdsti

stejného obsahu. (Josef Tkadlec)

RESEN{. Obsah trojihelniku XY Z budeme oznacovat jako S(XY Z).

Protoze podle zadani jsou body A a L rizné, jsou ruzné i body K a M. Plati
S(KML) = S(AML), protoze trojuhelniky K M L a AM L maji shodnou zdkladnu M L
i vysku na ni, nebot pfimky AK a LM jsou dle pfedpokladu rovnobézné (obr. 3).

Vyjdeme z toho, ze téznice AM déli trojuhelnik ABC na dva trojuhelniky BM A
a C'M A stejného obsahu, protoze oba trojihelniky maji stejnou vysku na shodné strany
BM a CM, a vyuzijeme i vySe dokazanou rovnost S(KML) = S(AML). To uz staci
k tomu, abychom dokazali, Ze S(KCL) = 1S(ABC), co# dava pozadovanou rovnost
obsaht ¢tyithelniku BK LA a trojuhelniku KCL, jak ukazuje vypocet

S(KCL)=S(KML)+ S(LMC) =
(AML) + S(LMC) =

(ACM) = %S(ABC).

1 VA
B K M C B K M C
Obr. 3 Obr. 4

JINE RESENI. Uvazujme ¢islo k uréené rovnosti |CK| = k|BC| a ozna¢me jako v
vzdalenost bodu A od ptimky BC' (obr.4). Z podobnosti trojihelniki AKC a LMC
plyne, ze pro vzdalenost w bodu L od primky BC plati

_leM| 11BC| v
=2 ‘v = .
" |ICK| k|BC| 2k

Obsah trojuhelniku KCL je tudiz roven

S(KCL) = ycmw _ —k\BC\ = % %]BC|U = JS(ABO),

jak jsme méli dokazat.



NAVODNE A DoOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

D3.

Presvédcte se, ze stiedni pricky (tj. spojnice stfedii stran) déli libovolny trojuhelnik
na ¢ty¥fi shodné trojiahelniky. [Stfedni pficky jsou rovnobézné s protilehlymi stranami,
a proto jsou vSechny Ctyfi trojuhelniky podobné. Shodnost vyplyva z toho, ze stfedni
pricky puli jednotlivé strany.]

Uveédomte si, ze dva trojuhelniky maji shodné obsahy, shoduji-li se jak ve dvou stranéach,
tak i v k nim pfislusnych vyskach. Uzitim tohoto pravidla vysvétlete, pro¢ jedna téznice
libovolného trojuhelniku ptli jeho obsah, zatimco vSechny tfi téznice déli jeho obsah na
Sest stejné velkych dilt. [V trojuhelniku ABC' s téznicemi AA;, BBy, CC1 a tézistém T
pro prvni tvrzeni o téZnici AA; uzijte pravidlo na dvojici trojuhelnikt (ABA;, ACAy),
pro druhé tvrzeni o Sesti dilech navic i na dvojice (ATC1,BTC41), (BTA1,CTAq)
a (CTB1,ATB1).]

Uvédomte si, ze dva trojuhelniky, které se shoduji v jedné strané, maji své obsahy
v poméru prislusnych vysek k této strané. Uzitim tohoto pravidla vysvétlete, proc

Vv

v Ve

trojuhelniku tfikrat mensi vzdalenost nez protéjsi vrchol.]

Nad pfeponou AB pravouhlého trojuhelniku ABC sestrojme ¢tverec ABDE. Zjistéte
(v zavislosti na délkéch stran trojuhelniku), v jakém poméru rozdéluje primka vysky
z vrcholu C na pfeponu AB obsah ¢tverce ABDE. [Podle Eukleidovy véty o odvésné to
je a2 : b2, protoze p¥imka vysky z vrcholu C déli étverec na dva obdélniky se spoleénou
stranou.]

Uvédomte si, ze dva trojuhelniky, které se shoduji v jedné vysce, maji své obsahy v po-
meéru délek stran, jimz tato vyska prislusi. Uzitim tohoto pravidla pak dokazte tvrzeni:
Libovolny konvexni ¢tytuhelnik je svymi tthlopfickami rozdélen na ctyri trojuhelniky
o obsazich, které lze oznacit S1, S2, Ss a Sy tak, ze plati S1 : So = Sy : S3 a Ze rovnost
S2 = S4 nastane, pravé kdyz jsou rovnobézné ty strany c¢tyfuhelniku, které nalezi
trojuhelnikiim o obsazich S a S3. [Oznacéime-li doty¢éné obsahy S; ¢ty trojahelnika
v kruhovém poradi kolem jejich spole¢ného vrcholu, oba poméry S; : S2 a Sq4 : S3
budou shodné s pomérem, v jakém jedna z Uhlopficek ¢tyiuhelniku déli jeho druhou
uhlopfricku. Rovnost So = Sy je ekvivalentni s rovnosti S1+S2 = S1+ 54, jez je rovnosti
obsaht dvou trojuhelnikii se spole¢nou stranou.|



5. Tabulku 3 x 3 mdme vyplnit deviti danymsi cisly tak, aby v kaZdém rdadku i sloupci
bylo nejvetsi cislo souctem ostatnich dvou. Rozhodnéte, zda je mozné takovy kol
splnit s cisly

a) 1,2,3,4,5,6,7,8,9;

b) 2,3,4,5,6,7,8,9, 10.
Pokud ano, zjistete, kolika zptusoby lze ukol spinit tak, aby nejvétsi cislo bylo upro-
stred tabulky. (Jaromir Simsa)

RESENT. Soudet ¢isel v kazdém Fadku (i v kazdém sloupci) je sudy, rovna se totiz
dvojnasobku nejvétsiho ze tii zapsanych cisel. Proto musi byt i soucet vSech cisel za-
psanych v tabulce sudy. Jelikoz v pfipadé a) je soucet ¢isel roven 45, kol nelze splnit.

Protoze soucet ¢isel v pfipadé b) je sudy (10-11/2 — 1 = 54), pokusime se tabulku
vyplnit pozadovanym zpiisobem. Mezi danymi deviti ¢isly je pét ¢isel sudych (budeme
je oznacovat symbolem S) a ¢tyii licha ¢isla (ta budeme oznacovat symbolem L). Sym-
bolicky tedy musi v kazdém Fadku i sloupci platit jedna z rovnosti S = L+ L, S =S+ S
nebo L = S + L. Pokud se podivame na pocty pouzitych sudych a lichych ¢isel v téchto
rovnostech a zohlednime i to, Ze musime pouzit vic ¢isel sudych nez lichych, usoudime,
ze aspon jeden fadek a jeden sloupec musi byt typu S =S5 + S.

Radky nasi tabulky miizeme pfehazovat mezi sebou, aniz bychom porusili podminku
ze zadani. Podobné to plati pro sloupce. Mtizeme proto predpokladat, ze jak prvni fadek,
tak 1 prvni sloupec obsahuji pouze suda ¢isla (jsou tedy typu S = S + S). Podivejme
se na jejich spole¢né policko (levy horni roh tabulky), v némz musi byt napsano jedno
z Cisel 2, 4, 6, 8 nebo 10.

VypiSeme pro kazdého z péti kandidatd vSechny piihodné rovnosti pro splnéni
podminky tlohy pro prvni sloupec a prvni rfadek:

2=6—-4=8-6=10-8, 4=6-2=10—-6, 6=2+4=8—-2=10—4,
8=24+6=10—-2, 10=8+2=06+4.

Vidime, ze pouze ¢tyrku a osmicku dvéma ,disjunktnimi“ zplsoby zapsat nelze, proto
ve spole¢ném poli musi byt napsano jedno z ¢isel 2, 6 nebo 10 a tabulka potom musi byt
(az na poradi fadku, sloupct a pfipadné preklopeni podle thlopficky) vyplnéna sudymi
¢isly jednim ze t¥i zptsobu (hvézdicky tu oznacuji ¢tyfi lichd ¢isla 3, 5, 7, 9 zapsand
v néjakém potadi), které budeme dale zkoumat:

8110 6128 100416
* | * 4| x| * 2 x| %
6 | x| x 10| = | = 8| * | %
Typ A Typ B Typ C

V tabulce typu A bychom v 2. a 3. sloupci museli mit 8 = 3+5a 10 = 3+ 7,
¢islo 3 vSak nemiize byt v obou sloupcich, proto pozadované vyplnéni tabulky typu A
neexistuje.

V tabulce typu B méame ve 3. fadku a 3. sloupci opét ¢isla 8 a 10 a z jiz uvedenych
rovnosti naopak vidime, ze tabulku lze doplnit jedinym vyhovujicim zptisobem

62|38 2168
4195 =~ |7]10|3
10) 713 914|5




Tabulku jsme rovnou pfeménili (vzéjemnou vyménou nejprve prvniho sloupce s druhym
a poté druhého fadku s t¥etim) do jednoho z moznych tvari, kdy ¢islo 10 stoji uprostied
tabulky, jak vyzaduje zadani tlohy.

Konec¢né v tabulce typu C mame v 3. fadku jedinou moznost vyjadieni 8 = 5 + 3,
zatimco v 3. sloupci je to jediné 6 = 9 — 3. Tim je urcena pozice nejen cisel 3, 5 a 9, ale
i zbyvajiciho ¢isla 7. Vysledna tabulka zjevné tloze nevyhovuje.

Zbyva zjistit pocet riuznych tabulek, které lze z vyplnéné tabulky typu B vytvorit
tak, aby cislo 10 bylo uprostfed. V prostfednim fadku ¢i sloupci musi spolu s 10 byt
Cisla 6 a 4, resp. 7 a 3, pro jejich umisténi tak méame celkem 4 - 2 = 8 moznosti (Sestku
dame na jedno ze c¢tyt poli sousedicich s prostiedni desitkou, ¢tyika pak bude na poli
prot€jsim, sedmicku ddme na jedno ze dvou zbyvajicich poli sousedicich s desitkou; ¢isla
v rohovych polich jsou pak uz uréena jednoznacéné).

JINE RESENI. Jesté jednim zpusobem ukazeme, Ze poZzadované vyplnéni tabulky
¢isly 2 az 10 je (az na mozné zmény poradi fadki, poradi sloupcu a preklopeni tabulky
podél jejich uhlopticek) jediné.

Vybereme po nejvétsim ¢islu z kazdého fadku (respektive kazdého sloupce) spravné
vyplnéné tabulky, dostaneme v obou pripadech tfi ¢isla, jejichz soucet se musi podle
zadani rovnat poloviné souctu vsSech deviti zapsanych cisel, tedy c¢islu 54 : 2 = 27, coz
je 10 + 9 + 8. Proto t¥i vybrana ¢isla museji byt 10, 9 a 8, nebot kazdé jinad trojice
zapsanych ¢isel ma soucet mensi nez 27. Tak jsme zjistili, ze ¢isla 10, 9, 8 museji byt
zapsana kazdé v jiném fadku i v jiném sloupci. S ohledem na vySe popsané zmény tak
muzeme predpokladat, ze ¢isla 10, 9, 8 jsou zapsana na téze uhlopticce tabulky jako na
poslednim obrazku predchoziho feseni:

* | x| 8
¥ | 9| %
10] % | *

Podminku tlohy pro fadky a sloupce s ¢isly 8 a 10 1ze splnit jediné tak, jak vyjadiuji
rovnosti 8§ =2+6 =3+5a 10 =3+ 7 =4+ 6. Odtud plyne, ze neurcena ¢isla ve dvou
rohovych polich tabulky museji byt 3 a 6 — jedina dveé cisla vystupujici v uvedenych
vyjadfenich obou ¢isel 8 a 10. Umisténi ¢isel 3 a 6 je tedy (az na mozné ptreklopeni podél
uhlopficky s ¢isly 10, 9, 8) dano:

6|8
* |9
10| = | 3

Umisténi zbylych cisel 2, 4, 5, 7 je nasnadé i pro zaky prvni obecné — viz posledni
tabulku z predchoziho feseni pred konec¢nou zménou poradi radkt a sloupcii.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Je mozné vyplnit tabulku 3x 3 ¢isly 1,2, ..., 9 tak, aby soucet cisel v kazdém Fadku bylo
sudé ¢islo? [Ne, protoze pak by musel byt i soucet vsech ¢isel sudy a 1+2+...49 = 45,

N2. Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 ¢isly 2,3, ..., 10 tak, aby v kazdém radku bylo nejvétsi
¢islo souctem ostatnich dvou? [Ano, vyhovuje naptiklad vyplnéni fadka trojicemi Cisel
(2,6,8), (4,5,9) a (3,7,10) v jakémkoli potfadi.]

N3. Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 ¢isly 4,5,...,12 tak, aby v kazdém sloupci bylo nej-
vétsi ¢Eislo souctem ostatnich dvou? [Ne. Souéet vsech 9 ¢isel je 72, takZe soucet tii
sloupcovych maxim by musel byt 36, coz je vice nez 10 + 11 + 12.]
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D1.

D2.

Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 ¢isly 1,2,...,9 tak, aby soucin cisel v kazdém radku
byl druhou mocninou néjakého pfirozeného &isla? [Ne, protoze soucin zadanych ¢&isel
nen{ druhou mocninou.]

Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 ¢isly 1,2,...,9 tak, aby soucet Cisel v kazdém radku
a v kazdém sloupci byl néjakym prvoéislem? [Ano, jedno z feSeni je zleva doprava
a shora dolu s ¢isly po fadé 1, 3, 7, 6, 9, 2, 4, 5, 8]
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6. Pro kladnd redind ¢isla a, b, ¢ plati a® +b* + c? +ab+bc+ ca < 1. Najdéte nejuétsi
moznou hodnotu souctu a + b+ c. (Jan Mazak)

RESENI. Pii feseni tohoto tikolu je uZiteéné hledat vztah mezi dvéma zadanymi

vyrazy. Prvni z nich a? + b? + ¢? 4 ab + bc + ca obsahuje druhé mocniny proménnych,
pricemz druhy a + b + ¢ pouze prvni mocniny. Jeho umocnénim vsak dostaneme

(a+b+c)? =a®+b*+ 2+ 2(ab + be + ac). (1)
Vyrazy a? + b + ¢ a ab + bc + ac jsou navic ve vzdjemném vztahu, totiz
ab+bc+ac < a? +b* + 2, (2)

jak snadno odvodime ze zfejmé nerovnosti (a — b)% + (b — ¢) + (¢ — a)? = 0.
Ziskana nerovnost (2) nam spolu s danou nerovnosti umoziuje psat

2(ab+bc+ac) La? + b+ +ab+bec+ac <1,

takze
ab + bc+ ac < %

KdyZ nyni sikovné dosadime do rovnosti (1) tak, abychom zaroven vyuzili i danou
nerovnost, dostaneme

(a+b+c)? =a®+b*+ 2+ 2(ab+ bc+ ac) =
=a® +b> + c + (ab+ be + ac) + (ab+be +ac) 1+

N
[NJ[VY]

A protoze ¢isla a, b, ¢ jsou kladna, dostavame odhad

a—l—b+c§\/g.

Zbyva ukazat, ze tuto hodnotu lze také dosdhnout. Nejjednodussi moznosti je vy-
zkouSet a = b = ¢ (nebot pak nerovnost (2) pfejde v rovnost). V tomto pfipadé z dané
nerovnosti vyjde 6a®> < 1 s rovnosti pro a = b = ¢ = 1/4/6, pro kterézto hodnoty
opravdu vychdzi a + b+ ¢ = /3/2.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Pro kladna &isla a, b, ¢ plati a® + b2 + ab < 2. Najdéte nejvétsi moznou hodnotu
soudinu ab. [Vyuzijte odhad 2ab < a? + b2, nejvétsi hodnota ab = 2/3 se dosdhne pro
a=b=+/2/3]

N2. Dokazte nerovnost a? + b2 + ¢? 2 ab + bc + ca a zjistéte, kdy v ni nastava rovnost.
[Pronésobime dvéma a upravime do tvaru (a — b)2 + (b — ¢)?2 + (¢ — a)? 2 0, rovnost
nastane, pravé kdyz a = b = c.]

N3. Realna ¢&isla a, b, ¢ maji soudet 3. Dokazte, %e 3 = ab + bc + ca. Kdy nastane rovnost?
[Plyne z rovnosti 9 = (a + b+ ¢)? = a? + b? + ¢ + 2(ab + bc + ca) a z piedeslé tlohy.
Rovnost nastane jediné v pfipadé a =b=c =1

D1. Necht a, b, ¢ jsou kladna redlna cisla, jejichz soucet je 3, a kazdé z nich je nejvyse 2.
Dokazte, Ze plati nerovnost a® + b2 + ¢ + 3abc < 9. [F8-C—13]

D2. Pro nezapornd realnd &isla a, b plati a? + b2 = 1. Urdete nejmensi i nejvétsi moznou

hodnotu vyrazu V = (a* + b* + ab+ 1)/(a + b). [68—B-1-4]
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