70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/2021)

/ VvV 7/

Ulohy domaci &asti |. kola kategorie A

1. Na tabuli jsou napsana (ne nutné riznd) prvocisla, jejichz soucin je 105krdt vétsi nez
jejich soucet. Urcete vSechna napsand prvocisla, pokud jich je
(a) pét;
(b) sedm. (Tomas Jurik, Jaromir Simsa)

RESENI. (a) Pro prvodisla py, p2, ps, pa, ps napsand na tabuli podle zadéani plati

P1P2p3Paps = 105(p1 + p2 + ps + pa + ps). (1)

Protoze ¢islo na pravé strané (1) je nasobkem ¢isla 105 = 3 -5 - 7, nékterd tii z péti
prvocisel na levé strané (1) se rovnaji 3, 5 a 7. Bez Gjmy na vSeobecnosti tak muzeme
predpokladat, Ze plati p3 = 3, py = 5 a p5s = 7. Rovnost (1) se pak po dosazeni a vydéleni
obou stran ¢islem 105 zjednodusi na

pip2 = p1 +p2 + 15.

Takovou rovnici s nezndmymi celymi ¢isly pi, p2 standardni dpravou prevedeme na
soucinovy tvar

(p1 —1)(p2 — 1) = 16. (2)

V nasi tloze jsou pi, pe prvocisla, takze oba ¢initelé p; — 1 a py — 1 jsou prirozena ¢isla.
Jisté lze oznaceni volit tak, aby platilo p1 = p9, a tedy i p1 — 1 = py — 1.

Cislo 16 z pravé strany (2) lze rozloZit na soucin dvou piirozenych ¢isel a = py — 1,
b = po — 1 splnujicich podminku @ = b pravé témito zpusoby: 16 - 1, 8 - 2 a 4 - 4.
Témto rozkladim postupné odpovidaji dvojice (p1,p2) rovné (17,2), (9,3), (5,5). Pouze
prostiednich z nich neni dvojici prvocisel. Doplnénim obou krajnich dvojic o trojici (3,5, 7)
z Gvodni ¢asti FeSeni dostaneme jedind dvé feSeni ¢asti a) tlohy, kterd nyni zapiSeme pro
prehlednost jako pétice prvocisel v neklesajicim poradi: 2,3,5,7,17 a 3,5,5,5,7.

(b) V tomto pripadé ma pro prvocisla py, pa, ps, pa, Ps, Ps, Pr hapsand na tabuli
platit rovnost

P1P2p3papspepr = 105(p1 + p2 + p3 + pa + ps + pe + p7).

Obdobné jako v ¢&sti (a) usoudime, Ze bez ijmy na obecnosti jsou ps, pg a pr prvocisla
3,5 a7 a 7ze ndm tak zbyva Tesit rovnici

P1P2p3p4 = p1 + p2 + p3 + ps + 15. (3)

Jisté muzeme predpokladat, ze p; je nejvétsi (pripadné jedno z nejvétsich) mezi ¢isly
P1, P2, P3, p4. Protoze jde o prvocisla, je kazdé z nich je aspon 2. Tim padem miizeme
odhadnout levou i pravou stranu rovnice (3) néasledovné:

p1-2-2-2 S pipopsps = p1+p2 +ps +pa+ 15 = 4dpy + 15,
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Pro upravené krajni vyrazy tak méame nerovnost 8p; < 4p; + 15, odkud p; < 3,75, tudiz
pro prvodcislo p; plati p; € {2,3}. Protoze jsme za p; vybrali nejvétsi z prvoéisel py, po,
D3, P4, je kazdé z nich rovno 2 nebo 3.

Predchozim odstavcem jsme cely postup feseni rovnice (3) v oboru prvocisel
zredukovali na pouhou provérku, které ze ctveric tvorenych vyluéné ¢isly 2 a 3
dotycné rovnici vyhovuji. Jednd se o pravé pét ruznych (neusporadanych) étveric
(2,2,2,2),(2,2,2,3), (2,2,3,3), (2,3,3,3), (3,3,3,3). Dosazenim se snadno presvédéime,
ze vyhovuje jediné ¢tvefice (2,2,2,3). Doplnénim o tvodni trojici (3,5,7) dostaneme
(jediné) Teseni ¢asti (b) tlohy, kterou je sedmice prvodisel 2,2,2,3,3,5,7.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Vyieste soutézni tilohu pro pifpad tif prvoéisel. [Reseni neexistuje. Soucin vyhovujicich
tT1 prvocisel je nasobek c¢isla 105 = 3-5-7, takze tato prvocisla musi byt 3, 5 a 7. Pritom
v8ak 3-5-7#105-(3+5+7).]

N2. Vyieste soutézni tilohu pro piipad étyd prvocisel. [ReSeni neexistuje. Podobné jako
v N1 tfi z prvocisel musi byt 3, 5, 7 a pro ¢tvrté prvocislo p mé platit rovnice
3:5-7-p=105-(3+5+4+ p), kterou zjevné zddné prvocislo p nespliiuje.]

N3. Najdéte vSechny trojice prvocisel takové, Ze jejich soucin je sedminasobkem jejich souctu.
[Uloha ma jediné Teseni, trojici 3, 5, 7. Podobné jako v N1 ukazte, Zze jedno z prvocisel
je 7. Pro zbyvajici dvé, ozna¢me je p a ¢, mé platit Tpg = 7(p + ¢ + 7), coz upravime
postupné na pg = p+q+7, ddle na p(¢—1) = (g—1)+8 a koneéné na (p—1)(¢—1) = 8.
Pfi oznaceni takovém, Ze p = g neboli p—1 = ¢— 1, madme moZnosti (p—1,¢—1) = (8,1)
nebo (p—1,¢ — 1) = (4,2). Jen druhd vede k dvojici prvocisel.|

N4. Najdéte viechna celd ¢isla z a y, pro kterd 3xy = 5z 4 Ty + 1. [Ctyii feSeni (z,y): (—4,1),
(2,—11), (3,8), (15,2). Po vynasobeni tfemi dostaneme rovnici 9xy = 15z + 21y + 3. Ted
uz ji muzeme upravit na soucinovy tvar (3z — a)(3y — b) = 3a + 3b s vhodnymi celymi
Cisly a a b, totiz (3z — 7)(3y — 5) = 38. Zbyva rozebrat vsechny moznosti rozkladu ¢isla
38 na soucin dvou celych ¢isel.]

N5. Najdéte vSechna pfirozend ¢isla x, y a z, pro kterd plati zyz = = + y + z + 2. [AZ na
poradi t¥i feseni: (1,2,5), (1,3,3), (2,2,2). Je-li néjaké z éisel x, y, z rovno 1, napiiklad x,
dostaneme rovnici yz = y + z + 3 s FeSenimi (2,5) a (3,3) (podle postupu z N4). Je-li
naopak min(z,y, z) 2 2 a napiiklad z = max(x, y, z), plati z+y—+2+2 < 32+2 a soucasné
xyz 2 4z. Odtud plyne 42 £ 3z + 2 neboli z < 2, takze je tedy nutné x =y =2 =2, a
to je skutecné fesent.]

D1. Vyfeste soutézni tlohu pro pifpad Sesti prvoéisel. [ReSeni neexistuje. Podobné jako v N1
usoudime, ze z Sesti prvocisel tfi jsou 3, 5 a 7, ostatni, které oznac¢ime x, y a z, splnuji
rovnici zyz = x + y + z + 15. Je-li nékteré z prvocisel x, y, z rovno 2, postupem z reseni
N4 zjistime, Ze rovnice nemé prvociselné feseni. V opaéném piipadé, kdy min(z,y,2) = 3
a napiiklad z = max(z,y, z), mdme 9z < xyz =z 4+ y + 2+ 15 < 32+ 15 neboli z < 2,5,
a to je spor.]

D2. Vyfeste soutézni tlohu pro piipad n > 8 prvoéisel. [ReSeni neexistuje pro zadné n > 8.
Podobné jako v N1 jsou tii prvocisla 3, 5 a 7, zbyvajici oznacme py, ..., pg, kde k =n—3,
tedy k = 5. Plati py - - -px = p1 + - - + pr + 15. Je-li napiiklad p; = max(p1,...,px), pak
2k 1p <proopp =pr+. . Ao +15 Sk -py+15, tedy py (2871 —k) < 15. Indukei se vSak
snadno ukéaze, Ze pro kazdé k > 5 plati 2871 — k > 11, odkud p; (2871 — k) 2 211 = 22,
coz odporuje dffve odvozené nerovnosti.|

D3. Najdéte vSechna prvoéisla z, y, z spliujici rovnici 22 + y? + 22 = z +y + 2 + 18. [Jediné
feSeni x = y = z = 3. Necht nejprve nékteré z prvocisel x, y a z je rovno 2, napr. z. Pak
plati 22 4+ y? = 2 + y + 16. Snadno ovéiime, ze nemiize byt ani x = 2, a tedy ani y = 2, a
proto min(z,y) = 3. Tehdy 3z + 3y < 22 +y? = x +y + 16, takze takze z +y < 8, tudiz
staci otestovat dvojice (z,y) rovné (3,3) a (5, 3), které vsak nevedou k Feseni. Pfejdeme
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D4.

k druhému pifpadu, kdy min(z,y, z) = 3. Tehdy 3z+3y+3z < 22 +y?+22 = x+y+2+18,
takze x +y + 2z £ 9, tedy nutné x = y = z = 3, coz je skuteéné feSeni tilohy.]

Najdéte vsechna prvocisla x, y, z spliujici rovnici zyz = zy +yz + zx + = + y + z + 35.
[Jediné feSeni © = y = z = 5. Jestlize je néjaké z prvocisel rovno 2 nebo 3, tak dosazenim
dostaneme rovnice podobné jako v N4, o kterych se stejnym postupem presvédcime, ze
nemaji zddnéd prvociselnd FeSeni. Predpoklddejme proto déle, ze x = y = 2z = 5. Potom

ey Sayz=ay+yz+zex+xz+y+z+35 = 3zy + 3z + 35,
odkud z(2y — 3) £ 35. Zaroven vSak z x =2 5 a2y —3 =2 2-5—3 = 7 plyne opatnd

nerovnost z(2y — 3) = 35, takZze nutné x = y = 5, a proto rovnéz z = 5, tedy jediné
mozné feSeni je x =y = z = 5.]
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2. V ostrouhlém trojihelniku ABC' lezi na strané BC body D a E tak, Ze D je mezi B
a E, |AD| = |CD| a |AE| = |BE|. Bod F je takovy bod, Ze FD || AB a FE || AC.
Dokazte, zZe |FB| = |FC|. (Patrik Bak)

RESEN{. Zadana rovnost |[AD| = |C'D| znamena, 7e bod D je priisecik strany BC
s osou 04¢ strany AC. Podobné diky rovnosti |AE| = |BE)| je bod E prusecik strany BC
s osou oap strany AB. Prusec¢ik O téchto dvou os, ktery ozna¢ime jako O (obr. 1), je
sttedem kruznice opsané trojihelniku ABC'. Dodejme, ze podle zadani plati D # E|
a tak je bod O rizny od bodi D a E. Proto mizeme dale mluvit o osach oac, 045 jako
o primkéch DO, resp. FO.

R \-\
yau X
' |O N

Obr. 1

Zaméfme se nyni na bod F. Tento je uré¢en podminkami rovnobéznosti FD || AB
a FE || AC (F tak zfejmé lezi uvnitt AABC, a tudiz existuje ADEF). S ohledem
na AB 1 FO a AC 1 DO dostavame kolmosti vyznacené na obrazku: FD 1 FO a
FFE 1 DO. Plyne z nich, ze bod O je priise¢ikem dvou vysek trojuhelnitku DEF'. Jeho
treti vyska z vrcholu F' tedy lezi na téze kolmici k pifimce BC' jako stfed O opsané
kruznice. Jinak feceno, bod F' lezi na ose strany BC, a proto plati rovnost |FB| = |FC|,
kterou jsme méli dokazat.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Uvédomte si, jak se dokazuje Skolni poznatek, Ze osy stran libovolného trojihelniku ABC
se protinaji v jednom bodé. [Oznac¢me O priseéik os stran AB a AC. Podle vlastnosti
os tsefek nutné plati |OA| = |OB| a |OA| = |0C|, takze |OB| = |OC|, coz naopak
znamend, ze bod O lezi na ose strany BC'.]

N2. Dokazete uzitim poznatku o osich stran z tlohy N1 odvodit jiny Skolni poznatek, ze
také vysky libovolného trojihelniku ABC se (jako pfimky) protinaji v jednom bodé&?
[Trojihelnik ABC' dopliite tiikrat na rovnobéznik ABA'C', BCB’A, resp. CAC'B. Pak
body A, B, C jsou stfedy stran trojuhelniku A’B’C’. Osy jeho stran se protinaji v jednom
bodé (podle tlohy N1) a lez{ na nich vysky pivodniho trojihelniku ABC']

N3. Uvédomte si nasledujici ekvivalentni formulaci tvrzeni o existenci priseciku vysek
libovolného trojihelniku ABC'": Jestlize pro néjaky bod H roviny trojihelniku ABC plati
HB 1 AC a HC 1L AB, pak bud H = A, nebo HA 1 BC. [Bod H je pruse¢ikem dvou
vysek trojuhelniku ABC a kazda z relaci H = A, HA 1 BC znamen4, Zze bod H lezi i
na treti vysce z vrcholu A.]

D1. Dokazte implikaci z ilohy N3 metodou obvodovych uhli, alespon pro piipad ostrothlého
trojihelniku ABC. [Necht tedy HB 1 AC, HC 1 AB. Ozna¢me A’ prusecitk AH
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D2.

D3.

a BC, B’ pruse¢tk BH a AC, a C' pruse¢ik CH a AB. Ctyithelniky AC’'HB’
a BC'B’'C jsou tétivové diky pravym dhlim < AB'H, <« HC'A, xBC'C, xBB'C. Proto
|XBAA'| = |xC'AH| = |xC'B'H| = |¥C'B'B| = |«C'CB|. Trojthelniky BAA’,
BCC’ se proto shoduji ve dvou vnitfnich thlech, takZze se shoduji i ve tfetim z nich:
|XAA'B| = |«BC'C| =90°. Odtud wz HA 1L BC']

V trojtihelniku ABC plati |AB| # |AC|. Necht S je takovy bod osy tthlu BAC, pro ktery
plati |SB| = |SC|. Dokazte, ze bod S lezi na kruznici opsané trojihelniku ABC. [Pracovat
primo se zadanym bodem S je obtizné, a tak uvazime pomocny bod S’, kterym je prisecik
S’ # A osy thlu BAC' s kruznici opsanou. Jak je dobfe zndmo, plati |S'B| = |S’C| (plyne
to ze shodnosti obvodovych thlia S’ AB a S’ AC). Diky podmince |AB| # |AC]| je spole¢ny
bod S osy tthlu BAC' a osy strany BC jediny, a tak plati S’ = S.]

V trojihelniku ABC se stfedem I kruznice vepsané plati |AB| < |AC|. Necht D je bod
strany AC' takovy, ze |AB| = |AD|. Dokazte, ze body B, C, D, I lezi na jedné kruznici.
[Polopfimka AI je osa tthlu BAC, a tedy i osa tthlu BAD, kterd je diky podmince
|AB| = |AD| zéroven i osou tsecky BD. Bod I je tedy pro trojihelnik BC'D takovym
bodem osy tthlu BC'D, pro ktery plati |[IB| = |ID|. Protoze navic |CB| # |CD| (nebot
|CD| = |AC| — |AD| = |AC| — |AB| < |CB| podle trojihelnikové nerovnosti), je mozné
uzit vysledek tlohy D2, podle kterého lezi bod I kruznici opsané trojihelniku BC'D. Jiné
resent: Stac¢i ukazat, ze oba thly BIC a BDC maji velikost 90° + %a, kde jako obvykle
a = |XBAC|]
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3. Jsou-li a, b, ¢ navzdajem riznd kladnd redlnd cisla, jaky je mejmensi mozny pocet
ruznych cisel mezi c¢isly a +b, b+ ¢, c+ a, ab, be, ca, abc? (Patrik Bak)

RESENI. ProtoZe a, b, ¢ jsou navzajem rizné kladné ¢isla, jsou takova i ¢isla ab, be, ca,
nebot napiiklad z ab = be plyne a = ¢ (diky b # 0). Vidime tak, ze ve zkoumané sedmici
¢isel a + b, b+ ¢, ¢+ a, ab, be, ca, abe jsou aspon 3 ruzné hodnoty. Dokazeme nejdrive
sporem, ze pravé 3 hodnoty to nikdy byt nemohou. Poté uvedeme ptiklad zkoumané
sedmice, kterd je slozena pouze ze 4 riznych hodnot.

Nejprve tedy pripustme, ze v nékteré sedmici jsou pravé 3 riizné hodnoty. Vime, Ze
jsou to hodnoty tfi soucinu ab, be, ca, a tak soucin abc se musi rovnat jednomu z nich.
Znamena to, ze jedno z ¢isel a, b, ¢ je rovno 1, nebot napriklad z abc = ab plyne ¢ = 1.

Bez Gjmy na obecnosti se dale omezime na pripad ¢ = 1. Doty¢nou sedmici se tfemi
riaznymi hodnotami pak mizeme zredukovat na Sestici téze vlastnosti, ktera je slozena
z Cisel

a+b, a+1, b+ 1, ab, a, b
(dosadili jsme ¢ = 1 a vynechali ¢islo abe rovné ab). Protoze uz jsou vylouceny rovnosti
a =1ab=1, tfi razné hodnoty jsou zastoupeny jak v prvni trojici a +b, a+ 1, b+ 1,
tak i ve druhé trojici ab, a, b. Obé cisla a, b z druhé trojice proto musi lezet v mnoziné
{a+b,a+1,b+1}. Toho lze dosdhnout jediné tak, ze plati a = b+ 1 a soucasné b = a+1,
a to je nemozné. Dlkaz sporem je hotov.

Jak jsme slibili, v druhé c¢asti feseni uvedeme priklad zkoumané sedmice, ktera je
slozena ze 4 rtiznych hodnot. Podle predchozich pozorovani se vyplati prozkoumat situaci,
kdy plati feknéme ¢ = 1 a zaroven b = a + 1. Tehdy mame

(a+bb+c,c+a)=(2a+1,a+2,a+1) a (ab,bc,ca,abc) = (a2+a,a—|—1,a,a2+a).
Staci tedy najit takové kladné ¢islo a # 1, aby v pétici ¢isel
a, a+1, a+2 2a+1, a>+a

byly jen ¢tyfi rizné hodnoty. S ohledem na zfejmé nerovnosti, které pro uvazovana a
mezi témito péti ¢isly panuji, se ke splnéni pozadavku nabizeji pravé dvé moznosti. Jsou
vyjadreny rovnicemi

a>+a=2a+1, resp. a’+a=a+2.

Obé skutecné vedou k vyhovujicim trojicim, jez jsou tvaru

(a,b,c) = (1+\/3,3+\/3,1>, resp. (a,b,c) = (\/5,1—1—\/5,1).

2 2

Zdver. Nejmensi mozny pocet rtuznych ¢isel ve zkoumané sedmici je roven 4.

PozNAMKA. Pokud nebudeme rozlisovat trojice (a, b, ¢), které se 1isi pouze poradim
svych prvki, existuji dalsi dvé pripustné trojice, pro néz se ve zkoumané sedmici najdou
pouze 4 rtizné hodnoty. Prvni z nich je trojice

(a:b,¢) = (a’ail’ (a—a1)2>’
6
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kde a > 0 je jediny redlny kofen kubické rovnice a® —4a? +4a —2 = 0. Druhou vyhovujici

trojici je
(abc):(a a a(a—1)>

a2—a—1"a2—-a—-1

kde a je vétsi ze dvou kladnych kofent rovnice a* — 2a® — 2a® 4+ 2a + 2 = 0.*

JINE RESENI. Jesté jednim zptisobem dokdZeme, Ze ve zkoumané sedmici ¢isel a + b,
b+ c, c+ a, ab, be, ca, abc musi byt aspon 4 rizné hodnoty. Vyuzijeme pritom obecné
uzitecny obrat: s ohledem na symetrické zastoupeni cisel a, b, ¢ je muzeme predem
usporadat podle velikosti.

Budeme tedy predpoklddat, ze pro (kladnd) ¢isla a, b, ¢ plati a < b < ¢ (podle zadani
jsou riznd). Potom zfejmé rovnéz plati

a+b<a+c<b+c a ab<ac<bc. (1)
Vidime, Ze mezi dohromady Sesti ¢isly zapsanymi v (1) se najdou aspon 4 rtizné hodnoty,

nenastane-li pripad, kdy usporadané trojice (a + b,a + ¢,b + ¢) a (ab, ac, be) splynou, tj.
bude splnéna soustava rovnic

a—+b=ab,
a—+c=ac,
b+ c = bc.

Ukazme, ze to neni mozné. Odectenim druhé rovnice od prvni dostaneme po snadné
upravé (b — ¢)(1 —a) = 0. To s ohledem na b # ¢ znamend a = 1. Po dosazeni do prvni
rovnice ovsem obdrzime rovnici 1 4+ b = b, kterda nema reseni.

Tim je tvodem slibeny diikaz hotov. Za povsSimnuti stoji, Ze jsme v ném vibec
nepottebovali posledni ¢islo abe ze sedmice a+ b, b+ ¢, c+ a, ab, be, ca, abe. Ukazali jsme
totiz, ze aspon 4 ruzné hodnoty se vzdy najdou jiz mezi jejimi prvnimi Sesti ¢isly.

Dodejme, 7Ze prave popsany postup lze vyuzit i pti hledani (vSech) sedmic slozenych
ze 4 riznych hodnot. Plyne z ného totiz, ze takovou sedmici dostaneme, pravé kdyz
tiiprvkové mnoziny {a+b,a+c,b+c} a {ab, ac,bc} se budou shodovat ve dvou hodnotdch
a kdyz pak hodnota abc bude rovna jedné ze c¢tyr hodnot z obou mnozin.** Tak napriklad
dvé usporddané trojice (a,b,c) nalezené v zavéru prvniho feseni jsou po fadé resenimi
soustav rovnic

a—+b=ab, b+ c=ab,
a+ c = be, resp. a+c=be,
abc = ab, abc = ab.
Podobné uspotadané trojice (a, b, ¢) uvedené v pozndmce za prvnim fesenim jsou po fadé
reSenimi soustav rovnic

a+b=ab, a+b=ac,
b+ c=ac, resp. b+ c=ab,
abc = a + c, abc = a + c.

* Prvni trojice je piiblizné (2,8393; 1,5437;0,8393), druha (2,3322; 1,1069; 1,4746).
** Vsimnéte si, Ze tyto podminky jsou v proménnych a, b, ¢ symetrické.
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NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

Ve vsech ulohach budou a, b, ¢ navzdjem ruznd kladné realnd cisla.

Urcete nejmensi mozny pocet riaznych ¢isel mezi ¢isly a +b, b+ ¢, ¢+ a, a+ b+ c.
[Jde vzdy o Gtyfi rtznd Cisla. Jisté lze predpoklddat, ze 0 < a < b < c¢. Pak ovSem
a+b<a+c<bt+c<a+b+c]

Uréete nejmens{ mozny pocet ruznych é&isel mezi Cisly ab, be, ca, abe. [TT. Jisté lze
predpokladat, ze 0 < a < b < c¢. Pak ovSem ab < ac < be, takze aspon tri rtizné hodnoty
existuji vzdy. Pravé t¥i rizné hodnoty to budou, pravé kdyz ¢islo abc bude rovno jednomu
z ¢isel ab, ac, be, tj. pravé kdyz bude 1 € {a,b,c}.]

Urcete nejmensi pocet riznych ¢isel mezi ¢isly a+1, b+ 1, a, b, ab. Je tento pocet mozny
v piipadé, kdy navic jsou ¢isla a a b ruznd od 1?7 [Tfi a moZny pocet to je i v piipadé
a#1#b .S ohledem na symetrii zadani v proménnych a a b mizeme predpokladat, ze
a < b. Protoze b < b+ 1, jsou a, b, b+ 1 tfi rizné hodnoty. Aby byly préavé tii v celé
pétici, musi platit a + 1 = b a v pripadé a # 1 # b jesté musi byt ab = b+ 1. Obéma
rovnostem vyhovuji ¢sla a = v/2 a b = v/2 + 1, kterd jsou rizna od 1 a pro kterd jsou
v pétici skutecné t¥i rizné hodnoty.]

Urcete nejmensi mozny pocet ruznych ¢isel mezi Cisly ab, ac, a + b, a + c. [TFi. Protoze
ab # ac a také a+b # a+ ¢, tak mame aspon 2 ruzné hodnoty. Pripustme, Ze mame pravé
2 razné hodnoty v celé ¢tverici. Pak mame dvé moznosti: bud ab = a + b a ac = a + c,
nebo ab = a+ c a ac = a+b. V prvnim pripadé po odecteni obou rovnosti dostaneme
(a—1)(b—c¢) =0, odkud @ = 1, a to je spor s ab = a + b. V druhém piipadé po
podobném odeétenim dostaneme (a + 1)(b — ¢) = 0, a to rovnéz spor. Proto vzdy méme
aspon 3 ruzné hodnoty, a tento pocet neprekroc¢ime, bude-li platit ab = a + b, coz splinuje
napitiklad trojice (a, b, c) = (3, %, 1). Dodejme, Ze postup jsme mohli zjednodusit vyuzitim
symetrie zadani v proménnych b a ¢, diky které mtuzeme predpoklddat, ze b < ¢. Tehdy
plati ab < ac a a + b < a + ¢, takze staci rozebrat jen prvni ze dvou vyse rozliSenych
pripadi.]

Urcete nejmensi mozny pocet ruznych ¢isel mezi ¢isly a + 2b, b+ 2¢, ¢ + 2a. [Dvé. Uloha
se nezméni, kdyz trojici (a,b,c) zaménime libovolnou z trojic (b,¢,a) a (¢, a,b). Proto
muzeme predpoklddat, ze plati ¢ = max{a, b, c}. Pak 2a > b+ ¢ neboli ¢ + 2a > b + 2c¢.
Tim padem v nasi trojici mame aspon dvé rtzné hodnoty. Pro nalezeni trojice s pravé
dvéma ruznymi hodnotami polozme napiiklad ¢ + 2a = a + 2b. To dava a = 2b — ¢. Tak
napifklad pro ¢ =1, b = 2 vyjde a = 3. Tehdy (a + 2b,b + 2¢,c + 2a) = (7,4,7).]

Urcete nejmensi mozny pocet rtuznych ¢isel mezi ¢isly a+0b, b+c, c+a, ab+1, be+1, ca+1,
abe. [Ctyii. Diky symetrii mizeme predpoklddat, ze a > b > ¢. Potom a+b > a+c > b+c
aab+1>ac+ 1> be+ 1, takze v zadané sedmici jsou vzdy aspon t¥i rtizné hodnoty.
Kdyby byly praveé tri, tak by nutné platiloa+b=ab+1,a+c=ac+1ab+c=bc+1.
To upravime na (a —1)(b—1) =0, (a—1)(c—1) =0a (b—1)(c—1) = 0. Nutné se tedy
dveé z ¢isel a, b, ¢ rovnaji 1, a to je spor. V nasi sedmici tedy mame vzdy aspon 4 rizné
hodnoty, a tento pocet neprekroc¢ime, kdyz napriklad zvolime a = 1 a budeme pozadovat,
aby platilo bc = b+ ¢, coz kupiikladu spliiuje dvojice (b, c) = (3, %)}

Urcete nejmensi mozny pocet ruznych ¢isel mezi ¢isly

l(l2+b32+c2’ a+§+cv mv

[Ctyti. Jednotlivd é&isla jsou riizné druhy primér sestavené pro tutéz trojici cisel a,
b, c. Oznac¢me zleva doprava jejich hodnoty K, A, G, H podle jejich nazva kvadraticky,
resp. aritmeticky, resp. geometricky, resp. harmonicky prumér. Jak je znamo, mezi témito
pruméry pro libovolnou trojici kladnych &isel a, b, ¢ plati nerovnosti K 2 A 2 G 2 H,
pri¢emz vSechny nerovnosti jsou ostré s vyjimkou pfipadu, kdy plati a = b = ¢. (Dtkazy
téchto nerovnosti lze nalézt v brozure A. Kufner: Nerovnosti a odhady, dostupné na
https://www.dml.cz/handle/10338.dmlcz/403877.)]

= O

+1+

o=

1
a
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4. Nejvétsiho délitele d prirozeného cisla n > 1 s vlastnosti d < n nazveme jeho super-

délitelem.
(i) Dokazte, Ze dané prirozené cislo d > 1 je superdélitelem jen konecné mnoha cisel.
(i) Oznacme s(d) soucet vsech cisel, jejichZ superdelitelem je dané cislo d > 1.
Rozhodnéte, zda existuje liché ¢islo d > 1 takové, Ze s(d) je ndsobkem cisla 2 020.
(Michal Rolinek)

RESENI. Nejprve se s novym pojmem superdélitel blize seznamime. O &slech a jejich
délitelich budeme v celém teseni predpokladat, ze to jsou celd kladna, tj. prirozena cisla.

Méjme dano ¢islo n > 1. Cislo a je jeho délitel, prave kdy# plati n = ab pro vhodné
¢islo b, které pak je tudiz rovnéz délitelem ¢isla n (muze platit i a = b). Jisté pro
takovd Cisla a, b (sdruzend podminkou n = ab) plati: ¢im vétsi je a, tim mensi je b.
Protoze specidlné pro a = n je b = 1, nejvétsimu déliteli a s vlastnosti a < n, tj.
superdéliteli d ¢isla n, bude odpovidat nejmensi délitel b s vlastnosti b > 1 — a tim je jisté
nejmensi prvocinitel* p daného ¢isla n. S jeho superdélitelem d je tedy toto prvocislo p
svazano rovnosti pd = n. K urceni superdélitele daného ¢isla tak staci najit jeho nejmensi
prvocinitel a tim pak dané c¢islo vydélit. Napriklad superdélitelem kazdého sudého cisla
2k je cislo 2k : 2 = k.

Nyni uz jsme pripraveni posoudit otazku, jak vypadaji vsechna cisla n, jejichz
superdélitelem je dané cislo d > 1. Podle predchoziho vykladu to budou praveé ta n,
ktera jsou tvaru n = pd, kde prvocislo p je voleno tak, aby bylo nejmensim prvocinitelem
vzniklého c¢isla n, tedy ¢isla pd. Co podminka ,p je nejmensim prvocinitelem cisla pd*
znamena? Ziejmé pravé to, ze prvocislo p neprevysuje zadného z prvociniteli daného
¢isla d. Diky predpokladu d > 1 neni mnozina prvocinitelt ¢isla d prazdna, a tak
odvozenou podminku splnuje jen nékolik prvnich nejmensich prvocisel p (vSechna az po
nejvétsi prvocinitel daného d véetné).** Tim je ¢ast (i) ulohy vyfeSena.

Podle ptredchoziho odstavee pro soucet s(d) vSech ¢isel s danym superdélitelem d plati
vzorec

s(d) =2d+3d+---+pd=(pr +p2+ - +p)d,

kde 2=p; <py=3<p3=>5<...<p je skupina prvnich [ prvocisel koné¢ici nejmensim
prvocinitelem p; daného ¢isla d > 1. Ukolem ¢asti (ii) ulohy je proto rozhodnout, zda
existuje néjaké liché ¢islo d > 1, pro néz plati relace

2020 | (pr +p2+ - +pi)d. (1)

Existenci takového c¢isla d potvrdime prikladem, ktery najdeme, kdyz budeme postupné
odvozovat, jaké vlastnosti musi kazdé vyhovujici ¢islo d obecné mit. ***

Protoze liché ¢islo d je nesoudélné s ¢islem 4, které je délitelem ¢isla 2 020, plyne z (1)
relace

4)pr+pat---+p

* Pripomerlime, Ze termin prvocinitel znamend prvociselny délitel.
** 'V pripadé d = 1 vyhovuje kazdé prvoéislo p, a proto plati: Superdélitele 1 maji praveé ta ¢isla, kterd jsou
prvocisla. Téch je nekoneéné mnoho, a tak bez podminky d > 1 tvrzeni (i) neplati.
*** Bez podminky, Ze ¢islo d > 1 je liché, by takovy tikol byl trividlni: pro sudé ¢islo d = 1010 je p; = 2, a
tak plati s(d) = 2d = 2020.
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Odtud plyne I = 4 (¢isla 2, 2+ 3 =5 a 2+ 3+ 5 = 10 totiz nejsou ¢islem 4 délitelna).
Pro nejmensi prvocinitel p; ¢isla d tak plati p; = ps = 7, a proto 5 1 d. Liché ¢islo d je
tudiz nesoudélné s délitelem 20 ¢isla 2 020. Proto z (1) plyne relace

20 | p1+p2+ -+ m (2)

Nebudeme zde vypisovat postupné dosazovani hodnot [ = 3,4, ..., které vede ke zjisténi,
ze nejmensi ¢islo [ splnujici relaci (2) jel = 9:

pr+pe4-+pg=2+3+5+7+114 13+ 17+ 19 + 23 = 100. (3)

Pokusme se uz nyni najit vyhovujici ¢islo d mezi ¢isly s nejmensim prvocinitelem pg = 23.
Po dosazeni sou¢tu (3) do (1) zjistime, ze takova ¢isla d maji spliiovat podminku

2020 | 100d neboli (po kraceni ¢islem 20) 101 | 5d.

Protoze 101 je prvocislo, posledni relace bude platit, pravé kdyz cislo d bude mit kromé
(nejmensiho) prvoéinitele 23 rovnéz prvocinitele 101. Za vyhovujici éislo d proto muzeme
zvolit d = 23 - 101 = 2323. Tim je Teseni ¢asti (ii) tlohy hotovo.

PozNAMKA. Uzitim pocitace lze zjistit, ze podminku 2020 | s(d) spliuji i néktera
(velkd) prvocisla d. Okomentujme vysledek, ze nejmensi z nich je d = 10663. Z naseho
feSeni plyne, ze pro kazdé prvocislo d plati vzorec

s(d)=2+3+5+...+d)-d,

ve kterém se scitaji vSechna prvocisla od 2 do d véetné. Pro d = 10663 je tento soucet
roven 6480 160 = 3208 -2 020, a tak je hodnota s(10663) skutecné délitelnd cislem 2 020.

Dodejme jesté, ze relaci 2020 | s(d) nespliuje ,nadéjné“ prvocislo d = 101, nebot
soucet vsech prvocisel od 2 do 101 je roven ¢islu 1161, které neni délitelné ¢islem 20, jak
bychom podle soucinu ze vzorce pro s(d) potfebovali.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
Pripomenme, ze prvocinitelem cisla n nazyvame kazdé prvocislo, které ¢islo n déli.

N1. Uvédomte si, ze superdélitelem daného ¢islan > 1 je ¢islo %, kde p je nejmensi prvocinitel
cisla n. [Je-li d délitel cisla n, je jeho délitelem i ¢islo %. Nejmensi dva délitelé n jsou
1 a p, kterym odpovidaji dva jeho nejvétsi délitelé 7 a %]

N2. Urcete vSechna piirozend ¢isla, jejichz superdélitelem je ¢éislo 2. [Jediné &islo 4. Kazdé
hledané ¢islo n je nutné sudé, a tak je ¢islo 2 jeho nejmensi prvocinitel. Podle vysledku N1
tedy plati 2 = %, a proto n = 4.]

N3. Urcete vSechna piirozend ¢isla, jejichz superdélitelem je ¢islo 7. [14, 21, 35 a 49. Kazdé
hledané n je délitelné sedmi a podle vysledku N1 ma platit 7 = %, kde p je nejmensi
prvocinitel n, takze p < 7 neboli p € {2,3,5,7}.]

D1. Najdéte vsechna prirozend ¢isla n > 1 takova, ze kdyz k nim pri¢teme jejich superdélitele,
dostaneme soucet 2020. [1515 a 1919. Je-li p nejmensi prvocinitel ¢isla n, pak n = dp,
kde d je superdélitel n. M4 platit dp + d = 2020 neboli d(p + 1) = 2020, takze zbyva
probrat viechny délitele d ¢isla 2020 s prvoéiselnym rozkladem 22 - 5-101. Pro d = 1
vychazi p = 2019, coz neni prvocislo. Kdyby bylo d > 1 sudé, bylo by sudé i ¢islo n, a
tak by by bylo p = 2, a tedy d(2 + 1) = 2020, coz neni mozné. Zbyvaji proto moznosti
d € {5,101,505}. Postupnym dosazenim do d(p+1) = 2020 zjistime, Ze FeSeni d4vd pouze
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D2.

D3.

D4.

hodnota d = 101, které odpovida p = 19, a hodnota d = 505, pro kterou vychazi p = 3.
(V obou piipadech je skuteéné nalezené p nejmensim prvocinitelem souéinu n = dp.)]
Které z ¢isel 2,3, ...,20 je superdélitelem nejvétsiho poctu éisel? [Cislo 19. Hleddme to
¢islo n € {2,3,...,20}, pro které existuje co nejvice prvocisel p takovych, ze nejmensi
prvocinitel ¢isla np je pravé p. Protoze n > 1, musi pro kazdé prvocislo p s uvedenou
vlastnosti platit p < n, a tedy i p < 20, takze takovych prvocisel nemize byt vice, nez
je vsech prvocisel do 20, kterych je 8. Aby jich bylo pravé 8, musel by i souc¢in 19n mit
nejmensiho prvocinitele 19, coz z uvazovanych ¢isel n splinuje jediné n = 19. Toto ¢islo je
skuteéné superdélitelem osmi ¢isel 19-2, 19 -3, 19-5,...,19-19]

Které prirozené ¢islo nejblizsi k ¢islu 2 020 ma svého superdélitele mezi ¢isly 1, 2,3, ..., 457
[Cislo 2017. Cislo 1 je superdélitelem kazdého prvocisla. Nejblizsi prvocislo k éislu 2 020
je 2017. Vypoctem superdélitelt ¢isel 2018,2019,...,2023 zjistime, ze zadny z nich
nepati{ mezi ¢isla ze zadéni.]

Které prirozené c¢islo nejblizsi k ¢islu 2020 mé svého superdélitele mezi ¢isly 2,3, ... ,457
[Cislo 1849. Nejvétsim cislem n s danym superdélitelem d > 1 je ¢islo n = dp, kde p
je nejmensi prvodinitel ¢&isla d. Odtud plyne, Ze pokud 1 < d £ 43, pro kazdé &islo n
se superdélitelem d plati n < d? < 432 = 1849, pritom ¢islo 1849 ma za superdélitele
prvocislo 43. Dale nejvétsi c¢islo se superdélitelem 44 je rovno 44 - 2 = 88, nejvetsi ¢islo se
superdélitelem 45 je rovno 45 -3 = 135.]

11
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5. V trojuhelniku ABC' oznacme S, Sy, S. postupne stredy jeho stran BC, C'A, AB.
Dokazte, Ze pro libovolny bod X rizny od bodi S,, Sy, Se plati

min{|XA| | X B| |XO|}§2'
| X Sal” | XSs|” |XSe| ) =

(Patrik Bak)

RESENI. NA&s postup zaloZime na vyuziti tzv. Apolloniovych kruznic. Uvedme proto
o nich nejprve zdkladni pouceni. Dikazy uvedenych poznatkl i néktera vyuziti téchto
kruznic jsou vylozeny v casti I kapitoly 5 brozury S. Hordk: Kruznice, dostupné na
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/403589.

Méjme déno kladné redlné ¢islo A # 1 a dva rtizné body P a @) v roviné p. Pak plati,
ze mnozinou vSech bodi X € p, X # @, které vyhovuji rovnici

1PX] _
ox] (1)

je jistd kruznice. Rikdme ji Apolloniova a my ted rovnéZ popiSseme jeji konstrukei.
Omezime se pritom na pripad A > 1, nebof v pfipadé A < 1 lze prohozenim boda P
a () zménit parametr A rovnice (1) na hodnotu 1/A > 1.

Konstrukeci Apolloniovy kruznice (1) zahdjime tak, ze nejprve urcime jeji pruseciky
s primkou P(@). Budou jimi jeden vnitini bod R tusecky P(Q a jeden vnitini bod S
polopiimky opacné k poloptimce QP.* Zopakujme, ze takto lokalizované body R a @Q
jsou jednoznacné urceny rovnostmi

[PR| _ [PS] _
QR[] |QS]
(viz obr. 1 pro hodnotu A\ = 2).

Obr. 1

Pak plati, ze Apolloniovou kruznici (1) je kruznice nad priamérem R.S.

S ohledem na soutézni tlohu, kterou teprve za¢neme ftesit, je na obr. 1 je vybarven
kruh, ktery Apolloniova kruznice (1) ohranicuje. Ukazme, ze uvniti tohoto kruhu za
naseho predpokladu A > 1 lezi kazdy bod X’ € g, pro ktery plati

| PX"]
QX

* Takova poloha bodu S odpovid4 nasemu predpokladu A > 1.

>\ (2)
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Skutecné, kazdy takovy bod X’ bude splnovat rovnici tvaru (1), ve které hodnotu A
zaménime za vétsl hodnotu A rovnou zlomku |PX'|/|QX’|. Bod X' pak lezi na nové
Apolloniové kruznici pro uréeny parametr X', kterd je vykreslena na obr. 1. Je to kruznice
nad prumérem R’S’, pfitom diky nerovnosti A’ > A se snadno vysvétli, ze body R’ a S’
lezi po fadé uvnitf tsecek RQ a @S. Proto nova kruznice pro parametr A lezi uvnity
kruhu ohranic¢eného ptvodni kruznici pro parametr A. Tim je slibeny dukaz hotov.*

Pro provedené pripravé uz muzeme prejit k vlastni soutézni tloze a podat jeji veelku
kratké reseni. Tvrzeni tlohy dokdzeme sporem. Budeme tedy predpokladat, ze zadand
nerovnost neplati. Pak pro néktery bod X jsou vSechny tii podily

| XAl |XB| |XC|
| XSa" | XSy | XS,

vétsi nez 2. Podle vylozené teorie to znamena, ze bod X lezi uvnitt t¥i kruht, které jsou
ohraniceny Apolloniovymi kruznicemi o rovnicich

XA, IXB| _, |XC|

- - D _2
’XSa| |XSb| ‘XSC|

Obecna poucka o priméru Apolloniovych kruznic pro nase tii kruznice s parametrem
A = 2 znamend, Ze jejich pruméry jsou usecky GA', GB' a GC’, kde bod G je tézisté
trojihelniku ABC a body A’, B’, C’ jsou postupné obrazy bodia A, B, C' ve stiedovych
soumeérnostech podle S,, Sy, S.. Stredy téchto t¥i kruznice oznac¢ime po radé O, Oy, O,
(viz obr. 2).

/
Obr. 2

* 1 kdyZ to nebudeme déle potiebovat, dodejme, Ze také naopak kaZdy bod X’ ruzny od Q, ktery lezi
uvnitt dotyéného kruhu, splituje nerovnici (2). Skutecné, kdyby pro ¢éslo N = |PX'|/|QX’| platilo A" < A,
pak diky tomu, ze zfejmé plati X' > 1, bychom mohli zopakovat tivahu z tohoto odstavce s dvojici (A, \)
zaménénou za (N, \) a dojit tak se sporu.
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Jak nam obrazek napovida, zadny bod X nemuze lezet uvnitt vsech tii kruhu, které
sestrojené kruznice vymezuji. Abychom tuto hypotézu dokazali (a tak nas dikaz sporem
zavrsili), uvédomime si nékolik skuteénosti: bod G je spolecnym bodem vsech tii kruznic
a lezi uvnitt trojuhelniku s vrcholy ve sttedech O,, O a O, ktery je na obr. 2 vybarven.
Plyne to z toho, Ze tento trojtihelnik je zfejmé obrazem trojihelniku ABC' ve stredové

vvvvvvvv

Konvexni tuhly O,GOy, O,GO. a Oy,GO,. pokryvaji cely trojihelnik O,0,0. a jejich
sjednoceni je plny thel. Tedy aspon dva z nich musi byt tupé.*

|

Predpokladejme, ze thly O,GOy, O,GO, jsou tupé (viz obr. 2 a 3 pro ostrouhly
a tupouhly trojihelnik, pro zbyvajici moznosti jsou tivahy obdobné). Potom prunik kruhi
se sttedy O, a Oy ziejmé lezi v thlu O,GO** a prunik kruhu se stfedy O, a O, lezi
v thlu O,GO,. Prinik vsSech tii kruht tak lezi v priiniku obou zminénych thlt, tedy na
poloptimce GO,. Ovsem kruh se stredem v bodé O, protind diky tupému uhlu O,GO,
poloptimku GO, pouze v bodé G. Tedy prinik vSech t¥i kruhii obsahuje jediny bod, a to
bod G. Tim je nase hypotéza dokazana a feseni je tak dokonceno.

Obr. 3

JINE RESENI. VyloZime postup, ktery nevyuzivd Apolloniovych kruZznic. Misto nich
budeme potiebovat pomocné tvrzeni, které nyni zformulujeme a vzapéti dokazeme:
obsahuje tisecku GA a jejiz hrani¢ni primka k, je kolmice k této tisecce vedena bodem G.
Potom plati nerovnost

| X A <

X5, = 2 )

K dtikazu tohoto tvrzeni vyuzijeme X’ kolmy prumét bodu X na polopiimku G A (obr. 4).
Pokud bod X’ lezi na tsecce AG, spliiuje nerovnost

XAl _ |GA|

< = 2. 4
X75,| = |65 @)

vvev

tedy vnitini bod trojihelniku O,0,0.), zbyvajici tithel by nebyl konvexni.
*¥* V tomto tupém uhlu totiz lezi prunik dvou polorovin, které jsou vymezeny tenami k hrani¢nim
kruznicim ve spole¢ném bodé G a ve kterych dané dva kruhy po jednom lezi.
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Obr. 4

V opac¢ném piipadé je X’ je vnitini bod polopiimky opacné k polopiimce AG. Pak ovSem
plati | X'A| < |X'S,], a tak je leva strana nerovnosti (4) dokonce mensi nez 1. Nerovnost
(4) proto plati v obou pripadech.

Uzitim Pythagorovy véty a nerovnosti (4) upravené do tvaru |X'A|? < 4|X'S,|?
obdrzime

IXAP? | XX']2+ | X'A]? < | X X')? + 4| X' S, |? < 4X X2 +4|X'S, 2 _4

1XS.2 | XX'|2H|X/S,)2 = | XX']24+|X'Sa2 = | XX'|2+|X'S,[?
Po odmocnéni krajnich vyrazu uz dostaneme nerovnost (3).

Porovname-li nerovnost (3) z pravé dokazaného tvrzeni s nerovnosti ze zadani soutézni
ulohy, vidime, Ze pro jeji nové reseni staci dokazat, ze kazdy bod roviny trojihelniku ABC
lezi v aspon jedné z polorovin p,, py, pe, kde pp a p. jsou ziejmé analogie poloroviny p,.
Vyuzijeme toho, ze poloroviny pg, ps, pe jsou tvoreny prave témi body X, které po radé
splnuji nerovnosti se skalarnimi souciny vektort

@4-@?20, G@-(_}YEO, resp. @é?go

Nasi ulohou je ukazat, ze pro kazdy bod X je aspon jedna z téchto tii nerovnosti splnéna.
Plyne to vSsak okamzité z toho, Ze soucet jejich levych stran je roven nule:

GA-GX +GB-GX +GC-GX = (GA+GB +GC) - GX =0,

s
nebof pro tézisté G je soucet GA + @ + (ﬁ roven nulovému vektoru.

PozNAMKA. Uzitim vektorové algebry lze prehledné vylozit i prvni ¢dst druhého
feseni. Z obecné platnych vektorovych rovnosti

AN—GX—-GCA a SiX=CGN-GS,=GX+1CA

1
2

plynou vyjadreni
AXP = [GX]* + |GA]? —2GA - GX, resp. |SaX|? = |GX[? + L|GA]* + GA - GX.

H —
Za predpokladu GA - G} > 0 odtud plyne |AX|* < 4|S4X|? jak pro nase feseni
potfebujeme.
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JINE RESENI. Ozna¢me T tézisté trojihelniku ABC' a uvazujme stejnolehlost s se
sttedem v bodé T a koeficientem —%. Body S,, Sy a S. jsou po tfadé obrazy bodu A, B
a C ve stejnolehlosti s¢. Ozna¢me ddle X’ obraz bodu X ve stejnolehlosti . Z vlastnosti
stejnolehlosti plyne | X A| = 2|X'S,]|, | XB| = 2|X'Sy| a |[XC| = 2|X'S,|. Uzitim téchto
rovnosti dokazovanou nerovnost upravime na ekvivalentni tvar

- {]X’Sa| |X'Sy| |X’Sc|} -,
[XSal " XS] XS ) T

(5)

V pifpadé X = T (= X’) tato nerovnost ziejmé plati. Necht dale X # T, pak jisté
X # X'. Oznaéme o osu usecky X X'. Predpoklddejme, Ze nerovnost (5) pro néktery
bod X neplati, dostaneme tak |X'S,|/|XSa| > 1, | X Sp|/|X Sp| > 1 a | X'S,|/|XS.| > 1.
Odtud plyne, ze body S,, Sp a S, jsou vnitinimi body poloroviny 0X. Tedy i vSechny
body trojtuhelniku 5,555, jsou vnitinimi body této poloroviny. To je ovSem spor, protoze

Obr. 5

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Seznamte se s Apolloniovymi kruznicemi a jejich konstrukcemi. Jsou to mnoziny bodu
vyznamné vlastnosti, kterd je v nasledujicim tvrzeni urcena parametrem A a body P a Q:
M¢jme dano kladné redlné ¢islo A # 1 a dva razné body P a @ v roviné p. Pak plati, Ze
mnozinou vsech bodi X € o, X # @, které vyhovuji rovnici

PX| _

Qx| 7
je jistd kruzmice. Tato (Apolloniova) kruznice je kruznice nad prumérem M N, kde M
a N jsou ty dva body piimky PQ, pro které rovnice (1) po dosazeni X = M, resp.
X = N piejde v platnou rovnost. [Viz ¢dst I kapitoly 5 brozury S. Hordk: KruZnice,
dostupné na https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/403589. Jiny podrobny vyklad
najdete v ndvodnych tlohdch k tloze 63-A-T1-6.]

N2. Méjme dano realné ¢islo A > 1 a dva rtizné body P a @ v roviné p. Dokazte, ze mnozinou
vsech bodu X € g, X # @, které vyhovuji nerovnici

|PX]|
= > A,
QX

* Toto zndmé tvrzeni plyne napiiklad z uvazované stejnolehlosti.

(1)
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D1.

D2.

D3.

D4.

je vnitfek kruhu omezeného Apolloniovou kruznici, kterd je uréena rovnici (1) z tilohy N1.
[Uvazte dvé Apolloniovy kruznice

PX PX
:QX||:/\1>1 a :QX::/\2>1

Prvni z nich je kruznice nad pramérem M; N7, druhd je kruznice nad priamérem Mo N,
kde M1 N7 a MsNy jsou jisté tsecky na primce PQ. Tvrzeni tlohy N2 bude dokazano,
kdyZ vysvétlime, pro¢ v ptipadé A; < Ag lezi body Mz, No uvniti dsecky M;N;.]

V roviné g je dana tsecka BC. Uvazujme body A € p mimo primku BC takové, ze
velikosti vysek vy, v. na strany AC, AB trojuhelniku ABC jsou v poméru 1 : 2. Dokazte,
7e vSechny tyto body A lezi na jedné kruznici. [Pro obsah S trojihelniku ABC plati
28 =b-vy = c-ve aproto b :c=w.: vy, =2 : 1. Vyhovujici body A tedy lezi na
Apolloniové kruznici |CX|/|BX| = 2.]

V roviné g je déna tsecka BC. Uvazujme body A € p mimo piimku BC takové, ze
velikosti téznic tp, t. na strany AC, AB trojihelniku ABC' jsou v poméru 1 : 2. Dokazte,
ze vSechny tyto body A lezi na jedné kruznici. [Pro tézisté G trojihelniku ABC plati
|BG| = 2t a |CG| = 2t., takze |BG| : |CG| = 1 : 2. Viechny body G tedy lezi na
jedné Apolloniové kruznici, proto vSechny body A lezi na jejim obraze ve stejnolehlosti
se stfedem ve stfedu tsecky BC', kterd mé koeficient 3.]

V roviné jsou ddny dvé kruznice k1 (S1,71) a ka(Se, r2), pricemz |S1.52| > r1 + 2. Najdéte
mnozinu vSech bodi X této roviny, které nelezi na primce 5152 a maji tu vlastnost,
ze usecky S1X, SoX protinaji po fadé kruznice ki, ko v bodech, jejichz vzdalenosti od
piimky S153 jsou stejné. [63—A-11-2]

V roviné daného trojuhelniku ABC' urcete vSechny body, jejichz obrazy v osovych
soumérnostech podle primek AB, BC, CA tvoii vrcholy rovnostranného trojihelniku.
[63-A-1-6]
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6. Meéjme 70 zhasnutych Zdrovek. Pro libovolnou skupinu Zdrovek jsme s to pripravit
prepinac, ktery zméni stav kazdé Zdrovky z této skupiny (zhasne rozsvicené a rozsviti
zhasnuté) a ostatni Zdarovky neovlivni. Jaky je nejmensi pocet prepinaci, pomoci nichz

je mozné rozsvitit libovolnou ctverici Zarovek (pricemz ostatni budou zhasnuté)?
(Martin Melicher)

RESENI. Pocet zarovek n mé v zadani tlohy hodnotu 70. ZapiSeme cely’ postup tak,
aby bylo jasné, Ze je pouzitelny pro kazdé n = 5.

V prvni c¢asti feSeni budeme predpokladat, ze mame pripravené prepinace tak, ze
s nimi 1ze rozsvitit libovolnou ¢tverici zarovek. Pak pro kazdou ¢tverici zarovek existuje
série stlaCeni, jejiz aplikaci nakonec ,,prepneme® (tj. zménime stav rozsviceni ¢i zhasnuti)
prave tyto 4 zarovky. V dalsim textu budeme psat o ,prepinani dané skupiny zarovek*
bez zduraznovani, ze ostatni zarovky pritom zistanou neprepnuty. Budeme-li uvazovat
stlaceni prepinact v nékolika sériich za sebou, budeme pocitat zmény stavu zarovek ne
po jednotlivych stlac¢enich, ale po jednotlivych sériich.

Protoze lze sérii stlaceni prepnout libovolnou ctverici zarovek, musi jit vhodnou sérii
prepnout i libovolnou dvojici Zarovek, feknéme (a,b) — uvazime k tomu dalsi t¥i rizné*
zarovky ¢, d, e a po prepnuti (a,c,d, e) nasledovaném prepnutim (b, ¢, d, e) dosdhneme
zménu stavu prave zarovek a, b (ty byly prepnuty kazda jednou, zatimco ¢, d, e kazda
dvakrét, ostatni zarovky ani jednou).

Kdyz lze (jak uz vime) sérii stla¢eni prepnout libovolnou dvojici zarovek, musi jit
prepnout i libovolnou skupinu o sudém poctu zarovek — staci je sparovat do dvojic a
prepinat po nich. V dalsim odstavci vysvétlime, pro¢ takovych skupin je praveé 271

Chceme dokézat, Ze kazd4 n-prvkovd mnoZina mé pravé 2”~! podmnoZin se sudym
poc¢tem prvki. K tomu nejprve uvazime néjakych n — 1 prvkia dané mnoziny. Kazdy
z nich mizeme do sestavované podmnoziny bud zahrnout, nebo nezahrnout, takze podle
pravidla sou¢inu mame pro tyto volby pravé 2"~! moznosti. Pocet takto vybranych prvki
je pak bud sudé, nebo liché cislo. Podle toho posledni, dosud neuvazovany prvek ptvodni
mnoziny k prozatim vybranym prvkim pfifadime, resp. nepfifadime. Dostaneme tak 27!
ruznych podmnozin se sudym poctem prvki. Protoze je ziejmé, ze popsanou konstrukei
dostaneme kaZdou z podmnozin se sudym poctem prvki, je diikaz hotov.

Z dosavadnich uvah plyne, ze pro kazdou vyhovujici skupinu prepina¢ti musime
jejich postupnym stlac¢ovanim dosdhnout alespon 2"~! riiznych stavii rozsviceni danych
n zarovek. Zrejmé nezalezi na tom, v jakém poradi v dané sérii prepinace stlacujeme,
nebot u kazdé zarovky hraje roli pouze to, kolikrat byla prepnuta. Navic ani konkrétni
pocet prepnuti dané zarovky neni podstatny, vysledek zalezi jen na tom, zda je tento
pocet sudy, nebo lichy. Nemd proto smysl uvazovat takové série, kde je néktery prepinac
stisknut vicekrat.** V jedné sérii pro kazdy prepinac¢ tak budeme mit jen dvé moznosti —
nepouzit, nebo pouzit jednou. Pfi uziti k& prepinact tudiz dosdhneme nejvyse 2% riiznych
stavil rozsviceni zarovek. Mame-li proto jimi dosdéhnout potfebnych 2"~! riznjch stavii,
musi platit nerovnost 2¢ > 2"~ neboli & = n — 1. (Pro danou hodnotu n = 70 to
znamend, ze k = 69.)

* Tady potfebujeme predpoklad n = 5. Ostatné pro n = 4 je tloha trividlni — sta¢i ndm jeden prepinac,
ktery zméni stav vSech ¢tyt zarovek.
** Lze to rovnéz vysvétlit konstatovanim, ze dvé stlaceni téhoz prepinace se navzdjem rusi.
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V druhé c¢asti feseni ukazeme, ze k = n — 1 prepinaci ke splnéni zadaného cile staci.
Ocislujme si zarovky 1,2,...,n a prepinace 1,2, ...,n—1. Pro vSechnai € {1,2,...,n—1}
nastavme prepina¢ ¢ tak, aby prepnul (pravé) zarovky i a m. Dokdzeme, Ze takovym
nastavenim prepinac¢i dokdzeme rozsvitit libovolnou ¢tverici zérovek (a,b,c,d), kde
1fa<b<e<dZn.

V pripadé d < n tkol splnime tak, Zze postupné stla¢ime prepinace a, b, c a d — tim
se kazda zarovka ze Ctvefice (a,b, ¢, d) prepne pravé jednou, zarovka n prave ctyfikrat a
ostatni zarovky se neprepnou ani jednou.

Jak vyresit kol ve zbylém ptipadé d = n? Tehdy staci stlacit postupné prepinace
a, b a ¢ — tim prepneme zarovky a, b, ¢ pravé jednou, zarovku n pravé trikrat a ostatni
zarovky se neprepnou ani jednou.

Zaver. Nejmensi pocet vyhovujicich prepinaci je 69.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
Ve vsech ulohach pracujeme s pojmy ,zarovka“ a ,prepinac“ ve vyznamu ze soutézni
ulohy.

N1. Urcete pocet moznych stavu rozsviceni zarovek 1, 2, 3 a 4, které lze dosdhnout uzitim
prepinacu {1,2,3}, {1,2,4} a {3,4} (napf. pfepina¢ {3,4} vzdy prepne pravé zirovky 3
a 4). [Ctyii stavy (véetné toho piivodniho). Uvédomme si, Ze poradi stlacovani prepinaci
v dané sérii nemd vliv na celkovy vysledek. Rovnéz nemé smysl zadny prepinac uzit
v jedné sérii vicekrat. Staci tedy najit vysledny stav pro kazdou z 23 podmnozin dané
mnoziny 3 prepinacu, které miuzeme stlacit, a pak spocitat, kolik téchto stavi je rtuznych.
Vyhodné je pfitom vysledné stavy urcovat takto: {1,2,3} 4+ {3,4} ~ {1,2,4}. Z toho
piikladu vidime, Ze pfepina¢ {1,2,4} je mozné v zaddni tlohy vynechat.]

N2. Dokazte, ze pokud mame n prepinaci, kde n je ptirozené ¢islo, tak postupnym pirepinanim
muzeme dosdhnout nejvyse 2" riznych stavi rozsviceni (véetné pivodniho). [Podle ivahy
z TeSeni N1 plati, Ze pocet dosazitelnych stavii nepfevysuje pocet vsech podmnozin dané
mnoziny prepinaci.|

N3. Dokazte, ze pokud by v soutézni tloze byl cil pozménén na moznost rozsvitit kazdou
trojici zarovek, tak pri jeho splnéni by bylo mozné rozsvitit kazdou jednotlivou zarovku.
[K rozsviceni jediné zvolené Zarovky a vybereme tii dalsi zarovky b, ¢, d a aplikujeme
postupné 3 série rozsviceni, a to pro trojice (a,b,c), (a,b,d) a (a,c,d).]

N4. Kolik m4 dand n prvkovd mnozina téch podmnozin, které maji sudy pocet prvki? [27~!
podmnozin. Postupujeme obdobné jako pfi znamém dukazu, ze pocet vsech podmnozin
je 2™: Prvnich n — 1 prvka muzeme do konstruované podmnoziny bud zaradit, nebo
nezafadit, takZze mame 2" ! moznosti. Po této procedufe mame vybran bud sudy, nebo
lichy pocet prvki, a tak podle toho k nim nezaradime, resp. zaradime posledni n-ty prvek.
Takto dostaneme pravé 2"~ ! vyhovujicich podmnozin. Zbyva si uvédomit, ze popsanym
postupem dostaneme kaZdou vyhovujici podmnozinu.]

D1. Reste soutézni tlohu se 70 zarovkami s pozménénou podminkou, ze mame byt schopni
rozsvitit kazdou 2k-tici zarovek, kde k je dané pfirozené ¢islo z intervalu (3,34). [Takova
iloha je ekvivalentni se soutézni tlohou. Necht déle (a,b) je libovolnd dvojice zarovek
a ¢; znaci zarovky rizné od a, b, pficemz ¢; # c¢; pro ¢ # j. Lze-li rozsvitit 2k-tice
(a,c1y.- . cak-1) a (b,cq,. .., cop—1), tak lze rozsvitit i dvojici (a,b), a tedy i libovolnou
¢tvefici (po dvou dvojicich). Naopak, 1ze-li rozsvitit ¢tvefice (a,c1,ca,c3) a (b, ¢1, ¢, c3),
lze rozsvitit i dvojici (a, b), takze pak lze rozsvitit i kazdou 2k-tici (po k dvojicich).]

D2. Reste soutézni tlohu se 70 zarovkami s pozménénou podminkou, ze mame byt schopni
rozsvitit kazdou (2k — 1)-tici zarovek, kde k je dané pfirozené ¢islo z intervalu (2,35).
[70 pfepinaci. Podobné jako v feseni D1 tivahou o dvou (2k — 1)-ticich (a,c¢q,. .., cor—2)
a (b,c1,...,con—2) zjistime, Ze lze rozsvitit kazdou dvojici (a,b). Nyni tvahou o jedné
(2k — 1)-tici (a,c1, ..., co5—2) a k — 1 dvojicich (¢1,c2),. .., (cak—3, Car—2) zjistime, Ze lze
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rozsvitit libovolnou zdrovku a, a tedy i kazdou z 27° mnozin zarovek, takze podle vysledku

ulohy N2 potrebujeme aspon 70 prepinaci. 70 prepinact ale sta¢i — jeden prepinac na
kazdou zérovku.]
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