70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/2021)

7/

Ulohy domaci &asti |. kola kategorie B

1. Z cislic 0 az 9 vytvorime dvoumistnd cisla AB, CD, EF, GH, 1J, pricemz kazZdou
cislici pouzijeme pravée jednou. Zjistéte, kolika rizngch hodnot miZe nabyvat soucet
AB+ CD + EF + GH + IJ a které hodnoty to jsou. (Zdpisy typu 07 nepovaZujeme
za dvoumistnd cisla.) (Jaroslav Zhouf)

RESEN{. Hodnota zkoumaného souctu
S=AB+CD+ FEF+GH+1J

zavisi pouze na tom, kterych pét ¢islic se nachazi v sestavenych c¢islech na misté desitek,
a kterych pét na misté jednotek. Urcime-li totiz soucty cisel v obou zminénych péticich

S=A+C+E+G+1 a Sy=B+D+F+H+J,

budeme ziejmé mit S = 1057 + Sy. Podle zadéni dlohy sc¢itance v obou souctech S; a Sy
dohromady tvoii vSech 10 ¢islic od 0 po 9. Proto je soucet S; + Sy stejny jako soucet
0+1+...49, ktery je roven 45. Plati tedy Sy = 45 — 51, a tak pro soucet S dostdavame
vyjadreni

521051+30:1051+(45—51):9S1+45:9'<S1+5>.

Pro teseni nasi tlohy stac¢i podle posledniho vzorce zjistit, jakych hodnot mtze
nabyvat soucet Si. Je to soucet cislic A, C', E, GG, I na mistech desitek péti dvoumistnych
¢isel, a tak to podle zadani mtze byt soucet libovolnych péti riznych nenulovijch cislic
— zbylymi péti nezastoupenymi ¢islicemi (véetné nuly) pak totiz muzeme jakkoli obsadit
mista jednotek vytvarenych c¢isel. Pro soucet takovych péti ¢islic zfejmé plati

15=1424+34+4+5SA+C+E+G+1=54+6+T7+8+9=35.

Presvédcéime se, ze soucet S1 = A+ C' + E + G + I muze nabyvat vSech 21 hodnot
v rozmezi 15 az 35. Napiiklad hodnotu 16 dostaneme tak, ze v pétici 1,2, 3,4, 5 nejvétsi
¢islo 5 zménime na ¢islo 6. Takto mizeme pokracovat ve zvétsovani souctu 57 vzdy o 1
tak dlouho, az dostaneme pétici 1,2, 3,4, 9. Poté zacneme o jednicku opakované zvétsovat
¢islo 4, az dostaneme pétici 1,2, 3,8,9. Podobné pokracujeme dale, az nakonec dojdeme
k pétici 5,6, 7, 8,9. Postupné tak skutecné dostaneme kazdou celo¢iselnou hodnotu souctu
S1 v rozmezi 15 az 35 (kterych je 21).

Diky poslednimu zjisténi podle diive odvozeného vzorce S = 9 - (S; + 5) dochézime
k zaveéru, ze zkoumany soucet AB+CD + EF +GH + I.J muze nabyvat pravé 21 hodnot,
kterymi jsou nasobky deviti v rozmezi od 180 do 360 (hrani¢ni hodnoty jsme spocitali
jako 9- (15 +5) =180 a9 - (354 5) = 360).
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NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

Ze dvou ruznych dislic A, B vytvorime dvoumistné ¢isla AB a BA. Dokazte, Ze jejich
rozdil je délitelny 9. [AB — BA=(10-A+ B)—(10- B+ A) =9(A — B) ]

Situaci ze soutézni dlohy ,,zmensime*. Z ¢islic 1, 2, 3, 4 vytvorime dvoumistnd ¢isla AB,
CD, pricemz kazdou ¢islici pouzijeme pravé jednou.

a) Najdéte nejmensi moznou a nejvétsi moznou hodnotu AB + CD.

b) Zjistéte nejmensi mozny kladny rozdil dvou takto vytvorenych éisel AB + CD.

[2) Minimum je 37, maximum je 73. Minimum, resp. maximum dostaneme, kdyz umistime
nejmensi ¢islice 1 a 2 na pozice desitek, resp. na pozice jednotek. b) 9. Kazdé vytvorené
¢islo AB + CD dava pii déleni deviti stejny zbytek jako ¢islo A + B + C + D rovné
14243+ 4 =10, dava tedy zbytek 1. Proto je rozdil kazdych dvou vytvorenych cisel
AB + CD délitelny deviti, tudiz hledané minimum je kladnym nasobkem ¢&isla 9. Ze to
neni vice nez 9, ukazuje priklad (12 4+ 43) — (124 34) = 9.]

Z c¢isel 1, 2, 3, 4, 5, 6 vybereme tii rtizna. Zdivodnéte, ze jejich soucet muze nabyvat
kteréhokoliv celo¢iselné hodnoty od 6 do 15. [Najit nejmensi a nejvétsi hodnotu nestaci. Je
potreba popsat, jak zkonstruovat kterykoliv pripustny soucet, napriklad 13. Popis muze
vypadat jako algoritmus, ktery projde vSechny soucty od 6 do 15. Kdyz za¢neme s trojici
1, 2, 3, muzeme cislo 3 opakované zvétSovat o jedna tak dlouho, az dostaneme trojici 1,
2, 6. Poté zacneme zvétSovat ¢islo 2, az dostaneme 1, 5, 6. Nakonec budeme zvétsovat
¢islo 1, az dostaneme 4, 5, 6, ¢imz celkové projdeme vSechna ¢isla od 6 do 15.)

Honza ma tfi karticky, na kazdé je jind nenulova cislice. Soucet vSech trojmistnych ¢isel,
ktera lze z téchto karticek sestavit, je ¢islo o 6 vétsi nez trojnasobek jednoho z nich. Jaké
Cislice jsou na kartickach? [61 C I 2]

Najdéte vSechna osmimistnd ¢isla takova, z nichz po vyskrtnuti nékteré ¢tverice soused-
nich ¢islic dostaneme ¢tyfmistné éislo, které je 2019krat mensi. [68-B-I-1]


http://www.matematickaolympiada.cz/media/440801/C61ii.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/5433402/b68i.pdf
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2. Jakd je nejuétsi moind hodnota vijrazu xy—x3y — x>, jsou-li x, y kladnd redind cisla?
Pro kterd x, y se tato hodnota dosahuje? (Méria Domanyova, Patrik Bak)

RESENI. Z tpravy daného vyrazu V na soucin
V=ay—ay—ay’ =ay-(1-2% -y

predné vidime, Ze pokud je ¢initel 1 — 22 — y? zaporny, je zdporny i vyraz V. Proto dale
sta¢i uvazovat jen takova kladnd z a y, pro kterd plati 1 — 22 — % > 0, jak se stane
naptiklad pro x =y = %, obecnéji pro libovolna x, y blizka nule.

Diky uc¢inénému omezeni muzeme hodnotu V' odhadnout shora tak, ze nejprve
odhadneme souc¢in xy podle zndmé AG-nerovnosti, ktera je dokdzana v ndvodné tloze 1.
V ni polozime u = 22 a v = 32. Dostaneme tak nerovnost zy < (2% 4+ 42). Z ni po

2
vynasobeni obou stran kladnym éislem 1 — 22 — y? obdrZime horni odhad

1
V=ay-(1-2"—y") S 5@ +y7) - (1- (" +97). (1)
Kdyz nyni ozna¢ime t = z2 + y?, zbyvd ndm najit maximum kvadratické funkce
f(t) = t(1 —t) prot € (0,1). Toto maximum je mozné najit opétovnym uzitim

AG-nerovnosti. Tentokrat v ni zvolime (opét kladné) hodnoty u =t a v = 1 — ¢, kde

t = 2 4+ y?. Protoze u + v = 1, ma AG-nerovnost tvar \/t(1—¢) < 3, z néhoZ po

umocnéni na druhou dostaneme ¢(1 —t) < 1. Po dosazeni t = 2% + y? tak vychdz

(= +y°)- (1—(2*+97)) <

B |

Z odhadu (1) tudiz plyne V< 1.1 =1

Je nalezené cislo % moznou hodnotou vyrazu V? A pokud ano, pro které pripustné
dvojice z, y se dosahuje? Odpovéd nam poskytne predchozi postup. Podle ného dosahne
rovnosti V = %, pravé kdyz v obou uplatnénych AG-nerovnostech nastane rovnost. Jak
je znamo, bude tomu tak, pravé kdyz bude platit « = v pro obé vyuzité dvojice ¢isel u, v.
V nadi situaci jde o rovnosti 22 = 4% at =1 —t pro t = 22 + y2. Ekvivalentni podminka
2?2 =19% = %l odpovida jediné pripustné dvojici (z,y) = (%, %)

Zaver. Nejvetsi mozna hodnota daného vyrazu je %. Vyraz ji nabyva pro jedinou
dvojici (z,y) = (%, %)

P0zZNAMKA. Ob¢ v feseni vyuzité nerovnosti

1
xy < §(x2+y2) a t(l—t) =<

] =

lze bez odkazu na AG-nerovnost snadno dokazat Gpravami ,na ¢tverec®, tj. prepisem do
ekvivalentnich tvart

2
1 1
a(x — )220, resp. (t — 5) > 0.

Z nich také plynou nutné i postacujici podminky podminky pro pripady rovnosti, tj.
r =1y, resp. t = % (jakoz i platnost obou nerovnosti pro libovolna redlna ¢isla x, y, ¢t bez
ohledu na jejich znaménka).
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NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

D3.

D4.

Dokazte, ze pro libovolnd nezdpornd redlnd ¢isla w, v plat{ nerovnost /uv < %(u + v),
pritom rovnost v n{ nastane, pravé kdyz u = v. [Zfejmé plati (\/ﬂ — \/17)2 = 0. Po
rozndsoben{ levé strany tuto nerovnost piepiSeme do tvaru u— 2v/uv+v 2 0, coZ konecné
upravime na pozadované y/uv < %(u + v). Rovnost v této nerovnosti nastane, prévé
kdyz v/u — /v = 0, coz je ekvivalentni \/u = /v, tedy i u = v. POzZNAMKA. JelikoZ
vyraz na levé strané nerovnosti je geometrickym primérem dvou nezapornych realnych
Cisel u, v a vyraz na pravé strané je jejich aritmetickym prumérem, nazyva se uvedend
nerovnost nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym prumeérem dvou nezapornych
redlnych ¢isel, zkracené AG-nerovnost. Podobn4 stejné pojmenované nerovnost plati i pro
n-tice nezdpornych ¢isel.]

Najdéte nejvétsi hodnotu vyrazu a) t(1 — t), b) uv(l — wv), ¢) (u? + v?)(1 — u? — v?).
Ve vSech vyrazech pismena oznacuji libovolnd redlnd ¢isla. [a) i. Pokud jsou obé cisla ¢
a 1 —t kladna, napiste pro né AG-nerovnost. Rozmyslete piipady, kdy nejsou obé ¢isla
kladné. Alternativni moznosti je Giprava na ¢tverec: t(1—¢) = $ — (5 —1t)%. b) 1. Substituce
t = uv vede na piipad a). ¢) i. Substituce t = u? + v? vede na piipad a).]

Pro realné ¢isla a, b najdéte nejvétsi moznou hodnotu vyrazu

ab
a? + b2’

[Maximum je % (pro a = b). Jisté se sta¢i omezit na piipad, kdy a > 0 a b > 0. Pouzijte
AG-nerovnost pro dvojici éisel a? a b%. Jinak je mozno vyjit z nerovnosti (a — b)? = 0,
upravené do tvaru 2ab < a? + b2.]
Pro nezaporné redlna cisla a, b plati a+b = 2. Urcete nejmensi a nejvétsi moznou hodnotu
vyrazu

(l2 + b2

ab+1"

V =

[68-B-11-1]

Dokazte, Ze pro libovolnd redlna &isla a, b, ¢ plati a? + b? + ¢ = ab + be + ca. [Sec¢tenim
tif nerovnosti a? + b% = 2ab, b? + ¢ = 2bc, c? + a? 2 2ca ziskdme nerovnost, kterou pak
staci vydélit dvéma.]

Pro nezdpornd realna ¢isla a, b plati a? + b?> = 1. Uréete nejmensi i nejvétsi moznou
hodnotu vyrazu

at+b* +ab+1

V:
a+b

(68 B-14]


http://www.matematickaolympiada.cz/media/5433967/b68ii.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/5433402/b68i.pdf
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3. V ostrotuhlém trojuhelniku ABC jsou AA" a BB’ jeho vijsky. Kolmy primét bodu A’
na viysku BB’ oznacme D. Predpokldidejme, Ze kruinice prochdzejici body B, C, D
protne stranu AC' v jejim vnitrnim bodé E. Dokazte, Ze |DE| = |AA’|. (Patrik Bak)

RESENI. Vysky AA’ a BB’ lezi uvnitt trojuhelniku ABC, nebot je podle zadani
ostrouhly. Proto pro pravoihlé trojihelniky AA’C' a BB'C' plati, Ze jejich hly u vrcholi
A, resp. B (vyznacené na obr. 1) maji tutéz velikost 4/, kterd dopliiuje obvykle znaceny
tthel v u vrcholu C' do 90°. Z pravoihlého trojihelniku BB'C' s bodem A’ uvniti prepony
BC' déle plyne, Ze jeho kolmy prumét D je vnitinim bodem odvésny BB’. Proto mé
velikost +' i thel A’BD neboli CBD.

Obr. 1

Podle zadani je bod E vnitinim bodem strany AC, ktery lezi na kruznici opsané
trojuhelniku BDC' . Oblouk BDC' této kruznice lezi v poloroviné BC'A, takze bod E lezi
na tomto oblouku, a to mezi body D a C, nebot bod D je vnitfnim bodem poloroviny
ACB. Proto je ¢tyithelnik BCED konvexni a tétivovy. Protoze ma u vrcholu B ostry
tihel velikosti 4/, ma u protéjsiho vrcholu E tupy thel velikosti 180° —+'. K nému vedlejsi
tthel AED mé4 tedy velikost +/, jak je také vyznaceno na obr. 1. UkdZeme, Ze to uz nam
staci ke kyzenému dukazu shodnosti vybarvenych tsecek DE a AA’.

Piimky AC a A’D rovnobéiné, protoze jsou obé kolmé na vysku BB’. Oznacme d
jejich vzdalenost. Délky obou zkoumanych tisecek pak miizeme vyjadrit stejnym zlomkem
d/sinv" (jak je patrné z obr. 2). Tim je feSeni ulohy hotovo.

-/ /

Obr. 2

P0OzZNAMKA. Bez uzit{ trigonometrie lze feseni dokoncit iivahou o priseciku X tsecek
AA" a DE. Diky shodnym uhlim FAX, AEX ik nim stfidavym thlim XA'D, XDA’
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jsou trojihelniky AEX a A’ DX rovnoramenné se spole¢nym hlavnim vrcholem X. Plati
proto rovnosti |[DX| = |A’X| a |XE| = |XA|, jejich se¢tenim uz dostaneme potiebny
vysledek |DE| = |AA|.

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

D1.

D2.

D3.

Ostrothly ruznostranny trojiuhelnik ABC' je svymi vyskami rozdélen na Sest nepfekryva-
jicich se trojuhelniki. Zjistéte, zda nékteré z nich jsou podobné. Pokud ano, existuji mezi
nimi t¥i navzdjem podobné trojihelniky? [Kazdy trojuhelnik je podobny s prévé jednim
z ostatnich péti trojuhelniki. Vyuzijte toho, Ze jde o pravouhlé trojihelniky, jejichz ostré
vnitin{ thly pfi strandch trojihelniku ABC dopliiujf jeho vnitén{ thly do 90°.

Na kruznici se stfedem O jsou ddny body B a C takové, ze |<BOC| = 120°. Zvolme
bod A na delsim oblouku BC' a ozna¢me |<AOB| = .

a) Zjistéte velikost tthlu BAC, kdyz 6 = 140°.

b) Zjistéte, jak mame volit thel §, aby byl tthel BAC' co nejvétsi.

¢) Na kratsim oblouku BC' zvolime bod A’. Zjistéte, jak mame volit polohy bodu A, A’
(oba lezi na dané kruznici), aby souet |XBAC|+ |<BA'C| byl co nejvétsi.

[V rovnoramennych trojihelnicich BOC, COA a AOB spoctéte thly, nebo je vyjadiete
v zévislosti na thlu 4. V a) vyjde |[< BAC| = 60°, stejné jako v b) nezdvisle na volbé §. V ¢)
vyjde soucet 180° nezavisle na poloze bodu A nebo A’. Tvrzeni ¢) mé zndmé zobecnéni:
Ctytihelnik je tétivovy prave tehdy, kdyz soucet velikosti jeho protilehlych thlt je 180°.]
V ostrotthlém trojuhelniku ABC oznaéme A’, B', C’ paty jeho vySek a H jeho ortocent-
rum (priseéik vysek AA’, BB’, CC"). Najdéte vSech 6 tétivovych étyitihelniki s vrcholy
v bodech A, B, C, A’, B', C', H. [Hledejte pravé tihly a Thaletovy kruznice: Body A’, B’
lezi na Thaletové kruznici nad primérem AB, takze ¢tyftuhelnik ABA’'B’ je tétivovy a
podobné BCB'C' a CAC'A’. Body B’, C’ lezi na Thaletové kruznici nad priamérem AH,
takze ¢tyithelnik AB'HC' je tétivovy a podobné BC'HA" a CA'HB')]

V roviné jsou dany kruznice m a n, které se protinaji v bodech K a L. Na kruznici m
lezi body A, D, K, L a na kruznici n lezi body B, C, K, L v téchto poradich, pricemz
body A, L, B lezi na piimce a body C, K, D lezi na jiné piimce v téchto potadich.
Dokazte, ze AD || BC. [Oznaéme |XLBC| = §. Pak |[<LKC| = 180° — 8, |[XLKD| =
a |XLAD| = 180° — 8. Z rovnosti |[XLBC| + |<LAD| = 180° plyne AD || BC']

Zvolme libovolné body A’, B’, C’ uvniti stran BC, CA, AB trojuhelniku ABC.
Dokazte, Ze kruznice opsané trojuhelnikim AB'C’, BC'A’, CA’B’ prochdzeji tym?Z
bodem. [O priseéiku dvou kruznic ukdzeme, Ze lezi na tfeti kruznici. Pfedpoklddejme,
ze napiiklad kruznice opsané trojihelnikim AB'C’ a BC’'A’ se protnou kromé bodu
C’ jesté v bodé M uvnit trojihelniku ABC. Pak z tétivového ¢tyfthelniku AC'M B’
plyne rovnost [XCB'M| = |XAC'M]|. Z tétivového ¢tyftihelniku BA’MC’ plyne rovnost
|XAC'M| = |xBA’M|. Dohromady dostéavdme rovnost |<CB'M| = |xBA'M|, takze
¢tyfuhelnik CB'MA’ je tétivovy. Podobné se rozeberou piipady, Ze kruZznice opsané
trojihelnikim AB'C’ a BC'A’ se dotykaji (tedy M = C') nebo bod M nelezi uvnit¥
trojihelniku ABC. Bod M se v literatufe oznacuje terminem Miqueliv bod.]
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4. Zjistéte, pro které hodnoty redlného parametru k md soustava rovnic

|z + 6| + 2]y| = 24,
|z +yl + |z —y| =2k

lichy pocet Teseni v oboru redlnijch cisel. (Pavel Caldbek)

RESENI. Vsimneme si, Ze kdyZ je dvojice (z,y) FeSsenim soustavy, je jim i dvojice
(z, —y). ReSeni tedy typicky ,piichazeji po dvou“. Napiiklad kdyby byla dvojice (z,y) =
= (2,8) Tesenim, bude jim i dvojice (2, —8). Pouze v pfipadé, kdy y = —y neboli y = 0,
nejsou takova dveé feseni (x,y) a (x, —y) navzajem ruzna.

Dana soustava tak muze mit lichy pocet feseni pouze v pripadé, kdy pro y = 0
existuje x splnujici obé rovnice. V takovém pripadé se prvni rovnice zjednodusi na
|z + 6] = 24, takZe nutné je bud x = 18, nebo x = —30. Z druhé rovnice pak plyne,
ze dvojice (18,0) je fesenim pro k = 18 a dvojice (—30,0) je Fesenim pro k = 30. V obou
ptripadech neexistuje zadné jiné feseni (x,y), pro které je y = 0, takze soustava ma lichy
pocet Teseni jak pro k = 18, tak i pro £ = 30, pokud ovsem pro tato dvé k neni reSeni
nekonecnée mnoho. Skutecénost, ze zadana soustava ma jen konecény pocet Teseni, plyne
(i pro obecné k) z toho, ze kazdé z nich je fesenim jedné ze 16 soustav, které dostaneme,
kdyz v ,neurcité” soustavé

Lz +6) £ 2y = 24,
tax+y) (r—y) =2k

jakkoli vybereme znaménka. Vysvétlime nyni, Ze kazda z téchto 16 soustav ma pravé jedno
feseni. Leva strana druhé rovnice je totiz rovna jednomu ze ¢tyt vyrazi +2x nebo +2y,
proto pri daném k druhd rovnice vede vzdy k jednoznac¢nému urceni jedné z neznamych x
¢l y, zatimco druhd neznama miize mit libovolnou hodnotu — tu poté zrejmeé jednoznacné
ur¢ime z prvni rovnice po dosazeni urc¢ené hodnoty prvni neznamé. Proto ma soustava
rovnic ze zadani dlohy vzdy nejvyse 16 Teseni.*

Zavér. Hledané hodnoty parametru k£ jsou pravé dvé, a to ¢isla 18 a 30.

JINE RESENI. V roviné zvolime kartézskou soustavu soufadnic Ozy a podivame se,
jak geometricky vypadd mnozina bodu [z, y| odpovidajicich prvni rovnici a jak mnozina
bodu [z,y] odpovidajicich druhé rovnici. Prunik téchto dvou mnozin pak bude tvofen
pravé témi body [z, y], které odpovidaji feSenim zadané soustavy.

Rozborem znamének vyrazi v absolutni hodnoté (viz obr. 1) snadno zjistime, ze
pro prvni rovnici se jednd o hranici kosoctverce se sttedem v bodé [—6, 0], jehoz vrcholy
jsou v bodech [18, 0], [-6, 12], [—30, 0] a [—6, —12]. Naptiklad v oblasti, ktera je vymezena
nerovnostmi x+6 < 0ay = 0, rovnice odpovidéd piimce —z—6+2y = 24 a vyhovujici body
tak vytvori tisecku, kterou tato primka na dané oblasti vytind. Analogicky postupujeme
ve zbylych tfech oblastech.

Pro druhou rovnici nejprve zduraznéme, ze dale budeme uvazovat pouze kladné
hodnoty parametru k. V piipadé k < 0 totiz zfejmé zadna dvojice (z,y) vyhovujici

* To je samoziejmé velmi hruby, byt v dany moment dostateény odhad. Podle grafického postupu, ktery
déale popiseme, se snadno zjisti, ze nejvétsi pocet feSeni je roven ¢islu 8, a to pro k € (10, 12).
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z+6=<0 HW T+6=>0
y=0 I y=0
—r—6+2y=24 T+6+2y =24
x:

—30 18

—rz—6—-2y=24

r+6=0
y=0

T+6— 2y =24

r+620
y=0

druhé rovnici neexistuje, takze pocet reseni soustavy je roven sudému c¢islu 0. V pripadé
k = 0 je tomu stejné tak, nebot z druhé rovnice tehdy plyne (z,y) = (0,0), avSak tato
dvojice nesplnuje prvni rovnici.

Pro kazdé k£ > 0 podobnym rozborem jako u prvni rovnice zjistime (obr. 2),
ze mnozina bodu odpovidajicich druhé rovnici je tvorena hranici ¢tverce se stredem

v pocéatku, jehoz vrcholy jsou v bodech [k, k], [k, k], [—k, —k] a [k, —kK] .

\

\\ :B—l—yz()“y //4
\\ r—y <0 //
N y: /

N v
N //

AN y=~k

R SN L PRSEY:
NV x—yio
z+y =<0 —k// Nk T
r—y=0 | O_k\\\l':k
///y:_k \\\
/ AN
e r+y S0
/ > N
/// x_y:O \\‘
Obr. 2

Predstavme si nyni, ze do prvniho obrazku s ,pevnym® kosoc¢tvercem zacneme
prikreslovat , proménny*“ ¢tverec, ktery se bude ménit podle toho, jak parametr £ bude
probihat interval vSech kladnych ¢isel (viz obr. 3 pro hodnotu k = 8).

Nasi ulohou je nalézt vSechny ty hodnoty & > 0, pri kterych budou mit hranice
obou ¢tyrtihelniku lichy pocet spoleénych bodi (fikejme déle priseciki). Oba ttvary jsou
soumeérné podle souradnicové osy x, takze pocet prusecikti nad osou z bude stejny jako
pocet prisecikil pod osou x. Zajimaji nas proto pouze ty hodnoty parametru k, pro které
existuje priisecik na ose x. To nastane pouze pro k = 18 a k = 30. V pripadé k = 18
budou v celé roviné ziejmé existovat celkem tii priseciky, v pripadé k = 30 pouze jeden.
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Obr. 3

Stejné jako v prvnim feSeni dochazime k zavéru, ze k = 18 a k = 30 jsou jediné dvé
hledané hodnoty.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

V kartézské soustavé soutadnic Ozy zndzornéte mnozinu vSech bodu [z,y], jejichz
soutadnice spliiujf rovnici a) x|+ |y| = 7, b) |z = 3| + |y| = 7, ¢) |z| + 2|y| = 10. [a)
V kazdém ze ¢tyi kvadranti dostaneme rovnici primky, celkovou mnozinou je hranice
¢tverce s vrcholy v bodech [7,0], [0,7], [=7,0], [0,—7]. b) Hranice ¢tverce posunutd
o vektor (3,0) oproti étverci z tlohy a). ¢) Hranice kosoétverce s vrcholy v bodech [10, 0],
[0,5], [-10,0], [0,—5].]

Rozmyslete si, jak v kartézské soustave souradnic Ozy vypadd mnozina mnozina vsech
bodu [z, y], jejichZ souFadnice spliiuji

a) r < y a zéroven x = —y,

b) x £y a zdroven x = —y a zdroven |z + y| + |z — y| = 10.

[a) Jednd se o prunik dvou polorovin s hraniénimi pfimkami z = y, resp. x = —y.
Vyslednd mnozina je pravy dhel s vrcholem v poéatku a vnitinim bodem [0,1]. b) Po
odstranéni absolutnich hodnot dostanete rovnici primky. Prinikem této primky s thlem
z ulohy a) je usecka s krajnimi body [-5,5] a [5, 5].]

Zduvodnéte, pro¢ pro libovolnou hodnotu redlného parametru k ma soustava rovnic

|z + 6] + 2|y| = 24,
|z 4+ 6]+ |y| =k

sudy podet FeSeni v oboru redlnych éisel. [Obé odpovidajici mnoziny bodu (hranice
kosoc¢tverce a Ctverce) jsou soumérné podle osy z. Tudiz pro kazdé feSeni (z,y) této
soustavy rovnic, je i dvojice (z, —y) jejim FeSenim. Pokud tedy pro kazdé feSeni (z,y)
plati y # 0, ma soustava sudy pocet feSeni (hranice ¢tverce a kosoctverce nemohou mit
nekoneéné mnoho spoleénych bodit). Pokud naopak mé soustava feseni tvaru (z,0), je
nutné k = 24. Pak existuji pravé dvé feseni (—30,0) a (18,0).]

Urcete vSechny dvojice (a,b) redlnych parametri, pro néz mé soustava rovnic

z| +y = a,
2yl —xz =b

prévé ti fesen{ v oboru redlnych ¢isel, a pro kazdou z nich tato feSen{ urcete. [66-B-1-2]
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70. ROCNIK MO (2020/2021) DOMACI CAST KATEGORIE B
D2. Uzitim grafické metody a dale pak vypoctem urcete vsechna realnd reseni soustavy rovnic

lz] + |y — 1] = 1,
lz — 1] + |y| = p,

kde p je redlny parametr. [13—A-11-3]
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5. Je ddn pravidelny sedmiuhelnik ABCDEFG. Kolmice vedend bodem D k primce DE
protind primky CG a AB postupné v bodech P a Q. Dokazte, Ze |AQ|+|EF| = |GP)|.
(Marian Poturnay)

RESENI{. UvaZzovand kolmice ke strané DE vzty¢end v bodé D nejprve protne v bodé P
uhlopticku CG a poté ,opusti“ dany sedmithelnik ve vnitinim bodé ) jeho strany AB
(obr. 1 vlevo). Abychom tusecky v dokazované rovnosti |GP| = |EF| + |AQ| dostali
k sobé ,blize“, zaménime v ni stranu FF shodnou stranou GA. Budeme tak dokazovat
ekvivalentni rovnost

|GP| = |GA| +AQ| (1)

pro délky t¥i stran c¢tyriahelniku AQPG. Postup, ktery pritom zvolime, ndm rovnéz
dosveéddd, ze skutecné plati |GP| > |AQ)| (jak obr. 1 napovidd).

Obr. 1

Usecky GP a AQ jsou predné rovnobézné, nebof jsou obé kolmé na tutéZ osu
soumérnosti celého sedmithelniku, kterou je spole¢né osa strany AB a uhlopricky CG
(obr. 1 vpravo). Jiné osa soumérnosti celého sedmithelniku, totiz osa strany D FE, prochézi
vrcholem A a je rovnobézné s primkou PQ). Protoze navic lezi v poloroviné PQG, protne
tato osa uhlopricku CG v bodé, ktery lezi mezi body P, G a ktery oznacime A’ (obr. 1
vlevo). Diky A" € GP plati rovnost |GP| = |GA'| + |A'P|, navic z relaci A'P || AQ
a PQ || A’A plyne, ze ¢tyfuhelnik AQPA’ je rovnobéznik, a tedy |A’P| = |AQ|. Rovnosti
z posledni véty dohromady znamenaji, ze

|GP| =|GA+]AQ].

Timto vysledkem je nerovnost |GP| > |AQ)| potvrzena. Vyznamnéjsi pro nés je vsak
porovnani s rovnosti (1), kterou méame dokazat. Vidime, Ze takovy tikol splnime, jakmile
ovéfime rovnost |GA| = |GA’|. Rovnoramennost trojihelniku AA’G vSak plyne ze
shodnosti t¥{ ithlu vyznacenych na obr. 1 vlevo: ihly QAA’, AA’G jsou stiidavé tihly mezi
rovnobézkami AB, CG a shodnost uhla QAA’, GAA' plyne z toho, Ze polopiimka AA’
jako osa soumérnosti celého sedmithelniku pili jeho vnitini thel GAB.
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NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

N1.

D1.

D2.

Rozmyslete si, ze pravidelny sedmithelnik je osové soumérny a kazda jeho uhlopricka
je rovnobéznd s nékterou z jeho stran. [Osa kterékoliv strany sedmiihelniku je jeho
osou soumeérnosti. Rovnobéznost vybrané thlopricky s vhodnou stranou dokazte z osové
soumeérnosti.|

Meéjme ostrouhly trojihelnik ABC' se standardné znacenymi thly. Predpokladejme, ze
plati [AB| < |[AC|. Na strané AC zvolme bod D tak, aby platilo [<«CBD| = (8 — 7).
Dokazte, ze |AB| + |CD| = |AC|. [Ukazte, ze |AB| = |AD|. K tomu staéi ovéfit rovnost
|<ABD| = |xADB|]

V obdélniku ABCD plati |AB| = 3|BC| a na strané CD je zvolen bod E tak, Ze
|BC| = |CE|. Dokaite, ze |XxBAC|+ |<BAE| = 45°.

D B C

A : : B

[Obdélnik ABCD s uhlopfickou AC zobrazte v osové soumérnosti podle AB. Bod C' se
zobraz{ na C’. Dokazte, Ze trojihelnik AC'E je rovnoramenny a pravouhly.

D . E C
| |
A ] B ]
|
! 1 Cl
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6. Na planu o rozmerech 12 x 12 ctverecku se nachazi lod tvorend
osmi policky podél obvodu ctverce 3 X 3 (na obrdzku je vyznacena
sedou barvou). Na kolik nejméné policek je potreba vystrelit, abychom
s jistotou zasdhli lod alespor jednou? (Jozef Rajnik)

RESENI. V prvnf &asti Feseni vysvétlime, pro¢ v kazdém ¢tverci 4 x 4, ktery je ¢asti
daného planu 12 x 12, musi byt zasazena vystrelem aspon dvé policka.

Uvazme libovolny takovy ¢tverec 4 x 4. Lod, kterou v ném umistime jako na obr. 1
do levého horniho rohu c¢tverce, neohrozi vystiel na kterékoli z osmi poli, které jsou na
obrazku oznacené teckou.

o|lo|o| o

Obr. 1

Zopakujeme-li tuto ivahu pro lodé umisténé do zbylych tii rohti daného ¢tverce 4 x 4,
oznaceni teckou zfejmé ziska vsech jeho 16 poli. (K tomu jen staéi obrazek 1 pootocit
v jednom sméru o 90°, 180° a 270°.)

Tvrzeni z prvni véty naseho Teseni je tak dokdzano. Doplnime jej (pouze pro
zajimavost) o zfejmé konstatovani, Ze dvéma vhodnymi vystiely na ¢tverec 4 X 4 uz
v ném jakkoli umisténou lod aspon jednou zasdhneme.*

Nyni se jiz budeme vénovat celému ¢tverci 12 x 12. Ten zfejmym zpiisobem rozdélime
na 9 neprekryvajicich se ¢tverci 4 x 4. Jak uz vime, v kazdém z nich musime vystfelit na
aspon dvé policka, takze v celém c¢tverci 12 x 12 musime vystrelit na alespon 9 -2 = 18
policek. T kdyz vime, Ze pro kazdy c¢tverec 4 x 4 dva vystiely staci, zavér o tom, ze
18 vystrelt staci pro cely ¢tverec 12 x 12, predchozi tivaha jesté zdaleka nedokazuje! Lod
lze totiz umistit tak, aby nelezela cela v zadném z deviti sestrojenych ¢tverct 4 x 4.

Zminénou hypotézu o dostatecném poctu 18 vystrelu je treba zdtvodnit, nejsnaze
(jednim) prikladem vyhovujici volby 18 zasazenych policek, kterou lze najit ,cestou
pokust a omyli“. Takovych priklad je mnoho — na obr. 2 jsou uvedeny tii z nich, které
jsou navic né¢im zajimavé.

X
X XX X XX X X X X X
X X X X X X
X
X X X XX X X X
X X X X XX X X
X
X X X X X X
X XX X X X XX X X X
X
Obr. 2

* Popisu vSech vyhovujicich dvojic zésahii ¢tverce 4 x 4 vénujeme dopliujici tilohu D2.
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Vystrely v prvnim prikladu jsou soumérné podle obou diagonal, ve druhém a tretim
podle stredu celého ¢tverce. Navic v prvnich dvou prikladech je bez zasahu polovina radkt
i polovina sloupcti. Ve tretim prikladu nejsou zasazena zadnéd dvé policka se spole¢nou
stranou. Naopak priklad, kdy zasazena policka tvori devét dvojic se spoleénou stranou,
dostaneme jednoduchou tpravou obrazku uprostied: ,rusivou® dvojici zasahti stredového
¢tverce 2 X 2 v ném dame pod sebe.

P0ozZNAMKA. PopiSme piece jen postup, jak piiklad vyhovujici volby 18 vysttelu
pomérné snadno sestrojit a jak soucasné ovérit jeho spravnost, aniz bychom pti zkousce
museli s lodi ,,cestovat® po celém planu 12 x 12.

Nazvéme stredovim polickem (umisténé) lodi to policko, které lezi uprostied étverce
3 x 3, v némz se lod nachédzi. Je ziejmé, ze stiedovymi policky lodi mohou byt prave
policka vnitiniho ¢tverce 10 x 10 daného planu 12 x 12. Tento ¢tverec oznac¢ime C. Dveé
(rtiznd) policka planu nazveme sousedni, maji-li spolecny aspon jeden vrchol.

Pti vyhovujici volbé zasazenych policek nemize zadné z nich, jez lezi ve ¢tverci C,
zistat ,osamoceno*, tj. musi byt vystteleno i na nékteré z osmi s nim sousedicich policek.
Omezme proto nasi konstrukci jen na ty volby 18 vystrel, kterymi bude zasazeno
9 dvojic sousednich polic¢ek ve ¢tverci C. Na obr. 3 jsou uvedeny ptiklady dvou takovych
dvojic. Vzdy kdyz pujde o dvojici policek se spolenou stranou, zasazena bude (aspon
jednou) kazda lod se stfedovym polickem z ttvaru shodnym s vykreslenym dtvarem U.
U dvojic policek s jedinym spolecnym vrcholem budou zasazeny vsechny lodé se stfedovym
polickem z utvaru shodnym s itvarem V.

V. X

XX
X

Obr. 3

Z predchozich tvah plyne, ze nasim tkolem je rozmistit devét itvari do celého planu
12 x 12 tak, aby kazdy z nich byl shodny s &4 nebo V a aby v jejich sjednoceni lezel
cely vnitini ¢tverec C. Priklady takovych rozmisténi, kterd odpovidaji tfem prikladim,
které jsme uvedli v zavéru reSeni na obr. 2, vidite na obr. 4. Do jednotlivych utvari jsme
prikreslili i dvojice odpovidajicich zasah.

X
X X|X X X|X X X X X X
X X X X X X
X
X X X XX} X X X
X X X X1 XX X X
X
X X X X X X
X XX X X X XX X X X
X
Obr. 4
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NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

N1.

D1.

D2.

Ds.

D4.

D5.

Soutézni tlohu ,zmensime®. VyTeste postupné tri tlohy, ve kterych plan 12 x 12 nahradime
pldnem a) 4 x4, b) 5x 5, ¢) 6 x 6. [V tlohach a) i b) staci dva vystiely, v ¢) ¢tyTi vystiely.
Pldn 6 x 6 rozdélte na nepiekryvajici se ¢tverce 3 x 3.]

Na planu o rozmérech 6 x 6 ¢tverecku se nachazi lod tvaru ctverce 2 x 2. Zduvodnéte,
Ze je potfeba nejméné 9 vystiell, abychom méli jistotu, Ze jsme lod zasahli. [Plan 6 x 6
rozdélte 9 neptekryvajicich se ¢tverct 2 x 2.]

Urcete, kolik je vsech dvojic policek daného ¢tverce 4 x 4, jejichz zadsahem dosdhneme
s jistotou i zasah lodi ze zadani soutézni tlohy, ktera je v tomto ¢tverci jakkoli umisténa.
[Je jich 34. VSechny vyhovujici dvojice poli rozdélte do tif skupin podle toho, kolik je
v nich poli¢ek vnitintho ¢tverce 2 x 2 (policka A, B, C, D na obrazku vlevo). Pak
dokazte: V jedné skupiné jsou vSechny dvojice policek z kvarteta K = {A, B,C, D}. Ve
druhé skupiné jsou vSechny dvojice tvorené vzdy jednim polickem X € K a jednim z péti
policek Y ¢ K, které maji s X aspon jeden spoleény vrchol — pro policko X = A jsou
na obrazku vlevo vyznacena teckou. Ve treti skupiné jsou pravé takové dvojice policek,
ktera jsou na obrazku vpravo oznacena riznymi cisly téze parity.

°c|A|B
C|D

o

11

B~
[\]

313

Hledany pocet je tak roven 6 +4-54+2-2-2 = 34/]

Dokazte, ze podminku soutézni tlohy je nemozné splnit tak, ze cely plan 12 x 12 rozdélime
na 9 ¢tvercu 4 x 4 a pak v kazdém z nich vystielime na dvé policka, a to na stejnych dvou
mistech ve vSech 9 étvercich. [Oznadime stejnym z pismen A, B ta zasazend policka, kterd
jsou na stejném misté ve vsech deviti ¢tvercich. Policka A tak jsou rozmisténa v jistém
¢tverci 9 x 9, jak vidime na obrazku vlevo. Pro policka B je tomu obdobné.

Alo °o|Alo oA A A A
o o o B B
Alo o|Aloe oA A A A
o o o B B
Alo °o|Aloe oA A A A

Uvazme lod v poloze, pti které obklopuje policko A ve stfedu ¢tverce 9 x 9. Aby tato
lod byla zasazena, musi v nékterém z osmi jejich policek stat B. Jde-li o jedno ze ctyt
modrych policek oznacenych teckou, pak oznaceni teckou maji na obrazku vlevo vSechna
policka B z naseho ¢tverce 9 x 9, ve kterém tudiz mizeme najit ¢tverce 3 x 3 bez zasahu,
dokonce i bez tecek — jeden ze Ctyr takovych je na stejném obrazku vlevo vyznacen.
Je-li uvazovana lod zasazena v jednom ze CtyT poli v jejich rozich, mizeme bez Gjmy
na obecnosti predpoklddat, Ze jde o levy horni roh (jinak stadi ¢tverec na obrazku vlevo
pootocit). V uvazovaném Ctverci 9 x 9 se pak nachédzeji pravé 4 policka B — viz obrazek
vpravo, ve kterém jsou navic vyznaceny dva z osmi ¢tvercl 3 x 3 bez zdsahu.]

Na desce 7 x 7 hrajeme hru lodé. Nachézi se na ni jedna lod 2 x 3. MizZeme se zeptat na
libovolné policko desky, a pokud lod zasdhneme, hra konéi. Pokud ne, ptdme se znovu.
Uréete nejmensi pocet otdzek, které potfebujeme, abychom jisté lod zasahli. [58-B-1-4]
Na desce 5 x 5 hrajeme hru lodé. Ze ¢tyT poli desky je vytvorena jedna lod nékterého
z tvaru

H ] —WTﬁ ]
| [ L L] L]
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Muzeme se zeptat na libovolné pole desky, a pokud lod zasdhneme, hra konéi. a) Navrh-

néte osm poli, na néz se staci otdzat, abychom méli jistotu zdsahu lodé. b) Zduvodnéte,
ze sedm otézek obecné takovou jistotu nedédva. [58-B-11-2]
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