70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/2021)

Ulohy klauzurni &asti |. kola kategorie A

1. Je dan ostrouhly trojihelnik ABC. Uvnitt jeho stran AB a AC lezi
po fadé body D a FE tak, ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Oznac¢me
F' stred kruznice opsané trojuhelniku ADFE. Dokazte, ze AF 1 BC.

2. Na tabuli je napsano nékolik (ne nutné riznych) prvocisel tak, ze jejich
soucin je 2020krat vétsi nez jejich soucet. Urcete jejich nejmensi mozny
pocet.

3. Jsou-li a, b, c navzajem riizna nezaporna realnd cisla, jaky je nejmensi
mozny pocet riznych ¢isel mezi éisly a +b, b+ ¢, c+a, a® +b%, b* + 2,
 + a*?

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie A se kona
v utery 8. prosince 2020 od 8.30 do 12.30

Soutézici maji na feseni tloh 4 hodiny ¢istého casu.
Za kazdou tulohu miize soutézici ziskat 6 bodi,
uspeésnym resitelem je ten zak, ktery ziska 10 bodt
nebo vice. Povolené pomiicky jsou psaci a rysovaci
potteby a skolni MF tabulky. Kalkulatory, note-
booky ani zadné jiné elektronické pomucky dovo-
leny nejsou. Tyto uidaje se zaktim sdéli pred zaha-
jenim soutéze.

Resi-li 74k klauzurni ¢ast distanéné, smi pouzit po-
¢itac (tablet, telefon) pouze ke zobrazeni zadani,
pripadné k polozeni dotazu uciteli a ziskani odpo-
vedi. Zak musi sva nafocend & naskenovand feseni
odevzdat do 12.50.
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1. Je ddn ostrouhly trojihelnik ABC. Uuvnitr jeho stran AB a AC' lezi po radé body
D a FE tak, Ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Oznacme F stred kruznice opsané
trojuhelniku ADE. Dokazte, Ze AF | BC. (Patrik Bak, Josef Tkadlec)

RESENI. Bod F jako stfed kruznice opsané trojihelniku ADE lez{ na osach jeho
stran AD a AE. Osa tsecky AD diky rovnosti |CA| = |CD| prochdzi bodem C a je
pritom kolméa k primce AB, takze je to primka, na které lezi vyska trojuhelniku ABC
z vrcholu C. Podobné z rovnosti |BE| = |BA| plyne, ze na ose usecky AE lezi vyska
trojuhelniku ABC' z vrcholu B. Dohromady to znamend, ze spole¢ny bod F' obou os
je prusecikem dvou vysek trojihelniku ABC, a proto jim prochézi i jeho treti vyska
z vrcholu A. Plati tudiz AF L BC', jak jsme méli dokazat.

Obr. 1

JINE RESENI. Ulohu vyfesime, kdyZ p¥i obvyklém oznaceni § = |<ABC| dokézeme,
ze thel DAF ma velikost 90° — 5. To diky rovnoramennému trojtihelniku ADF' nastane,
pravé kdyz sttedovy thel AF' D bude mit velikost 23, neboli pravé kdyz obvodovy tihel
AED bude mit velikost 8. Posledni je vsak ekvivalentni s tim, ze ¢tyruhelnik BCED
je tétivovy. Ovérit tuto vlastnost je uz snadné: Z rovnoramennych trojuhelnika AEB
a ADC' vidime, ze velikost o = | BAC| maji i thly AEB a ADC, takze usecka BC' je
z bodit D a E vidét pod tymz tthlem 180° — a.

Za 1plné feseni udélte 6 bodd, z toho: 2 body za dikaz BF' 1 AC, 2 body za dukaz CF 1L AB (jeden
z dukazi lze prohlasit za analogii druhého) a 2 body za zavér o tfeti vysce trojihelniku. Za pouhou
hypotézu, ze bod F je prusecik vysek trojuhelniku ABC, udélte 2 body.

U postupu, ktery nepracuje s vyskami trojiuhelniku ABC, udélte 2 body za dukaz, ze BCED je
tétivovy Ctyfihelnik.
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2. Na tabuli je napsino nekolik (ne nutné riznych) prvocisel tak, Ze jejich soucin je
2020krat vétsi nez jejich soucet. Urcete jejich nejmensi mozny pocet.  (Patrik Bak)

RESENI. Prvoéisla na tabuli ozna¢ime py, pa, . .., pn. Podle zadani plati

2020 - (p1 +p2+ ...+ Dn) =DP1P2 - - - Pn- (1)

Levé strana rovnosti (1) je délitelna ¢islem 2020 = 2-2-5-101. V prvociselném rozkladu
na pravé strané (1) proto nutné vystupuji prvocisla 2, 2, 5, 101. Bez ijmy na obecnosti
predpokladejme, ze p; = 2, py = 2, p3 = 5, ps = 101. Kdyby na tabuli byla jen tato
4 prvocisla (pripad n = 4), tak by rovnost (1) zfejmé neplatila (2020-110 # 2020). Nutné
tedy musi platit n = 5.

Dosazenim uz znamych prvodcisel p; = 2, po = 2, p3 = 5, py = 101 do rovnice (1)
dostaneme po jejim vydéleni ¢islem 2020 rovnici

110 +p5 +p6 + .. +Pp =P5 D6 " - - - * - (2)
Protoze hledame nejmensi mozné n = 5, pii kterém prvocisla ps, pg, - . ., pn spliujici
rovnici (2) existuji, rozebereme dale postupné nejmensi v tdvahu pripadajici hodnoty
n =>5,6,..., dokud prvni vyhovujici n nenajdeme.

e Pripadn = 5. Rovnice (2) je tvaru 1104 p5 = ps, takze ji nespliiuje zadné prvocislo ps.
e Pripad n = 6. Prislusnou rovnici

PsPe = Ps + pe + 110 (3)

upravime na soucinovy tvar

(ps —1)(ps — 1) = 111.

Oba c¢initelé na levé strané jsou tak nutné c¢isla lichd, takze ¢isla ps a pg jsou obé
suda.* Jedind sudd prvocisla ps = pg = 2 vsak rovnici (3) nevyhovuji.
e Pripad n = 7. Rovnice (2) mé tvar

pspep7 = ps + pe + pr + 110. (4)
Zduraznéme, ze nasi ilohou je pouze posoudit, zda néktera trojice prvocisel rovnici (4)
vyhovuje. Uhodnout trojici ps = pg = pr = 5 neni tézké:

5° =125 =5+ 545+ 110.
Tim je celé Teseni tlohy hotovo. Dodejme jesté, ze dalsi trojice prvocisel vyhovujici
rovnici (4) jsou (2,5,13) a (2, 3,23).** Proto v pripadé, kdy trojici (5,5, 5) neuhod-
neme, lze feseni dokoncit tak, ze do rovnice (4) zkusmo dosadime nejmensi existujici
prvocislo ps = 2. Pro prvocisla pg a p7y tak dostaneme rovnici, u které po prevodu na

soucinovy tvar (2pg —1)(2p7 — 1) = 225 uréime dokonce dvé prvociselnd feseni (3, 23)

a (5,13).

Shrime vysledek nasich tvah: Na tabuli bylo napsano aspon 7 prvocisel, prikladem
mozné sedmice (usporadané vzestupné) je 2,2,5,5,5,5,101.

Zavér. Nejmensi mozny pocet prvocisel na tabuli je roven 7.

* Tento zavér ovSem plyne také pfimo z rovnice (3), podle které celd ¢isla pspg a ps + pg maji stejnou
paritu. Nastane to jediné tehdy, kdyz jde o soucin a soucet dvou sudych cisel.
** Jiné vyhovujici trojice neexistuji, viz Pozndmku 1 niZe.
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POZNAMKY.

1. Nazna¢me pro zajimavost, jak vyresit rovnici (4) uplné. Prvni krok jsme uz v textu
ucinili popisem, jak vytesit pripad, kdy jedno ze t¥i neznamych prvocisel je 2. Podobné
lze vytesit pripad, kdy jedno z prvocisel je 3, ve kterém vsSak dostaneme uz jen diive
objevené feseni (2, 3,23) s prvocislem 2.

Zbyva posoudit pripad, kdy vSechna tii prvodcisla ps, pg a pr jsou aspon 5. Pri
vhodném oznaceni, kdy p7 je nejvétsi z nich, plati

5-5-pr < pspepr = ps + pe + pr + 110 = 3pr + 110,

odkud plyne p; < 5. Nutné tak plati ps = pg = p7 = 5, coZ je posledni hledané FeSen.
2. Lze dokéazat, ze pocet sedmi prvocisel na tabuli je jediny mozny.

Za uplné teseni udélte 6 bodt, z toho: 1 bod za zdivodnéni, Ze na tabuli je nutné ¢tverice prvocisel
(2,2,5,101); 1 bod za zdivodnéni, Ze jich nemtze byt celkem 5; 2 body za zdivodnéni, Ze jich nemuze
byt celkem 6; posledni 2 body za uvedeni piikladu, Ze jich muze byt celkem 7. V zavéru reSeni ovSem
neni nutné vypisovat prvné urc¢enou c¢tverici dohromady s druhou jakkoli ziskanou trojici, nebot zadani
ulohy to nevyzaduje.
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3. Jsou-li a, b, ¢ navzdjem ruznd nezdipornd redlnd cisla, jaky je nejmensi mozZny pocet
riznych cisel mezi Cisly a +b, b+ ¢, c+a, a®> + b%, b + 2, > +a®?  (Patrik Bak)

RESENI. Uloha je v proménnych a, b, ¢ symetrickd: zménou jejich poradi dojde jen ke
zmeéné poradi zkoumanych Sesti ¢isel. V prvni ¢asti feseni proto budeme predpokladat,
7e plati a < b < ¢. Diky nezapornosti ¢isel a, b, ¢ pak plati rovnéz a? < b? < 2.

Z vypsanych nerovnosti snadno plyne, ze prvni trojice Cisel a + b, b+ ¢, ¢+ a a druha
trojice ¢isel a? + b2, b? + c2, ¢ + a? jsou usporadany nasledovné:

at+b<atc<btc a a+bP<d+F<V+E (1)

Vidime, ze mezi zkoumanymi Sesti ¢isly jsou vzdy aspon tii rizna. Ukazeme nyni, ze
pouze tfi ruznd ¢isla to byt nemohou. Jinak by totiz podle (1) musely platit rovnosti

a+b=a%+1?
a+c=a’+c, (2)
b+c=0b"+c2

Odectenim prvni rovnosti od druhé, resp. od ttreti rovnosti bychom dostali

c—b=(c—=0b)(c+D),
c—a=(c—a)(c+a).

Odtud po vydéleni kladnymi ¢isly ¢ — b, resp. ¢ — a vyplyva, ze obé Cisla c+ b a c+a
by se rovnala 1, coz odporuje nerovnostem (1). Dokazali jsme tak, ze mezi zkoumanymi
Sesti ¢isly jsou vzdy aspon ¢tyri ruzna.

V druhé casti feseni najdeme trojici riznych nezapornych cisel a, b, ¢ tak, aby mezi
zkoumanymi Sesti ¢isly byla pouze ¢tyfi riizna.

Podle postupu z prvni c¢asti se vyplati volbu cisel a, b, ¢ zacit tak, aby byla splnéna
napiiklad rovnost b 4+ ¢ = b? + ¢?. Jednoduchy zptisob, jak toho dosdhnout, je polozit
b =1 a c= 0. Pak bude Sestice ¢isel v poradi ze zadani ilohy vypadat takto:

a+1, 1, a, a2+1, 1, a’.

Za nezaporné ¢islo a uz ovsem nemuzeme volit ani 0, ani 1. Nehodi se ani zadné a mezi
0 a 1, nebof pro né je v Sestici pét rtiznych ¢isel a®? <a <1l <a?+1<a+ 1.
Musime tedy volit @ > 1. Tehdy bude platit

l<a<a’®<a®>+1 a zaroven a<a+1l<a®+1.

Vidime, ze v nasi Sestici budou jen ¢tyfi rtizna ¢isla, praveé kdyz ¢islo a > 1 bude splnovat
podminku a? = a + 1. Snadnym vypocétem zjistime, Ze jde o &islo

1++5

2 b

a =

znamé pod nazvem zlaty ez nejen v matematice, ale také v umeéni.

Zaveér. Nejmensi mozny pocet ruznych cisel v zadané Sestici je roven 4.
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JINE RESENI. Popisme jeden z dalsich zpusobu hleddni trojic (a,b,c), pro néz jsou
v zadané Sestici pouze ¢tyTi rizna cisla. Takova situace jisté nastane, budou-li splnény
dvé ze tii rovnic soustavy (2). Vyberme si rovnice

a+b=a>+ v a a+c=a’+c

a s ohledem na symetrii predpokladejme, ze b < c¢. Odecteme-li tyto dvé rovnice od sebe,

zjistime, ze musi platit b + ¢ = 1 (viz text prvniho feSeni). Odtud s ohledem na b < ¢
mame b = % —tac= % +t, kde t € (0, %> Pii takové volbé cisel b a ¢ dale staci
uvazovat jen prvni rovnici a + b = a? + b?, ze které po dosazeni b = % — t vyjadrime
kladné cislo a pomoci parametru t. Zapisme je pro prehlednost rovnou na jeden radek
spolu s vyjadienimi ¢isel b a c:

14+ /2 — 4¢2 1 1
:%, bzﬁ—t, C:§+t

a

Z moznych hodnost ¢ € (0, %> se nehodi pouze t = %, kdy vyjde a = ¢ = 1. Kazda hodnota
t € (0, %) totiz urcuje trojici rtiznych kladnych ¢isel a, b a ¢, nebof pro né ziejmé plati
O<b<c<l<a.

Dodejme, ze existenci nalezené nekonecné mnoziny trojic (a, b, ¢) lze potvrdit i bez
vypocéti. Staci jen dotyénou dvojici rovnic @ +b = a? + b* a a + ¢ = a® + ¢ upravit
do tvaru a(a — 1) = b(1 — b) = ¢(1 — ¢) a vyuzit tvaru paraboly, kterd je grafem funkce
f(z) = z(1 —z). Z obrazku vidime, ze podmince f(b) = f(c) = —f(a) skutecné vyhovuje
nekonecné mnoho trojic vzdy navzajem ruznych nezapornych ¢isel a, b, c.

N =

Za uplné Teseni udélte 6 bodd, z toho: 3 body za dikaz, ze mezi Sesti zkoumanymi ¢isly jsou vzdy aspon
4 rizné; 3 body za priklad situace, kdy jsou rtzna praveé 4.

V pripadé netplného dikazu tvrzeni, ze jde o aspon 4 ruzna c¢isla, udélte: 1 bod za zminku o symetrii
a uvedeni obou sérif nerovnosti typu (1); 1 bod za sestaveni soustavy (2). Za dikaz pouhého tvrzeni, ze
jde vzdy o aspon 3 rtzni ¢isla, zddny bod neudélujte.

Za druhou ¢&st feSeni strhnéte 1 bod, pokud postup nalezen{ spravné trojice (a,b,c) (napiiklad
uhodnutim) vyzaduje chybéjici provérku, Ze ve zkoumané Sestici jsou opravdu jen 4 rtizné hodnoty.
K takové provérce staci vypsat odpovidajicich Sest hodnot, pokud je jejich porovnani zrejmé.



