70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/2021)

Ulohy klauzurni &asti |. kola kategorie B

1. Pro realna ¢isla z, y, z plati

ly+2|=1-—uz,
z+x|=1—y.

Zjistéte, jakych hodnot muze nabyvat soucet x + y 4+ z. Pro kazdy
vyhovujici soucet uvedte priklad odpovidajicich cisel x, vy, 2.

2. Uvazujme trojuhelnik ABC, ve kterém je |<BAC| < 60°. Obraz
bodu B v osové soumérnosti podle primky AC oznacme D, obraz C
podle AB oznacme E a obraz B podle AD oznacme F. Dokazte, ze

(CF| = |DE|.

3. Dokazte, ze pokud pro néjaka kladna celd ¢isla a, b, ¢ je 3¢ - 7 — 10¢
kladné dvojmistné ¢islo, pak je to prvocislo.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie B se kona
v utery 26. ledna 2021 od 8.30 do 12.30

Soutézici maji na feseni tloh 4 hodiny ¢istého casu.
Za kazdou tlohu miize soutézici ziskat 6 bodi,
uspésnym resitelem je ten zak, ktery ziska 10 bodt
nebo vice. Povolené pomiicky jsou psaci a rysovaci
potteby a skolni MF tabulky. Kalkulatory, note-
booky ani zadné jiné elektronické pomucky dovo-
leny nejsou. Tyto idaje se zaktim sdéli pred zaha-
jenim soutéze.

Resi-li 74k klauzurni ¢ast distanéné, smi pouzit po-
¢itac (tablet, telefon) pouze ke zobrazeni zadani,
pripadné k polozeni dotazu uciteli a ziskani odpo-
vedi. Zak musi sva nafocend & naskenovand feseni
odevzdat do 12.50.
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1. Pro redlnad cisla x, y, z plati

e +yl=1- 2z,
ly+z]=1-uz, (1)
lz4+z|=1—y.

Zjistéte, jakych hodnot miZe nabyvat soucet x + y + z. Pro kaZdy vyhovujici soucet
wvedte priklad odpovidajicich cisel x, y, z. (Maria Domanyova & Patrik Bak)

RESENI. Pokud je z +y = 0, pak podle prvni zadané rovnice plati z +y = 1 — z,
takze hledany soucet x + y + z je roven 1. Ke stejnému zavéru dojdeme, bude-li platit
y+ 2z = 0mnebo z+ x = 0. Zbyva posoudit piipad, kdy vSechny tii soucty = + y, y + =,
z + x jsou zaporné. Tehdy lze danou soustavu prepsat do tvaru

—r—y=1-z2,
—y—z=1-u, (2)
—z—xz=1-—y.

Sec¢tenim téchto t¥i rovnic dostaneme z+y+2z = —3. Soucet z+y+ 2 tedy vzdy nabyva bud

hodnoty 1, nebo hodnoty —3. Ukazeme, Ze obé tyto hodnoty jsou na reSenich soustavy
(1) dosazitelné.

Najit potfebné trojice (z,y, z) bude snadné. Jak se totiz ukéze, staci se pritom omezit
na trojice stejnych ¢isel x = y = 2. Tehdy se soustava (1) redukuje na jedinou rovnici
22| = 1—z. Ta mé ziejmé dvé FeSenf z = —1 a z = . Tém odpovidaji Feseni (—1, —1, —1)
a (%, %, %) puvodni soustavy (1), kterd jiz potvrzuji, Zze oba souty = +y + 2z = —3
ix+4+y+2z=1 jsou dosazitelné.*

POZNAMKA. Rovnost 2 +y + z = —3 spliiuje jediné feseni (—1, —1, —1) soustavy (1),
protoze to je jediné feseni soustavy (2).** Rovnost z+y+ 2z = 1 spliiuje nekonecné mnoho
feseni (z,y, z) soustavy (1); vSechna jsou urc¢ena podminkou

(EEDAWEDAGES)A (@ +y+s= 1)
Prvni tfi nerovnosti vyjadruji, ze pravé strany rovnic soustavy (1) jsou nezdporné; jsou-li
splnény, pak z rovnosti x +y + 2z = 1 plyne, Ze jsou nezaporné i soucty z +vy, y+ 2, 2+
(rovné po fadé 1 — z, 1 — x, 1 — y), takze (z,y, z) je FeSenim soustavy (1).

* Trojice (—1,—1,—1) a (%7%7%) jsme mohli rychleji ziskat pfimou volbou x = y = z v rovnicich
x4+y+z= -3, resp. ¢ +y+ 2z =1, a pak se dosazenim presvéd¢it, ze to jsou Teseni soustavy (1).

** Pokud totiz trojice (z,y, z) spliiuje (1), ne vSak (2), musi byt jeden ze soucti = +y, y + z, z + x kladny,
takze pak (jak vime) plati x +y + z = 1.
##% Mnozinou vsech takovych trojic (x,y,z) je v kartézské soustavé soufadnic (rovnostranny) trojihelnik
s vrcholy [1,1,—1], [1,—1,1] a [-1,1,1]. Z nerovnic z £ 1, y < 1 totiz plyne 2 =1 —x —y 2 —1 a podobné
pro z, y. Vyhovujici body tak lez v pruniku krychle s vrcholy [+£1,+1,+1] s rovinou z + y + z = 1, coz je
vysSe zminény trojihelnik.
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JINE RESENI. Pii oznaceni s = x + y + z lze soustavu (1) prepsat do tvaru

s —z|=1- 2z,
|S—I’|:1—{L‘, (3)
ls—yl=1-y.

Povazujme déle ¢islo s v soustavé (3) za (nezavisly) parametr. Nasim tkolem je zjistit,
pro které hodnoty s existuje feseni (z,y, z) soustavy (3) s vlastnosti x +y + z = s.

Je-li s = 1, pak TeSenimi soustavy (3) jsou (podle definice absolutni hodnoty) pravé
ty trojice (z,y, z), pro které plati nerovnosti 1 —2 20,1 —x 20, 1 —y = 0. Piikladem
takového Teseni s vlastnosti z + y + 2z = s = 1 je kuptikladu trojice (%, %, %)

Zbyva posoudit pripad, kdy s # 1. Tehdy s — z # 1 — z, takze z prvni rovnice
v (3) plyne s — z # |s — z| neboli s — z < 0. Proto lze prvni rovnici v (3) prepsat jako
—(s—z) =1—2,odkud z = 1(s+1). Analogicky musi platit z = 1(s+1) ay = 2(s+1).
Z podminky x + y + z = s nyni zapsané jako %(s + 1) = s plyne, ze je nutné s = —3.
Snadno se presvédcime, ze odpovidajici trojice (—1,—1, —1) je FeSenim soustavy (1).

Dospéli jsme ke stejnému zavéru jako v prvnim feseni: jediné dvé mozné hodnoty
souctu x 4+ y + 2z jsou ¢isla 1 a —3.

JINE RESENI. Jesté jednim algebraickym postupem dokdzeme, ze z+y+2 € {—3,1}.
(Otézku dosazitelnosti obou hodnot uz opakované posuzovat nebudeme.)

Absolutnich hodnot v soustavé (1) se zbavime tak, ze kazdou ze tii rovnic umocnime
na druhou. Kdyz je nasledné secteme, dostaneme

@+’ +@+2)"+ G+ =1-2"+1-2)"+ (1 -y
Odtud po snadné tpravé obdrzime rovnici
(z+y+2)?+2@x+y+2)—-3=0,

kterd je kvadratickou rovnici s2 4+ 2s — 3 = 0 pro zkoumany soucet s = = + y + 2. Jeji
koreny jsou s = —3 a s = 1. Tim je slibeny diikaz hotov.

Za uplné teseni tlohy udélte 6 bodt, z toho: 4 body za dikaz, ze soucet s = x + y + z nemize nabyvat
jingch hodnot nez 1 nebo —3; 1 bod za piiklad feSeni (x,y,z) se souctem s = 1; 1 bod za uvedeni
(jediného) Teseni (—1,—1,—1) se souétem s = —3.

Za neuplny dikaz tvrzeni s € {—3,1} lze ziskat ¢dstecné body (napiiklad p¥i nedplném rozboru
moznych znamének soucta = + y, y + 2, z + x), nejvysSe vSak 2 body, je-li v postupu logickd chyba
(napiiklad opomenuti néjakého pripadu moznych znamének).

Pokud se resitel snazi popsat mnozinu vSech reseni dané soustavy, zadné body navic tim neziskava.
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2. Uvazujme trojiuhelnik ABC, ve kterém je |<xBAC| < 60°. Obraz bodu B v osové
soumeérnosti podle primky AC oznacme D, obraz C' podle AB oznacme E a obraz B
podle AD oznacme F. Dokazte, Ze |CF| = |DE)|. (Patrik Bak)

RESENI. Usecky CF a DE 7 dokazované rovnosti jsou stranami trojihelniktt ADE
a AFC. Proto staci dokéazat, ze tyto dva trojuhelniky jsou shodné, AADE = AAFC.

Ozna¢me o = |<BAC|. Zdiraznéme predem, ze diky zadané podmince o < 60°, ktera
znamend, ze 3a < 180°, budeme moci pocitat velikosti (konvexnich) thlu se spoleénym
vrcholem A podle poloh jejich ramen jako na obrazku.*

Osové soumeérnosti, které urcuji konstrukci bodia D, E a F, prfedné znamenaji, ze
plati rovnosti |[AD| = |AB| = |AF| a |[AE| = |AC], jak jsme dvéma barvami vyznacili
na obrazku. Dalsim dtsledkem je, ze velikost @ ma nejen thel BAC, ale maji ji také
uhly CAD a EAB, takze konvexni thel BAD ma velikost 2ac a konvexni tthel EAD ma
velikost 3a. Poslednim potifebnym disledkem soumérnosti je, ze velikost 2o ma nejen
thel BAD, ale i thel DAF', a proto konvexni tthel CAF ma velikost 3a, tedy stejnou
jako drive uvedeny thel EAD.

Obr. 1

Z odvozenych rovnosti |[AD| = |AF|, |AE| = |AC| a |[XEAD| = |XCAF| podle véty
sus jiz plyne shodnost AADE = AAFC, kterou jsme chtéli dokazat.

Dodejme, ze tvahu o shodnych trojtihelnicich ADE, AFC lze bez zminky o nich
popsat vahou o otoceni se stifedem v bodé A o orientovany thel FAC. Podle vysledku
z tretiho odstavce naseho Teseni je pri takovém otoceni obrazem tusecky DFE prave
usecka F'C.

Za 1iplné TeSeni tlohy udélte 6 bodu, z toho: 1 bod za uvedeni rovnosti |[AE| = |AC|; 1 bod za dikaz
rovnosti |[AD| = |AF|; 1 bod za dukaz rovnosti |<XEAB| = |XBAC| = |XCAD]J; 1 bod za dikaz
|<DAF| = 2|xBAC| a zbyvajici dva body za dokonceni dikazu uzitim véty sus, kosinové véty ¢
otoCenim se stfedem v A. Z téchto poslednich dvou bodid miZze jeden byt udélen u netplného feseni,
pokud resitel uvede, ze uvedend shodnost ¢i otoceni staci k dokonceni tlohy.

* Uzité osové soumeérnosti totiz zarucuji, ze ramena AE, AB, AC, AD, AF lezi v tomto poradi prii otaceni
kolem vrcholu A.
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3. Dokazte, Ze pokud pro néjakd kladnd celd ¢isla a, b, ¢ je 3%-7° —10° kladné dvojmistné
cislo, pak je to prvocisio. (Josef Tkadlec)

RESENI. Pfedpoklddejme, ze &sla a, b, ¢ jsou pfirozend a ze N = 3% - 7° — 10¢ je
kladné dvojmistné ¢islo. Cislo N neni délitelné zadnym ze ¢ty nejmensich prvodisel 2, 3,
5 a 7, nebot kazdym z nich je délitelné pravé jedno z cisel 3¢ - 7% a 10¢, takze jejich rozdil
jim délitelny neni.

P4té nejmensi prvoéislo je 11. Z rovnosti 11> = 121 plyne, Ze kazdé sloZené é&islo,
které neni délitelné zadnym z prvocisel 2, 3, 5, 7, ma alespon tfi ¢islice.* NaSe dvojmistné
¢islo N tedy neni slozené, je proto nutné prvocislo, jak jsme méli dokazat.

POZNAMKA. Je ziejmé, ze dvojmistna ¢isla tvaru 3¢ - 7° — 10¢ skutecné existuji,
napifklad 3-7 — 10 = 11, 33 -7 —10%2 = 89, 3 - 7 — 10® = 29 apod.

Za uplné feseni ulohy udélte 6 bodt. V pripadé netplného reseni udélte 3 body za pozorovani, ze N neni
délitelné prvoéisly z mnoziny {2,3,5,7}; v piipadé, Ze feSitel zmini nedélitelnost pouze dvéma z nich,
udélte 1 bod, v ptipadé, Ze ukdze nedélitelnost tfemi prvocisly, udélte 2 body (zminku, Ze neni délitelné
pravé jednim z prvodisel, typicky N je liché, nebodujte). Dalsi 3 body udélte za tvrzeni, Ze kazdé slozené
dvojmistné ¢islo je délitelné aspon jednim z prvocisel 2, 3, 5 nebo 7 (neni-li toto konstatovani ni¢im
podlozZeno, strhnéte 1 bod).

* Tento (nebo jemu ekvivalentni) zévér je v iplném feSeni nutno objasnit. Lze se pfitom odvolat na
znamy skolsky poznatek, ze kazdé slozené ¢islo NV mé alespon jednoho prvocinitele p, ktery spliiuje nerovnost

p < VN.



