70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/2021)

Ulohy klauzurni &asti |. kola kategorie C

1. Urcete vsechny dvojice (m,n) prirozenych ¢isel, pro néz plati
2m + 2s(n) =n - s(m) =70,

kde s(a) znaci ciferny soucet prirozeného ¢isla a.

2. Je dan rovnobéznik ABCD, v némz K, L znac¢i po radé stredy jeho
stran BC', AD. Necht pata M kolmice z bodu D k primce AB lezi
uvnitt strany AB daného rovnobézniku a necht N je stred tsecky MB.
Dokazte, ze |[NK| = |NL|.

3. Nechf a, b, ¢ jsou kladnd realna ¢isla, pro néz plati ab + bc + ca = 1.
Urcete, jakych hodnot miize nabyvat vyraz
a®+1) b(+1) c(a®+1)
+ + :
a+b b+c c+a

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie C se kona
v utery 26. ledna 2021 od 8.30 do 12.30

Soutézici maji na feseni tloh 4 hodiny ¢istého casu.
Za kazdou tulohu miize soutézici ziskat 6 bodi,
uspeésnym resitelem je ten zak, ktery ziska 10 bodt
nebo vice. Povolené pomiicky jsou psaci a rysovaci
potteby a skolni MF tabulky. Kalkulatory, note-
booky ani zadné jiné elektronické pomucky dovo-
leny nejsou. Tyto udaje se zaktim sdéli pred zaha-
jenim soutéze.

Resi-li 74k klauzurni ¢ast distanéné, smi pouzit po-
¢itac (tablet, telefon) pouze ke zobrazeni zadani,
pripadné k polozeni dotazu uciteli a ziskani odpo-
vedi. Zak musi sva nafocend ¢ naskenovand feseni
odevzdat do 12.50.
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1. Urcete vSechny dvojice (m,n) prirozengch cisel, pro néz plati
2m +2s(n) =n-s(m) =70,
kde s(a) znaci ciferny soucet prirozeného cisla a. (Jaroslav Svréek)
RESENT. Z rovnice 2m + 2s(n) = 70 upravené na m + s(n) = 35 plyne, Ze m < 35,
a tudiz s(m) < 11 (rovnost nastane pro m = 29). Podle rovnice n - s(m) = 70 je proto
¢islo s(m) délitelem éisla 70, ktery je nejvyse roven 11, takze s(m) € {1,2,5,7,10}.

Nyni pro kazdou z hodnot s(m) rovnou 1, 2, 5, 7, 10 dopoc¢itame postupné hodnoty
n = "70/s(m), s(n), m = 35 — s(n) a zapiSeme je do nasledujici tabulky:

s(m) 1 2 5 7 10
n 70 35 14 10 7
s(n) 7 8 5 1 7
m 28 27 30 34 28

Cisla z kazdého sloupce sice spliuji obé zadané rovnice, neni viak zaruceno, ze s(m)
je skutecné ciferny soucet Cisla m. Vidime, Ze prvni tii pripady, kdy s(m) € {1,2,5},
nevedou k zadnému feseni, nebot s(28) # 1, s(27) # 2 a s(30) # 5. Zbylé dva pripady,
kdy s(m) = 7 a s(m) = 10, vedou ke dvéma Tesenim dané tlohy, protoze s(34) = 7 a
s(28) = 10. Odpovidajici m a n jsou v tabulce vytisténa tucéné.

Zaveér. Dana tloha méa praveé dvé feSeni, kterymi jsou dvojice (m,n) = (34,10) a

(m,n) = (28,7).

P0zNAMKA. Pokud nerovnost s(m) < 11 predem neodvodime, mizeme tlohu vytesit
postupem z podaného teseni, kdyz pritom dotycénou tabulku rozsitime o sloupce pro
hodnoty s(m) € {14, 35,70}, tj. zbylé tri délitele ¢isla 70:

s(m) 14 35 70
n ) 2 1
s(n) 5 2 1
m 30 33 34

Tyto moznosti vylucuji nerovnosti s(30) # 14, s(33) # 35 a s(34) # 70.

Za 1iplné feseni tlohy udélte 6 bodt, z toho: 2 body za uvedeni{ vsech (pfedem nevylouc¢enych) moZznost{
pro hodnoty s(m) a n z rozkladu 70 = n - s(m), 3 body za vylouceni vsech nevyhovujicich moznosti;
1 bod za nalezeni a ovéreni obou Teseni véetné uvedeni spravné odpovedi.

Za pouhé uhodnuti obou vyhovujicich dvojic udélte 1 bod.
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2. Je ddn rovnobéinik ABCD, v némz K, L znaci po tadé stredy jeho stran BC,
AD. Necht pata M kolmice z bodu D k primce AB lezi uvnitr strany AB daného
rovnobézniku a necht N je stred usecky MB. Dokazte, Ze INK| = |NLJ|.

(Vojtéch Zlamal)

RESENI. Ozna¢me S prisecik thlopii¢ek daného rovnobézniku ABCD, tj. jejich
spolecny stred. Bod S je rovnéz stredem pricky KL, kterd je navic rovnobézna se
stranou AB.*

Vsimnéme si, ze v pravotihlém trojihelniku BDM je bod S stredem prepony BD
a bod N je stiedem odvésny MB. Usecka SN je tudiz jeho st¥edni piicka rovnob&znd
s odvésnou DM, takze plati nejen DM 1 AB, ale také SN | AB.

D _C

ki

A - 1 B
Obr. 1

Nyni ze vztaht KL || AB a SN L AB dostavame SN L KL. Piimka SN kolma
k tsecce KL prochazi jejim stiedem S, takze je to jeji osa. Odtud jiz plyne |[NK| = |NL|,
jak jsme méli dokéazat. (Dodejme, ze jsme provedenou tivahu mohli zapsat jako tivahu
o vysce NS trojuhelniku KLN, ktery je v jejim dusledku rovnoramenny.)

Za Uplné teseni ulohy udélte 6 bodu, z toho: 2 body za zjisténi, ze usecka SN je stredni prickou
trojuhelniku BDM; 2 body za dikaz SN 1 KL; 1 bod za zdivodnéni, ze primka NS je osa usecky
KL (pfipadné tsecka NS je vyska k zdkladné KL rovnoramenného trojihelniku KLN); 1 bod za odtud
plynouci potiebny zaveér.

* Tyto zndmé poznatky neni nutné v feSeni dokazovat. Presto uvedme, Ze plynou z vlastnost{ stiednich
pricek SK a LS v trojthelnicich ABC a ABD.
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3. Necht a, b, ¢ jsou kladnd redlnd cisla, pro nez plati ab + bc 4+ ca = 1. Urcete, jakijch
hodnot mize nabyvat vyraz

a®+1)  b(2+1)  cla®+1)
+ + .
a+b b+c c+a
(Josef Tkadlec & Patrik Bak)

RESENT. S ohledem na podminku ab + bc + ca = 1 upravime (podobné jako v tiloze 4
z doméciho kola) nejprve prvni ze tii s¢itancu zkoumaného vyrazu
a®*+1)  aB®*+ab+bc+ca) alb+a)(b+c)

a+b a+b a+b a(b+c)=ab+ca

Analogicky zbyvajici dva s¢itance maji vyjadreni

b(62+1):bc+ab . c(a®+1)

= ca + be.
b+c c+a

Dohromady tak pro soucet vsech tii zadanych zlomkt dostavame

a*+1) b(c*+1) cla®+1)
+ +
a+b b+c c+a

= (ab+ca) + (be+ab) + (ca+bc) = 2(ab+be+ca) = 2,

kde jsme opét vyuzili rovnost ab + bc + ca = 1 ze zadani ulohy.

Zavér. Dany vyraz nabyva pro libovolnd kladna redlna cisla a, b, ¢, ktera spliuji
podminku ab + bc + ca = 1, vzdy hodnotu 2.

Za uplné teseni ulohy udélte 6 bodu, z toho: 3 body za potiebnou tipravu kteréhokoliv ze tii s¢itanci
daného vyrazu; 2 body za secteni ti{ upravenych séitancia (zlomki); 1 bod za uvedeni spravné odpovédi.

Za nedokazanou hypotézu o jediné hodnoté 2 daného vyrazu udélte 1 bod, i kdyz je podporena
konkrétnimi numerickymi vypocty.



