70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/2021)

Ulohy krajského kola kategorie A

. Kolik rtiznych ¢isel mtze byt mezi ¢isly a + 20, a + 2¢, b+ 2a, b+ 2¢, ¢+ 2a a ¢ + 20,
jsou-li a, b, ¢ navzajem ruzna realna cisla? Najdéte vSsechny moznosti.

. Urcete vSechny trojice slozenych prirozenych ¢isel, z nichz kazdé je délitelné souc¢inem
superdélitel zbylych dvou ¢isel. (Superdélitelem ¢isla n > 1 je jeho nejvétsi délitel d
s vlastnosti d < n.)

. V ostrothlém trojtihelniku ABC' jsou D a E vnitini body strany BC, pritom D lezi
mezi B a E, |[AD| = |CD| a |AE| = |BE|. Predpokladejme, 7e osa thlu DAFE
ma s osou usecky BC' jediny spoleény bod, ktery oznac¢ime F'. Dokazte rovnost
|*BAC| + |<DFE| = 180°.

. Do kruhu je usporddano 70 zhasnutych zarovek. Pro libovolnou skupinu zarovek
jsme s to pfipravit prepinac, ktery zméni stav kazdé zarovky z této skupiny (zhasne
rozsvicené a rozsviti zhasnuté) a ostatni zarovky neovlivni. Jaky je nejmensi pocet
prepinaci, pomoci nichz je mozné rozsvitit libovolnou ¢tverici sousednich zarovek
(pricemz ostatni budou zhasnuté)?

Krajské kolo kategorie A se kona
v utery 12. ledna 2021 od 8.30 do 12.30

Za kazdou ulohu muze soutézici ziskat 6 bodu; hodnoti se
pritom nejen spravnost vysledku, ale i logickd bezchybnost
a uplnost sepsaného postupu. Bodova hranice k urc¢eni ispés-
nych tesitelit bude stanovena centralné po vyhodnoceni sta-
tistik bodovych vysledkt ze vSech kraji. Povolené pomucky
jsou psaci a rysovaci potfeby a Skolni MF tabulky. Kalku-
latory, notebooky ani zadné jiné elektronické pomiicky do-
voleny nejsou. Tyto tdaje se zakiim sdéli pred zahajenim
soutéze.

Regi-li zdk krajské kolo distanéné, smi pouzit pocitac (tablet,
telefon) pouze ke své nepretrzité kontrole, k zobrazeni zadani,
piipadné k polozeni dotazu uéiteli a ziskani odpoveédi. Zak
musi sva nafocena ¢i naskenovana reseni odevzdat do 12.50.
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1. Kolik ruznych cisel miZe byt mezi cisly a +2b, a+ 2c, b+ 2a, b+ 2¢, ¢+ 2a a ¢+ 20,
jsou-li a, b, ¢ navzdjem ruznd redlnd cisla? Najdéte vSechny moznosti.

(Josef Tkadlec)

RESENI. Protoze tloha je v proménnych a, b, ¢ symetrickd,” mizeme bez Gjmy na
obecnosti predpokladat, ze plati a < b < ¢. Snadno se presvédéime, ze pak ¢tyti ze
zkoumanych Sesti ¢isel jsou podle velikosti usporadany takto:

b+2a<a+2b<a+2c<b+2c (1)

Skutecné, prvni nerovnost plyne z (a + 2b) — (b + 2a) = b — a > 0, druh& nerovnost
z (a+2¢) — (a+2b) =2(c—b) >0atretiz (b+2¢c) — (a+2c) =b—a>0.

Podivejme se, kterym ze ¢tyt ¢isel v (1) se mohou rovnat zbyla dvé ¢isla c+2a a ¢+ 2b.
K tomu si povsimneme, Ze stejné snadno jako (1) lze dokézat i nerovnosti

b+2a<c+2a<a+2c a a+2b<c+2b<b+2c (2)

Porovnanim s (1) dochézime k zévéru, ze jediné dvé mozné rovnosti mezi zkoumanymi
Sesti ¢isly (za predpokladu a < b < ¢) jsou ¢ +2a = a+2ba c+ 2b = a+ 2¢.” Obé tyto
rovnosti jsou vSak ziejmé ekvivalentni se stejnou rovnosti b = %(a+ ¢), ktera je za naseho
predpokladu splnitelnd.”

Vysledek nasich iivah pro pripad a < b < ¢ lze shrnout néasledovné:

e Je-lib= %(a + ¢), jsou mezi zkoumanymi ¢isly pravé ¢tyri ruznd. Plati pro né totiz
b+2a<a+2b=c+2a<a+2c=c+2b<b+2c (3)

Stane se tak naptiklad pro (a,b,c) = (1,2, 3).
« Pokud naopak plati b # 1 (a+c), tak viech Sest zkoumanych ¢fsel je navzajem riznych.
Tak tomu bude napriklad pro (a,b,c) = (1,2,4).

Zaver. Hledany pocet riznych ¢isel v zadané Sestici je roven bud 4, nebo 6.

P0zNAMKA. Po vypisu nerovnosti (1) lze otdzku pripadné rovnosti prvniho ,zbylého*
¢isla ¢+ 2a nékterému z ¢isel v (1) Fesit i bez uziti nerovnosti (2), a to pfimym testovanim
jednotlivych rovnosti

c+2a=b+2a, c+2a=a+2b, c+2a=a+2c, c+2a=>b+2c.
Podobné i pro druhé ,zbylé* ¢islo ¢ + 2b 1ze testovat rovnosti
c+2b=b+2a, c+2b=a+2b, c+2b=a+2c, c+20=0+2c.

Nékteré z téchto rovnosti (napr. ¢ + 2a = b + 2a) jsou vylouceny uz tim, zZe ¢isla a, b, ¢
jsou navzajem ruznd. Ostatni rovnosti (kromé téch z (3)) jsou ve sporu s predpokladanym
uspofddanim a < b < ¢ (napf. ¢ + 2a = b+ 2c znamené, Ze a = 5(b+ c), tudiz ¢islo a by
lezelo mezi ¢isly b a c.)

? Zménou poradi &sel a, b, ¢ dojde jen ke zméné poradi zkoumanych Sesti ¢isel.

? Poznamenejme, Ze i pfi zvoleném uspofddani a < b < ¢ mé dosavadni vyklad nékolik variant, které
spocivaji ve vzajemné vyméné ¢isel v jedné nebo v obou z dvojic (a+2b, c+2a) a (a+2¢, c+2b) v nerovnostech
(1) a (2).

? 1 v /. o s vy T v .
* Rovnost y = §(x + z) totiz pro navzdjem riznd Cisla z, y, 2z znamend, ze y lez{ mezi x a z.
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JINE RESENI. Pii zkoumdni potencidlnich rovnosti mezi jednotlivymi ¢isly ze zadané
Sestice muzeme dospét k nasledujici hypotéze: Pokud se mékterd dvé z téchto Sesti
¢isel rovnajt, pak jedno z cisel a, b, ¢ je aritmetickym pramérem ostatnich dvou
cisel.

Uvedenou hypotézu lze dokazat mechanickym testovanim vsech (g) = 15 moznych
rovnosti. Méné pracny postup zalozime na tom, ze porovnani libovolného z danych
¢isel x 4 2y s ostatnimi péti ¢isly zapiSeme rovnostmi

T2y =242z, x+2y =y+2z, v+2y =y+2z, v+2y =242z, x+2y =z+2y, (4)

kde x, y, z znaci ¢isla a, b, ¢ v nékterém poradi. Prvni, druhd a patd rovnost v (4)
odporuji tomu, ze Cisla z, y a z jsou navzajem ruzna. Treti rovnost nastane, pravé kdyz
z = 1(z +y). Konetné ¢tvrtd rovnost je splnéna, pravé kdyz y = 3 (z + z). Tim je dikaz
hypotézy hotov.

Primym dusledkem dokazané hypotézy je tvrzeni: Pokud Zddné z cisel a, b, ¢ neni
aritmetickym priumeérem zbylych dvou cisel, je zkoumand Sestice tvorena sesti ruznymi
Cisly.”

Zabyvejme se tedy situaci, kterou predchozi zavér nepostihuje: jedno z cisel a, b,
¢ je rovno aritmetickému prameéru zbylych dvou c¢isel. S ohledem na symetrii mizeme
predpokladat, ze se jedna o ¢islo ¢, pro které tak plati ¢ = %(a—kb). Tehdy méame a = c+d
ab=c—d, kde d = %(a —b) # 0. Po dosazeni takovych hodnot a, b budou mit ¢isla ze
zadané Sestice po radé vyjadreni

3c—d, 3c+d, 3c+d, 3c—d, 3c+2d, 3c-—2d.

Diky tomu, ze d # 0, vidime, ze v takové Sestici jsou pravé ¢tyri navzajem rizné cisla
3ctda 3c+£2d. Dospéli jsme tak ke stejnému zavéru jako v prvnim reseni.

P0OzZNAMKA. Popisme jiné moznosti, jak posoudit piipad ¢ = %(a + b) bez zavedeni
pomocného cisla d. Po dosazeni takové hodnoty c¢ ziskdme pro Sestice cisel ze zadani
vyjadreni
b5a+b 5Sb+a

2 2
Cisla a4 2b, 2a + b jsou zde zastoupena kazdé dvakrat, takze mame zjistit, kolik réiznych
¢isel muze byt ve Ctverici

a+2b, 2a+0b, b+2a, 2b+a,

S5a +b 56+ a
2 7 2

a+2b, 2a+0,

Ukéazat, ze zde uz jsou vSechna ¢isla navzajem rtizna, lze dosdhnout rutinnim testovanim

v 4 .z ’ , v 17 . .V . v .
vsech (2) potencialnich rovnosti — kazda z nich totiz odporuje predpokladu a # b. Jinou
moznosti je ukazat, ze v pripadé a < b plati

b b
o4t <2a+b<a-+2b< 0 ;a,

zatimco v opa¢ném pripadé a > b plati i vypsané ostré nerovnosti naopak.

? Ze takové trojice (a,b,c) existuji, je naprosto ziejmé, a proto neni nutné uvadét jejich priklad. Ani
v druhé ¢&sti tohoto feSeni nebudeme uvadét piiklad trojice (a,b, c) s vlastnosti ¢ = %(a +b).
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Za Uplné Teseni udélte 6 bodu. Pokud jsou popsany podminky, za kterych je hledany pocet 4, resp. 6,
nen{ nutné uvadét konkrétni piiklady trojic (a, b, ¢), je-li splnitelnost téchto podminek v podaném feseni
ziejma.

V pripadé postupu podle prvniho vzorového feseni udélte: 3 body, pokud fesitel pri zvoleném
usporaddni najde v zadané Sestici ¢tyfi riznd ¢isla (2 body) a zduvodni jejich riznost (1 bod); 3 body
za uplnou diskusi o ,,zbylych® dvou ¢islech ze Sestice. Pokud feSitel nevylou¢i moznost péti ruznych c¢isel,
muze ziskat nejvyse 3 body.

V pripadé postupu podle druhého vzorového reseni udélte: 2 body za diukaz uvedené hypotézy;
1 bod za odtud plynouci zavér, kdy jsou v zadané Sestici vSechna ¢isla navzdjem ruzna; 3 body za
vyfeseni jednoho z pripadl typu ¢ = %(a +b). V pripadé drobné chyby v dikazu hypotézy strhnéte
1 bod (opomenuti nékterého z péti pripadi).

Za pouhé uhodnuti tplné odpovédi udélte 1 bod, jsou-li ovSem oba pocty 4 a 6 podlozeny budto
konkrétnimi piiklady trojic (a, b, c), nebo podminkami, o kterych je navic ukdzdno, ze jsou k dosazeni
poctu 4, resp. 6 postacujici.
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2. Urcete vSechny trojice sloZenyjch prirozenych cisel, z nichZ kazdé je délitelné soucinem
superdéliteli zbylych dvou cisel. (Superdélitelem cisla n > 1 je jeho nejuétsi délitel d
s vlastnosti d < n.) (Jaromir Simsa)

RESENI. Superdélitele d slozeného ¢sla n dostaneme, kdyZ z rozkladu é&sla n na
prvocinitele vyskrtneme nejmensiho zastoupeného ¢initele (jednoho, je-li jich vice).” Proto
plati n = pd, kde p je prvoéislo s vlastnosti p < d.”

Necht nq, n9, ng je libovolna hledana trojice. Podle ivodniho odstavce pro superdé-
litele d; Cisla n; plati rovnost n; = p;d;, kde p; je prvocislo a pritom p; < d; pro kazdé
i = 1,2,3. Podle zadéani tlohy ma platit souc¢asné dads | p1dy, dids | pads a didy | psds.
Vynéasobenim téchto tii relaci dostaneme

(didad3)? | p1papsdidads, meboli dydads | p1paps.

Na druhou stranu, vyndsobenim ti{ nerovnosti p; < d; obdrzime pipaps < didads. Ze
zavéru dvou poslednich vét plyne, ze musi platit rovnost didsds = p1pops. Odtud diky
zpusobu odvozeni nerovnosti p1paps < didads zjistujeme, ze musi platit rovnost d; = p;
neboli n; = p? pro kazdé i = 1,2,3. Relace dads | p1d; pak znamend, Ze paps | p3, takze
vSechna t¥i prvodisla p; se musi rovnat témuz prvoéislu p. Pak plati d; = p a n; = p? pro
kazdé i = 1,2, 3, takze podminky d;d; | n} jsou zfejmé splnény v podobé p? | p?.

Zdvér. Resenimi tlohy jsou pravé trojice (pg, P2, pQ), kde p je libovolné prvocislo.

JINE RESEN{. Protoze hledand ¢isla n; (i = 1,2, 3) jsou slozena, jejich superdélitelé d;
jsou vétsi nez 1. S ohledem na symetrii zadani mtizeme dokonce predpokladat, ze plati
1 <dy é do é ds.

Vime, ze dy | n1 a ze podle zadani ulohy rovnéz dods | ny, a tudiz také dy | ng
a ds | ny. VSechna ¢isla dy, do, ds a dads tak jsou déliteli ¢isla ny, pro které navic podle
naseho predpokladu plati

dy = dy = d3 < dadz = ny.

Protoze vsak dy je superdélitel ¢isla nq, z poslednich nerovnosti plyne d; = ds = ds3 a
dods = ny. Pii oznaceni d spolec¢né hodnoty ¢isel d; tak plati ny = d?.

Diky rovnostem d = d; nynf z relaci dids | ng a didy | n3 plynou zavéry ny = d?, resp.
ng = d?, a to stejnym postupem, jako jsme difve za (slabsfho) piedpokladu di < dy < d3
odvodili zavér ny = d?. Kazda hledana trojice (n1, ns, n3) tedy musi mit tvar (dz, d?, d2);
vyhovovat pfitom budou ziejmé pravé ta ¢isla d > 1, kterd jsou superdéliteli ¢isla d?. Stane
se tak, pravé kdyz d bude prvoéislo. Skutecné: je-li d prvoéislo, pak 1, d a d? jsou jedinymi
deliteli ¢isla d?, takze d je jeho superdélitelem; je-li naopak ¢islo d slozené, je délitelné
nékterym prvoéislem p < d, takze pd je délitelem é&isla d? s vlastnosti d < pd < d?, coz
odporuje tomu, Ze d je superdélitelem éisla d?. Dospéli jsme tak ke stejnému zévéru jako
u prvniho feseni.

Za tplné feseni udélte 6 bodu. Strhnéte ovsem 1 bod, chybi-li zdvérecnd zkouska (je-li pii daném postupu
nutna).

U ¢éstecnych teSeni udélte: a) 3 body, pokud fesitel usporada tii superdélitele d; podle velikosti a
dokéze jejich rovnost; b) 2 body, pokud Tesitel uhodne vysledek a ovéri, Ze trojice (pz, P2, p2) vyhovuji;

? voee v s’ Ve o . N4 ’ 2 s 7

* Podrobnéji o urcovani superdélitelii viz vzorové feSeni tlohy 4 z doméciho kola.

? v vz ’ /. . v, v s v/ v v v ’ v

* Fakt, ze prvocislo p musi byt nejmensim prvocinitelem c¢isla n, v nasem feSeni potfebovat nebudeme.
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¢) 1 bod, pokud fesitel uhodne vysledek (bez jeho ovéfeni) a/nebo uvede poznatek, ze kazdé slozené
c¢islo n je tvaru n = pd, kde d je superdélitel ¢isla n a p je nejmensi prvocinitel ¢isla n, nebo jen prvocislo
s vlastnosti p < d (Ize se pritom odvolat na vzorové feseni tlohy 4 z domdciho kola). Zisky za ¢asti a),
b), ¢) se pritom nescitaji (bere se nejvétsi z nich), pouze za obé ¢ésti a) a b) nédlezi dohromady 4 body.
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3. V ostrouhlém trojuhelniku ABC' jsou D a E wnitrni body strany BC, pritom D
lezi mezi B a E, |AD| = |CD| a |AE| = |BE|. Predpoklidejme, Ze osa thlu
DAE ma s osou usecky BC jeding spolecny bod, ktery oznacime F. Dokazte rovnost
|XxBAC| + |<DFE| = 180°. (Patrik Bak)

RESENI. V celém textu budeme pouzivat standardni znaceni a, 3, v velikost{ vnitinich
uhla trojuhelniku ABC'. Klicovym bodem postupu bude zjisténi, ze bod F' je totozny se
sttedem kruznice opsané trojihelniku ABC, ktery oznacime O. V prvni ¢asti feseni tento
poznatek dokazeme dvéma zpiisoby.

1. zpisob. Diky predpokladu |[AD| = |CD| je osa o, strany AC' totoznd s osou tthlu CDA,
a tedy i s osou tthlu EDA.” Analogicky osa o, strany AB je totozné s osou thlu AED.
Tato dvoji role obou os vede k zavéru, ze stted O kruznice opsané trojuhelniku ABC' je
soucasné stiedem kruznice vepsané trojihelniku ADE. Odtud plyne, ze polopiimka AO
je osou uhlu DAE. Zéaroven vsak plati |OB| = |OC/|, takze bod O je spole¢nym bodem
osy uhlu DAFE a osy tsecky BC'. Podle zadani je ovsem jejich spolecny bod jediny a ma
oznaceni I, takze skutecné plati F' = O.

2. zpusob. Jinou uvahou znovu dokézeme, ze poloptimka AO je osa ihlu DAFE, odkud
uz stejné jako pti 1. zptisobu vyplyne zavér o rovnosti ' = O. Podle véty o obvodovém
a stfedovém uhlu plati |[<AOB| = 2+, takze z rovnoramenného trojtihelniku ABO pak
mame |[XOBA| = |£BAO| = 90° — . Déle v rovnoramenném trojihelniku AC'D plati
|XxDAC| = |¥ACD| = #, tudiz |XxBAD| = |XxBAC| — [£xDAC| = o — 7. Dohromady
dostavame |$DAO| = |[£BAO| — |«BAD| = (90° —v) — (a —v) = 90° — a.” Analogickou
cestou pres trojihelniky ACO a ABE obdrzime rovnost |[<EAO| = 90° — a.. Dokézana
shodnost thlt DAO a EAO potvrzuje, ze poloprimka AO je skuteéné osou thlu DAFE.

V druhé ¢asti feSeni zbyva dokézat rovnost |<BAC| + |<DFE| = 180°, kterou
prepiseme do tvaru |[<DFE| = 180° — «. To pujde udélat obzvlasté snadno, pokud kromé
dokéazané rovnosti F' = O vyuzijeme opét osy oy, 0. Usecek AC, resp. AB, jejichz stredy
oznacime Sy, resp. S, jako na obrazku. Kromé toho uvedeme dva postupy bez uziti téchto
08.

? Ze zadani tlohy totiz plyne, Zze bod E lezi mezi body C a D.
? Velikosti thlit BAO a BAD jsme od sebe odeletli ve spravném pofadi, nebot diky zadan{ tlohy plati
90° —a > 0.
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1. zpusob. Body Sy, F', D lezi v tomto poradi na ose op, stejné jako body S., F', E na
ose o.. Kromé toho plati F.S, L. AC a F'S. 1. AB, takze ze ¢tyruhelniku AS,F'S. plyne,
ze jeho vnitini thel S F'S. mé velikost 180° — . Stejnou velikost ma proto i vrcholovy
uhel DF'E, jak jsme potfebovali ukazat. Dodejme, Ze velikost 180° — v tthlu DF'E l1ze
vypocitat rovnéz z trojuhelniku DEF', ve kterém totiz diky osam oy, o. plati rovnosti
|XFDE|=90°—~a |XxFED|=90°—g.

2. zpusob. Vsimnéme si, ze ¢tyiihelnik BDF' A je tétivovy, nebot podle véty o obvodovém
a stfedovém thlu plati [<AFB| = 2v a rovnéz vngjsi tthel ADB rovnoramenného
trojuhelniku AC'D ma velikost 2. Analogicky je také c¢tyrihelnik AFEC tétivovy. Ze
¢tyfuhelniki BDFA a AFEC tak plynou rovnosti |[<AFD| = 180° —  a |<AFE| =
= 180° — ~. Jejich dosazenim do |<DFE| = 360° — |XAFD| — |XAFE| jiz ziskdme
|XxDFE| =+~ =180° — .

3. zpisob. Misto rovnosti F' = O vyuzijeme dfive rovnéz dokdzany poznatek o tom,
ze bod F je stfedem kruznice vepsané trojtihelniku ADFE. Podle znamého vzorce to
znamend, ze |[XDFE| = 90° + 5|«<DAE|." Posledni thel bude mit potfebnou velikost
180° — a, pokud ovéfime, ze | < DAFE| = 180° — 2a. To je snadné: diky rovnoramennym
trojihelnikim ACD, ABE plati |xCAD| = +, resp. |[<BAD| = f, odkud jiz
|XDAE| = |xCAD| + |¥BAE| — |XABC| =7+  — a = 180° — 2a.

Za uplné teseni udélte 6 bodu, z toho: 4 body za dikaz, ze bod F je totozny se stfedem O kruznice
opsané trojihelniku ABC’; 2 body za dukaz thlové rovnosti ze zdvéru zadani.

V ptipadé netplnych feseni udélte 1 bod za hypotézu o totoznosti bod F a O. Pokud Tesitel dokaze
thlovou rovnost pouzitim nedokazané hypotézy F' = O, udélte celkem 3 body.

Z4dny bod neudélujte ani za nedokdzanou hypotézu, ze ABDF je (stejné jako ACEF) tétivovy
¢tyrtuhelnik, ani za dukaz, ze ABDO a ACFEO jsou tétivové ¢tyruhelniky.

? Plyne to z vypoctu | DFE| = 180° — |<EDF| — |<FED| = 180° — 1|XEDA| — }|XAED| = 180° —
— Y(|XEDA| + |XAED|) = 180° — (180° — | DAE|) = 90° + }|<DAE].
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4. Do kruhu je usporadano 70 zhasnutych Zarovek. Pro libovolnou skupinu Zarovek
jsme s to pripravit prepinac, ktery zméni stav kaZdé Zdrovky z této skupiny (zhasne
rozsvicené a rozsviti zhasnuté) a ostatni Zdarovky neovlivni. Jaky je mejmensi pocet
prepinacu, pomoci nichZ je mozné rozsvitit libovolnou ctverici sousednich Zdrovek
(pricemz ostatni budou zhasnuté)? (Martin Melicher)

RESENI. Oéislujme zarovky 1,2,...,70 v pofadi po hranici kruhu. S &isly Zarovek
budeme pocitat ,,cyklicky®, tj. jako se zbytkovymi tfidami modulo 70 (takze napr. 68 + 3
je rovno 1). Pismenem i budeme znacit libovolné celé ¢islo od 1 do 70. Spojeni ,rozsvitit
danou skupinu ¢isel“ bude znamenat rozsvitit vSechny zarovky s ¢isly z této skupiny
a zadné jiné. V zavérecné poznamce a pokynech k bodovani budeme psat o ,sudych*
a ,lichych® zarovkach podle jejich cisel.

Predpokladejme, 7ze méame danu skupinu prepinacii, kterou jsme schopni rozsvitit
kazdou ctverici {i,i+1,7+2,i+3}. Ukdzeme, Ze v takové skupiné je alespon 68 prepinacii.

Protoze umime rozsvitit obé ¢tvetice {i,i+1,i+2,i+3} a {i+1,i+2,i+3,i + 4},
spojenim obou odpovidajicich postupi docilime rozsviceni dvojice {7, + 4}. Tim padem
umime rozsvitit kazdou z dvojic

{i,i+4}, {i+4,i+8), {i+8,i+12},..., {i+68,i+72},

takze spojenim odpovidajicich postupt docilime rozsviceni dvojice {i,7 + 72}, tj. dvojice
{i,i42}.

Zvolme nyni za d libovolné prirozené c¢islo mensi nez 35. Protoze umime rozsvitit
kazdou z d dvojic

{i,i+2}, {i+2,i+4}, {i+4,i+6}, ..., {i+2d—2,i+ 2d},

spojenim odpovidajicich postupt docilime rozsviceni dvojice {i,i + 2d}.

Ziskané dvojice {i,i1 + 2d} reprezentuji vSechny dvojprvkové mnoziny cisel (od 1
do 70) téze parity. Protoze jsme schopni rozsvitit kazdou z nich, mizeme opakovanym
rozsvécovanim po dvojicich rozsvitit libovolnou mnozinu M C {1,...,70}, kterd obsahuje
sudy pocet sudych ¢isel a zaroven sudy pocet lichych éisel (pocitdme i prazdnou
mnozinu M, kterou jsme také schopni ,rozsvitit“). Urc¢ime pocet vSech takovych
mnozin M.

Suda c¢isla od 1 do 70 tvori 35prvkovou mnozinu, kterda ma prave podmnozin se
sudym poctem prvki.” Stejné tak licha &sla od 1 do 70 tvoif 35prvkovou mnozinu, ktera
ma prave 234 podmnozin se sudym poétem prvkii. Hledany pocet mnozin M z predchoziho
odstavce je proto 234 . 234 = 268,

Protoze dani skupina pfepinac¢ii umoziiuje dosdhnout alesponl 2% riiznych stavii
rozsviceni, je v ni alespon 68 piepinaci,’ jak jsme slibili dokézat.

Zbyva uvést priklad skupiny 68 prepinaci, kterymi lze rozsvitit kazdou ctverici
{i,i4+ 1,i+ 2,7+ 3}. K tomu oznacme jako [p, q| prepinac, ktery zméni stav pravé dvou
zarovek, totiz téch s ¢isly p a q. Ukazme, ze skupina 68 takovych prepinacii

1,3], [2,4], [3,5], ..., [66,68], [67,69], [68,70]

234

? Viz vzorové feseni pifkladu 6 z doméciho kola, kde bylo dokdzano, Ze kazda n-prvkovd mnozina mé
pravé 2"~ ! podmnozin se sudym poctem prvki.

? Ve vzorovém feseni piikladu 6 z doméciho kola bylo zdivodnéno, Ze uzitim k prepinaci lze dosdhnout
nejvyse 2% riznych stavi rozsviceni.



70. ROCNIK MO (2020/2021) II. KOLO KATEGORIE A

nasemu zadani vyhovuje. Jisté jimi rozsvitime kteroukoli dvojici {i,i + 2} s dvéma
vyjimkami, kdy 2 = 69 a i = 70.

Uzitim prepinacu [1,3],[3,5],...,[67,69] rozsvitime ve vysledku dvojici {1,69}, tj.
dvojici {7,742} pro i = 69. Podobné uzitim prepinacu [2,4], [4, 6], ..., [68, 70] rozsvitime
dvojici {i,i+ 2} pro i = 70. Umime tedy rozsvitit kazdou dvojici {i,7+ 2}, a tim padem i
kazdou ¢tvefici {i,i+ 1,74 2,7+ 3} (rozsvitime po sobé dvojice {i,i+2} a {i+1,i+3}).

PozNAMKA. K jiné konstrukci vyhovujicich 68 prepinacti lze vyuzit priklad 6
doméciho kola, ve kterém jsme vlastné sestrojili n — 1 prepinac¢t pro mnozinu n zarovek
tak, aby jimi Slo rozsvitit kazdou skupinu se sudym poctem zarovek (nebylo podstatné, ze
v prikladu bylo konkrétni n = 70 sudé). Podle toho si tak nyni pripravime 34 prepinaci
pro nasich 35 sudych zarovek a 34 prepinact pro nasich 35 lichych zarovek. Kazda ¢tverice
sousednich zarovek je ziejmeé slozena z dvojice sudych a dvojice lichych zarovek, je ji proto
mozné rozsvitit.

Za Uplné teseni udélte 6 bodt, z toho: 3 body za diikaz, ze pokud lze rozsvitit kazdou ¢tverici sousednich
zarovek, tak 1ze rozsvitit libovolnou skupinu zarovek se sudym poctem sudych zarovek a sudym poctem
lichych Zérovek; 1 bod za diikaz, Ze takovych skupin Zarovek je 2% (je mozné se odvolat na tvrzeni
z doméciho kola o poctu téch podmnozin dané mnoziny, které maji sudy pocet prvki); 1 bod za
zdavodnéni, ze potfebujeme aspori 68 prepinacl (je mozné se odvolat na argumentaci z doméciho kola);
1 bod za priklad vyhovujici skupiny 68 prepinacu (lze si pfitom pomoci odvoldnim se na konstrukeci
z doméciho kola), je-li ovSem zduvodnéno, ze navrzend skupina prepinact je skuteéné vyhovujici
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