70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/2021)

Ulohy krajského kola kategorie B

1. a) Dokazte nerovnost 4(a?+b%) > (a+b)?+ab pro vechny dvojice kladnych realnych
cisel a, b.
b) Najdéte nejmens{ realné ¢islo k takové, aby nerovnost k(a? + b?) = (a + b)% + ab
platila pro vsechny dvojice kladnych realnych cisel a, b.

2. Pro kazdé kladné celé ¢islo k& oznac¢me di pocet jednocifernych délitelu ¢isla k.
Dokazte, ze pro kazdé kladné celé ¢islo n plati

dy+dy+...+d,
n

< 3.

3. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC s pravym thlem pii vrcholu C. Necht D je
libovolny vnitini bod odvésny AC a p kolmice z bodu D k preponé AB. Oznac¢me
E # D bod primky p takovy, ze body A, B, D, E lezi na kruznici. Oznac¢me jesté F
prusecik primek p a BC'. Dokazte, ze |AE| = |AF.

4. Na hracim planu o rozmérech 9 x 9 ¢tvereckt je umisténa lod tvorena osmi
¢tverecky po obvodu ¢tverce 3 x 3 (na obrazku je lod vybarvena).
a) Na kolik ¢tvereckt musime vystrelit, abychom méli jistotu, ze lod za-
sahneme aspon na dvou riaznych mistech? O prvnim zdsahu se pritom nedozvime.
b) Staci stejny pocet vysttelt i pro hraci pldn o velikosti 11 x 97?

Krajské kolo kategorie B se kona
v atery 30. brezna 2021 od 8.30 do 12.30

Za kazdou ulohu muze soutézici ziskat 6 bodu; hodnoti se
pritom nejen spravnost vysledku, ale i logickd bezchybnost
a uplnost sepsaného postupu. Bodova hranice k urc¢eni ispés-
nych tesitelit bude stanovena centralné po vyhodnoceni sta-
tistik bodovych vysledkt ze vSech kraji. Povolené pomtcky
jsou psaci a rysovaci potfeby a Skolni MF tabulky. Kalku-
latory, notebooky ani zadné jiné elektronické pomiicky do-
voleny nejsou. Tyto tdaje se zakiim sdéli pred zahajenim
soutéze.

Regi-li zdk krajské kolo distanéné, smi pouzit pocitac (tablet,
telefon) pouze ke své nepretrzité kontrole, k zobrazeni zadani,
piipadné k polozeni dotazu uéiteli a ziskani odpoveédi. Zak
musi sva nafocena ¢i naskenovana reseni odevzdat do 12.50.
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1. a) Dokazte nerovnost 4(a®+b?) > (a+b)?+ab pro vsechny dvojice kladngjch redlngch

cisel a, b.
b) Najdéte nejmensi rediné ¢islo k takové, aby nerovnost k(a? + b*) = (a + b)* + ab
platila pro vSechny dvojice kladnych redalnych cisel a, b. (Jan Mazak)

RESENT. a) Po roznasobeni dostaneme ekvivalentni nerovnost 4a®+4b> > a?+b%+3ab,
kterou jesté upravime do tvaru 3a® 4 3b% > 3ab, v némz ji dokdzeme. Pokud je a = b > 0,
pak 3a? = 3ab a 3b®> > 0. Sec¢tenim téchto dvou nerovnosti uz dostaneme dokazovanou
nerovnost. Pokud je naopak b 2 a, postupujeme analogicky (nebo se jen odvolame na
symetrii).

Jinou moznosti je napifklad vyjit ze ziejmé nerovnosti 3(a—0b)? = 0, kterou upravime
do tvaru 3a® + 3b? 2 6ab. Jisté plati 6ab > 3ab (protoze obé &isla a, b jsou kladnd), a tak
dohromady dostavame 3a? + 3b> 2 6ab > 3ab a jsme hotovi.

b) Zadanou mnerovnost ekvivalentné upravime do tvaru (k — 1)(a® + b?) = 3ab.
Dosazenim a = b = 1 dostaneme 2(k — 1) = 3 neboli k£ = 5/2, a tak kazdé vyhovujici
¢islo k je nutné alespon 5/2 (v ptipadé k < 5/2 zadand nerovnost neplati naptiklad pro
dvojici a = b = 1)*. Pro k = 5/2 pfitom mame

(k= 1)(a® + 1) = g(a2 +82) >

[\CRGV]

- 2ab = 3ab,

kde jsme vyuzili obecné platnou nerovnost a? + b* = 2ab, kterd je piepisem ziejmé
nerovnosti (a — b)? = 0.%* Dogli jsme k zavéru, Ze hledané nejmens{ & je rovno 5/2.

Za 1plné feseni udélte 6 boda, z toho 2 body za ¢ast a) a 4 body za ¢ast b). V &asti b) udélte 1 bod za
nalezeni hledané konstanty k = 5/2 (i v pfipadé, Ze je uhodnuta), dalsi 2 body za dikaz nerovnosti pro
k=5/2 a1 bod za zdivodnéni, ze pro k < 5/2 nerovnost obecné neplati.

* V iplném feseni staci uvést jednu takovou dvojici, i kdyz pozadovanou vlastnost ¢isla k < 5/2 vyvraci
napiiklad i kazda jina dvojice sobé rovnych kladnych cisel a, b.

** Lze se rovnéZz odvolat na AG-nerovnost % (u +v) = /uv pro kladnd &isla u = a?

av=>b2
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2. Pro kazdé kladné celé cislo k oznacme dy, pocet jednocifernych delitelu cisla k. Dokazte,
ze pro kazdé kladné celé cislo n plati

di+do+...+d,
n

< 3.

(Josef Tkadlec)

RESENI. Uvazujme jednociferné ¢islo d. Podivame se, kolikrat &islo d jako délitel
prispiva do sou¢tu dy + do + ... + d,,. Naptiklad d rovné péti prispiva jednickou ¢islim

ds, dyg, d15, - . ., ostatnim ¢islim neprispiva. Odtud je jasné, ze kazdé d prispiva do souctu
di +dy+ ...+ d, ¢islem |n/d|, kde |z| znaci dolni celou ¢ast ¢isla x. Sec¢tenim téchto
prispévki pro d = 1,2,...,9 tak dostaneme vyjadreni
' in
d1+d2+...+dn:;bJ. (1)

Uplatnime-li nyni zfejmou nerovnost [z| < x pro ¢isla * = n/d, bude ndm k vyfeSeni
ulohy stacit dokazat druhou z nerovnosti

(2)

1 1
“(ditdy .. dy) S~
n n

&IS

Ta po zkraceni ¢isla n prejde do tvaru
+...+ - <3 (3)

Misto rutinniho vypoctu levé strany nerovnosti (7129,/2520) si muzeme vsimnout, ze plati

1+1+1 .
2 3 6 '
1+1<2_1
4 5 4 2

1+1+1<3<1

78 9 7 "2

Sec¢tenim téchto tii nerovnosti a prictenim jednicky k obéma strandam jiz dostéavame
potrebnou nerovnost (3) dokonce témér bez pocitani.

PozNAMKA. Uziti funkce y = |z] v podaném feSeni neni nezbytné: Piispévky
délitelu d do souctu dy + ds + ... + dy, 1ze rovnou ziejmé odhadnout shora zlomky n/d
a pak jejich se¢tenim piimo dospét k prvni z nerovnosti (2).

Za uplné teseni udélte 6 bodt, z toho: 3 body za myslenku, ze pro dany délitel d se podivame na jeho
prispévek do souctu dy + dy + ... + d,, (jde o metodu pocitani jednoho mnozstvi, v daném pripadé
platnych relaci d | k (d = 1,2,...,9, k = 1,2,...,n), dvéma zpusoby); dalsi 2 body za odvozeni prvni
nerovnosti v (2) (z toho 1 bod za vyjadieni (1), voli-li Tesitel tuto cestu); 1 bod za jakékoli spravné
ovéfeni nerovnosti (3).
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3. Je ddn pravouhly trojuhelnik ABC' s pravym thlem pri vrcholu C. Necht D je libovolny
vnitrni bod odvesny AC a p kolmice z bodu D k preponé AB. Oznacme E # D bod
primky p takovy, Ze body A, B, D, E lezi na kruznici. Oznacme jesté F prusecik
primek p a BC. Dokazte, Ze |AE| = |AF)|. (Jaroslav Svréek)

RESENI. Oznafme P patu kolmice p z bodu D k preponé AB uvaZovaného
pravouhlého trojihelniku ABC.*

Ctyfthelnik AEBD je tétivovy, takZze podle vlastnosti obvodovych twhli plati
|XABE| = |XxADE|. Vsimnéme si déle, ze pravothlé trojihelniky ABC' a ADP maji
spoleény ostry vnitini thel pii vrcholu A, a tak maji shodné ostré vnitini uhly i pri
vrcholech B a D. Dohromady dostavame

|« ABF| = |%ABC| = |xADP| = |XxADE| = |XABE]|.

Dokézana shodnost thlt ABF, ABE neboli uhlt PBF, PBE pro trojihelnik EBF
znamena, ze jeho vyska BP lezi na ose vnitiniho thlu pti vrcholu B. Tento trojihelnik
je tudiz rovnoramenny a piimka BP je osou jeho zakladny EF.** Protoze bod A na této
ose lezi také, plati rovnost |[AE| = |AF|, kterou jsme méli dokdzat. (Navic jsme ukazali,
ze ctyrthelnik AEBFE je deltoid.)

JINE RESENI. Bod D je ortocentrem ostrothlého trojuhelniku ABF, nebot je
prusecikem jeho vysky AC' s vyskou z vrcholu F, ktera totiz lezi na ptfimce p. Odtud
plyne BD 1 AF, a proto oba thly ABD a AFD jsou dopliky téhoz thlu BAF
do 90°, tudiz jsou shodné. S thlem ABD je navic shodny i tthel AED, protoze jde
o obvodové thly nad tétivou AD kruznice opsané ctyruhelniku AEBD. Dohromady
dostavame |XAED| = |<AFD| neboli |XAEF| = |<AFE)|, coz znamend, zZe trojuhelnik

* Na piimce p tak uvazujeme celkem 4 body, které jsou zfejmé v poradi E, P, D, F, coz neni v FeSeni
nutné ani zminovat, natoz dokazovat.
** Tento ze skolni vyuky zndmy zavér, ktery plyne ze shodnosti trojihelniki BPE a BPF podle véty usu,
neni treba v feSeni dokazovat.
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AFEF je rovnoramenny, tj. skutecné plati |AE| = |AF|.

Za Gplné feseni tlohy udélte 6 bodi.

Pii postupu z prvnifho feSeni udélte: 2 body za dikaz rovnosti |[XADE| = |XABE|; 2 body
za zduvodnéni rovnosti |[XADE| = |<ABF]; 2 body za uvahu vedouci od dokdzanych rovnosti ihli
k rovnosti |AE| = |AF|.

Pfi postupu z druhého Feseni udélte: 2 body za dukaz rovnosti |XAED| = |XABD|; 3 body za
zdavodnéni rovnosti |XABD| = |XAFD| (z toho 1 bod za pozorovani, Ze bod D lezi na dvou vyskach
trojuhelniku ABF' a 1 bod za odtud plynouci zdvér BD L AF); 1 bod za tvahu vedouci od dokdzanych
rovnosti thlu k rovnosti |[AE| = |AF|. Po zjisténi, ze bod D je ortocentrem trojihelniku ABF, lze
reSeni rovnéz dokoncit uzitim obecného poznatku, Ze kruznice opsané trojuhelnikim ABF a ABD jsou
soumérné sdruzené podle piimky AB. Resitel to miize prohldsit za znamé a nedokazovat.

Body z obou postupu feSeni se nescitaji. V pripadé, ze Fesitel naznac¢i obé cesty, ale ani jednu
nedokonci, hodnotte tu cestu, na které posbird vice bodu. Pokud napiiklad resitel dokaze jak rovnost
|XADE| = |XABE], tak rovnost |[XAED| = |XABD)|, ziskdvé za to pouze 2 body. Pokud k tomu jesté
kuptikladu dokaze, ze BD | AF, ziskava jiz 4 body.
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4. Na hracim planu o rozmeérech 9 X9 ctverecki je umistena lod tvorend osmi
ctverecky po obvodu ctverce 3 x 3 (na obrdzku je lod vybarvena).

a) Na kolik ctverecki musime vystrelit, abychom méli jistotu, Ze lod za-

sahneme aspon na dvou ruznych mistech? O pronim zdsahu se pritom nedozvime.

b) Staci stejny pocet vystreli i pro hraci plan o velikosti 11 x 97 (Tomas Bérta)

RESENT. a) Ctverec 9x 9 rozdélime na 9 ¢tvercii 3x 3. Do kazdého z nich musime urcité
vystrelit aspon dvakrat, tj. celkem potfebujeme aspon 18 vystreli. Piiklad na obrazku
ukazuje, ze 18 vystielu staci.

X X
XXX X
X X
XX
X X
XXX X
X X

b) Predpokladejme nyni, ze mame k dispozici 18 vystreli na hraci plan 11 x 9 tvoreny
11 ¥adky a 9 sloupci. Radky ozna¢me poradovymi ¢sly 1 az 11.

Do libovolnych t¥i sousednich radkt se vejdou tii neprekryvajici se lodé, na které
tudiz potrebujeme aspon 6 vysttrel. Takze 6 vystreli potrebujeme jak na sousedni radky
6, 7 a 8, tak i na sousedni radky 9, 10 a 11. Na prvnich pét radk nam tedy zbyva nejvyse
6 vystrelt. Pritom v fadcich 1, 2 a 3 musi byt aspon 6 zasaht, stejné jako ve tfadcich
3, 4 a 5. Odtud plyne, ze v prvnich péti fadcich musi vSech 6 zasahu lezet v 3. radku.
Vzdy tak nékteré jeho policko zlistane nezasazeno. Umistéme lod do fadki 2, 3 a 4 tak,
aby ,,prochazela” vybranym nezasazenym polickem 3. fadku. Lod je pak zasazena nejvyse
jednou (nebot zasahy ve 2. i 4. fadku jsme vyloucili), viz obrazek. Tim jsme dokézali, Ze
18 vystrelti pro hraci plan 11 x 9 nestaci.

policko vybrané zasazené

2. N /|
3. [ XXX X (XX
4.

JINE RESENI. PopiSme odli$ny postup pro ¢ast b). Znovu predpoklddejme, Ze méme
k dispozici 18 vystieltl na hraci plan 11 x 9, tvofeny 11 fadky a 9 sloupci. Radky opét
oznac¢ime poradovymi ¢isly 1 az 11. Rozdélme plan na tii ¢asti o rozmérech 11 x 3.
Vyznagili jsme je na dalsim obrazku spolu se vSemi 18 zasahy, jejichz zptsob rozmistént je,
jak ukdzeme, zadanim tlohy vynucen. K tomu budeme v nasledujicim odstavci potfebovat
pouze lodé, z nichz kazd4 lezi celd v jedné ze tif vymezenych ¢ésti.*

* Toto konstatovan{ je dulezité pro dukaz uvedeny v pozndmce za YeSenim.
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Z celkového pocétu 18 zasahu jich musi byt 6 v kazdé ze ti1 uvazovanych ¢asti, nebot
do jakékoli jeji podcasti 9 x 3 se vejdou t¥i neprekryvajici se lodé. Zvolime-li navic tyto
podcasti v tadcich 3 az 11, resp. 1 az 9, zjistime, ze zadny zasah se nemiize vyskytovat
v tadcich 1, 2, 10 a 11. Proto v kazdé ze tii uvazovanych c¢asti musi byt po 2 zasazich
v tadcich 3 a 9 — kvili lodim v tadcich 1 az 3, resp. 9 az 11. Zbyvajici 2 zasahy pak musi
byt v radku 6 — kviili lodi v fadcich 4 az 6 a lodi v fadcich 6 az 8. Urcené dvojice zasahti
v tadcich 3, 6, 9 musi byt ovSem rozmistény jako na obrazku — kvtli lodim v trojicich
radka 2 az 4, 5 az 7, 8 az 10.

Priklad lodi vykreslené na obrazku dokazuje, ze 18 vystreli na cely hraci plan 11 x 9
nestaci.

POzZNAMKA. Vyuzijme poznatky z druhého feSeni ke kratkému dikazu, Ze ani 19
vystielil pro hraci plan 11 x 9 nestaci.

Rozdélme opét hraci plan na tii ¢asti 11 x 3. Podle druhého feseni musi byt vsech
19 vystreli rozdéleno do téchto ¢asti v poctech 6, 6 a 7. Dvé ¢asti s 6 zasahy, jejichz nutné
rozmisténi podle druhého feseni zname, nemohou byt sousedni, nebotf v opa¢ném pripadé
bychom podle piedchoziho obrazku nasli lod s pouze jednim zdsahem. Cést se 7 zasahy
je tedy prostredni a v kazdé z obou krajnich ¢asti je nutné rozmisténi 6 zasahti znamé —
viz dalsi obrazek vlevo. Jsou na ném navic vykresleny 4 lodé, které vedou k zavéru, ze
v prostredni ¢asti by muselo byt aspon 8 zasazenych policek, a to je spor.

D
X
X
X
X
XX (XXX (XX
X
X
XX XXX (XX

Priklad z obrazku vpravo dosvédcuje, ze 20 vystreli na hraci plan 11 x 9 uz staci.
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Za tplné Feseni udélte 6 bodu, z toho 3 body za ¢dst a) a 3 body za ¢dst b).

V ¢asti a) udélte 1 bod za tivahu, pro¢ 17 vystielt nestaci, a 2 body za vyhovujici priklad 18 vystielu.

Za ¢ast b) mohou ziskat body pouze ti FeSitelé, ktefi se rozhodnou zdivodiiovat, ze 18 vystrelu
nestaci (ale za zformulovani této hypotézy zadny bod jesté neudélujte).

Pii postupu z ¢dsti b) prvnfho feSeni, zaloZeném na tvahdch o celych fadcich, udélte: 1 bod za
dikaz existence 5 sousednich Tadkt s nejvyse 6 zasahy; dalsi 1 bod za zdivodnéni, ze mezi témito
5 radky existuje radek, ktery z nich neni krajni a jehoz oba sousedni fadky jsou bez zasahu; 1 bod za
urceni polohy lodi, ktera vede ke sporu.

P1i postupu z druhého reseni udélte: 2 body za odvozeni nutného rozmisténi 6 zasaht v kazdé ze
tFf ¢asti 11 x 3 (za pouhé zjisténi, ze v kazdé ¢dsti je pravé 6 zdsahu, udélte 1 bod, jen kdyZ jsou navic
vylouceny zasahy v prvnich dvou i poslednich dvou fédcich); 1 bod za urceni polohy lodi, kterd vede ke
sporu.

Body z obou postupu feseni se nescitaji, vysledkem je maximum z obou pocti. U jinych netplnych
postupt je mozné udélit napiiklad 1 bod za odvozeni, Ze v nékteré ¢dsti 5 x 3 (jedné nebo i vice) jsou jen
dva zasahy a oba lezi v prostrednim z jejich péti radka. U takovych postupt je mozné udélit 2 body jen
v pripadech, kdy je jasné, Ze postup lze ispésné dokonéit a Fesiteli k tomu zbyvalo udélat mélo (stejné
jako u pokynu vyse pro dva popsané postupy). Za trividlnéjsi zjisténi (napiiklad: prvni dva i posledni
dva fadky jsou bez zasahu) zadny bod neudélujte.



