70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/2021)

Ulohy krajského kola kategorie C

. Urcete vSechna prirozend ¢isla n, pro néz plati
n+ p(n) = 70,
kde p(n) znaci soucin vsech ¢islic cisla n.

. Urcete, pro ktera prirozena cisla n lze ¢tvercovou tabulku n x n, jejiz pole jsou

obarvena jako pole sachovnice, vyplnit ¢isly 2 a —1 tak, Ze soucasné plati:

(i) soucet vSech ¢isel v kazdém radku i v kazdém sloupci tabulky je roven 0,

(ii) soucet ¢isel na vsech ¢ernych polich tabulky se rovna souctu ¢isel na vsSech jejich
bilych polich.

. Je dan trojihelnik ABC, v némz D, F jsou po tadé stfedy jeho stran BC, AB.
Necht F je stfed usecky BE a G vnitini bod strany AC, pro néjz plati |AG| = 3 |CG].
Dokazte, ze prisecik primek DF a GFE lezi na té rovnobézce s primkou BC', ktera
prochazi bodem A.

. Necht a, b jsou libovolna kladné redlna ¢isla, pro néz plati a®> + b> = 1. Najdéte
nejmensi moznou hodnotu vyrazu
a’(a+b%) b (b+a®)
b—b3 a—a3

a urcete, pro které uvazované dvojice a, b je tato hodnota dosazena.

Krajské kolo kategorie C se kona
v utery 30. brezna 2021 od 8.30 do 12.30

Za kazdou ulohu muze soutézici ziskat 6 bodu; hodnoti se
pritom nejen spravnost vysledku, ale i logickd bezchybnost
a uplnost sepsaného postupu. Bodova hranice k urc¢eni ispés-
nych tesitelit bude stanovena centralné po vyhodnoceni sta-
tistik bodovych vysledkt ze vSech kraji. Povolené pomticky
jsou psaci a rysovaci potfeby a Skolni MF tabulky. Kalku-
latory, notebooky ani zadné jiné elektronické pomiicky do-
voleny nejsou. Tyto tdaje se zakiim sdéli pred zahajenim
soutéze.

Regi-li zdk krajské kolo distanéné, smi pouzit pocitac (tablet,
telefon) pouze ke své nepretrzité kontrole, k zobrazeni zadani,
piipadné k polozeni dotazu uéiteli a ziskani odpoveédi. Zak
musi sva nafocena ¢i naskenovana reseni odevzdat do 12.50.
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1. Urcete vSechna prirozend cisla n, pro nez plati
n+ p(n) = 70,

kde p(n) znaci soucin vsech cislic ¢isla n. (Jaroslav Svréek)

RESENI. Nejdiive si uvédomime, 7ze kazdé hledané &slo n musi byt dvojmistné.
Skutecné, pro jednomistné ¢islo n plati n + p(n) = 2n < 18 a zdroverl ze zadané rovnice
n + p(n) = 70 zrejmé plyne dokonce n < 70.

Dosadme nyni dvojmistné n = ab s prvni &slici @ £ 7 do rovnice a rovnou ji upravme
na soucinovy tvar

n+ p(n) = (10a + b) + ab =70, po tGpravé (a+ 1)(b+ 10) = 80.

Protoze 2 < a + 1 < 8 a soucasné 10 < b+ 10 < 19, Ize ¢islo 80 = 2* - 5 rozlozit na
soucin dvou ¢initelt a+ 1, b+ 10 pouze dvéma zptsoby, a to jako 5- 16 nebo 8- 10 (podle
toho, ve kterém ¢initeli je zastoupen prvocinitel 5). V prvnim pripadé je a = 4 a b = 6,
ve druhém a =7 a b= 0.

Zaver. Jedinad dvé vyhovujici cisla jsou n = 46 a n = 70.

PoOzZNAMKA. Rovnici (10a+b)+ab = 70 lze feSit rovnéz tak, ze jednu z nezndmych a, b
vyjadiime lomenym vyrazem pomoci druhé a pak provedeme prislusné déleni dvojclent
(se zbytkem), napriklad

a+1 a+1
Nyni uz staci jen zjistit, pro kterd a € {1,2,...,7} plati (a + 1) | 80 a soucasné
odpovidajici b lezi v {0,1,...,9}.

Dodejme, ze rovnici (10a 4+ b) + ab = 70 s neznamymi ¢islicemi a, b lze Tesit jesté
kratsim postupem. Upravime ji do tvaru b(a + 1) = 10(7 — a), podle kterého je aspon
jedno z cisel b, a + 1 délitelné péti. Musi tedy nastat néktery z pripadia b = 0, b = 5,
a =4 c¢ia=9. Zbytek Teseni je nasnadeé.

70 — 10 80
b= = 10+

JINE RESENI. Je-li n < 39, pak n+p(n) < 394 3-9 = 66, takze pro kazdé hledané n
musi platit n = 40. Na druhou stranu, z rovnice n + p(n) = 70 plyne n < 70, pfitom
hodnota n = 70 zfejmé vyhovuje. Zbyva tak posoudit dvojmistnd ¢isla n s desitkovou
¢islici 4, 5 a 6. Jejich jednotkovou ¢islici oznac¢me b jako diive.

e 40 < n = 49: M4 platit (40 + b) 4+ 4b = 70 neboli 50 = 30, odkud b = 6.
e 50 = n < 59: Ma platit (50 4 b) + 5b = 70 neboli 6b = 20, avsak 6 nedéli 20.
e 60 < n < 69: M4 platit (60 + b) 4+ 6b = 70 neboli 7b = 10, avsak 7 nedéli 10.

Dosli jsme k témuz zavéru jako v prvnim feseni: vyhovuji pouze ¢isla 46 a 70.

Za uplné teseni tlohy udélte 6 bodi, z toho: 1 bod za prevod zadané rovnice na rovnici pro dvé neznamé
C¢islice ¢isla n (pfitom konstatovani, ze n je dvojmistné, lze povazovat za zfejmé, tj. muze byt uvedeno
bez zduvodnéni); 4 body za iplné vyfeSeni této rovnice (pfitom za drobné chyby ¢i neiplnost strhnéte
1-2 body); 1 bod za uvedeni zavérecné odpovédi.

K hodnoceni feseni podobnych tomu z druhého feseni, kdy se fesitel rozhodne pro postupné testovani
dvojmistnych ¢isel (po desitkdch nebo dokonce jednotlivé): Pokud takové testovani, které musi byt podle
reguli MO pisemné dolozeno, neni uplné ¢i obsahuje numerické chyby, udélte nejvyse 5 bodu.

Za nalezeni obou hledanych ¢isel n bez zduvodnéni, pro¢ jind neexistuji, udélte 1 bod. Tento bod
Ize pri¢ist pouze k 1 bodu za prevod zadané rovnice na rovnici pro dvé neznamé cislice.
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2. Urcete, pro kterd prirozend cislan lze ctvercovou tabulku nxn, jejiz pole jsou obarvena
jako pole Sachouvnice, vyplnit cisly 2 a —1 tak, Ze soucasné plati:

(i) soucet vsech cisel v kazdém radku i v kaZdém sloupci tabulky je roven 0,

(ii) soucet cisel na vSech cerngjch polich tabulky se rovnd souctu cisel na vsech jejich
bilych polich. (Martin Melicher)

RESENI. V prvni ¢asti feseni dokézeme, 7ze kazdé vyhovujici ¢islo n musi byt délitelné
Sesti. Trikrat pritom vyuzijeme ziejmy poznatek z feSeni 2. tlohy doméciho kola: Je-[i
soucet nekolika cisel roven nule a pritom kazZdé z nich je rovno 2 ¢i —1, je celkovy pocet
téchto cisel délitelny trems.

Predpokladejme nyni, ze tabulka n x n je vyplnéna pozadovanym zpusobem. Diky
tuvodnimu poznatku je podle podminky (i) ¢islo n (rovné poctu ¢isel v jednom radku
tabulky) délitelné tfemi. Ze je ¢islo n délitelné rovnéz dvéma, dokadZeme tivahou
o souctech Sp a S, ¢isel na vsech bilych, resp. vsech ¢ernych polich tabulky.

Soucet S, + S. vSech cisel z tabulky dostaneme, kdyz secteme vSech n soucti ¢isel
v jednotlivych fadcich. Ty jsou podle podminky (i) vSechny rovny nule, a proto plati
Sp 4+ S. = 0. Podle podminky (ii) vSak zaroven plati S, = S., coz dohromady dava, ze
obé cisla S, a S. jsou rovna nule. To podle ivodniho poznatku znamena, ze ¢islo 3 je
délitelem jak poctu vsSech bilych poli, tak poc¢tu vSech cernych poli. Tyto dva pocty jsou
vsak bud stejné (je-li n sudé), nebo se lisi o 1 (je-li n liché). Protoze se vsak dva nasobky
¢isla 3 nemohou lisit o 1, dochazime k zavéru, ze pocty bilych a ¢ernych poli jsou stejné,
takze cislo n je skutecné sudé, jak jsme slibili ukazat. Prvni ¢ast feSeni je hotova: ¢islo n
je délitelné dvéma i tfemi, a tedy i Sesti.

Ve druhé ¢asti feseni ukazeme, ze pro kazdé ¢islo n, které je délitelné Sesti, 1ze tabulku
n X n vyplnit pozadovanym zptisobem.

Pro ¢islo n = 6k, kde k je libovolné prirozené ¢islo, rozdélme tabulku 6k x 6k
disjunktnim zpiisobem na k2 mensich tabulek 6 x 6. Jisté stac¢i ukazat, Ze kazdou z téchto
tabulek 6 x 6 1ze vyplnit ¢isly 2 a —1 pozadovanym zptisobem, ve vysledku totiz vzdy
dostaneme vyhovujici vyplnéni celé tabulky 6k x 6k. Priklad jednoho z moznych vyplnéni
tabulky 6 x 6 vidite na obrazku (nezalezi zfejmé na tom, ktera pole jsou obarvena ¢erné,
a ktera bile).

POzZNAMKA. V prvni ¢asti naseho FeSeni jsme vyuzili pouze tu ¢ast podminky (i),
ktera se tyka nulovosti souctu vsech ¢isel v kazdém radku.

3



70. ROCNIK MO (2020/2021) II. KOLO KATEGORIE C

Za 1plné feseni tlohy udélte 6 bodu, z toho: 1 bod za konstatovani, ze ¢islo n je délitelné tfemi (lze
se pritom odvolat na vysledek z domaciho kola); 1 bod za zdivodnéni, pro¢ jsou soucty ¢isel na vsech
cernych i na vSech bilych polich oba rovny nule; 2 body za dukaz, ze n je sudé ¢islo; 2 body za konstrukci
piikladu vyplnéni pro kazdé n = 6k (z toho 1 bod za piiklad pro n = 6).
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3. Je dan trojuhelnik ABC', v néemzZ D, E jsou po tadé stredy jeho stran BC, AB.
Necht F je stred usecky BE a G vnitrni bod strany AC, pro néjz plati |AG| = 3|CG].
Dokazte, Ze prusecik primek DF o GE lezi na té rovnobézce s primkou BC', kterd
prochdzi bodem A. (Patrik Bak)

RESENI. Vénujme se nejprve dvojici tse¢ek BC a FG. Ze zadani bodi F a G plyne
|AB| : |AF| = |AC| : |AG| = 4 : 3, takze trojihelniky ABC a AFG jsou podle véty sus
podobné v pomeéru 4 : 3. Odtud plyne, Ze také |BC|: |FG| =4:3 aze BC || FG (diky
shodnym souhlasnym hlim, které v dalsich podobnych situacich uz zminovat nebudeme).
Z praktickych duvodi déle zvolime jednotku délky tak, aby platilo |BC| =4 a |FG| = 3.

Ozna¢me nyni P prusecik primky DF' a rovnobézky ze zadani tdlohy. Z obrazku
je patrné, ze trojiuhelniky BDF a APF jsou podle véty uu podobné. Jejich pomér
podobnosti je 1 : 3, nebot podle zadani plati |AF| = 3|BF|. Z podobnosti trojihelniki
BDF a APF s ohledem na |BD| = 2 tudiz plyne |AP| =3|BD|=3-2=6.

Ozna¢me dale P’ prusecik piimky GFE a rovnobézky ze zadéani tlohy. Podle obrazku
vidime, Ze také trojihelniky FGE a AP'E jsou podle véty uu podobné; jejich pomér
podobnosti je pfitom |[FE|: |AE| =1:2, tudiz |[AP'|=2-|FG|=2-3=6.

/]

n 4 P A

Zjistili jsme, Ze pro body P a P’, které lezi na uvazované rovnobézee v téze poloroviné
vytaté primkou AB, plati |AP| = |AP’|, a proto nutné P = P’. Na dané rovnobéZce tudiz
lezi i prisecik primek DF a GE, jak jsme méli dokazat.

POZNAMKY.

1. Namisto tvahy o druhém pruseciku P’ je mozné dokézat, Ze prusecik P lezi na
polopfimce opacné k polopiimce EG. K tomu staci ovérit rovnost |[XFEG| =
= |XAEP|. Ta ovSem plyne z vysrafovanych trojuhelniki FEG a AEP, které jsou
totiz podobné podle véty sus, nebot se shoduji v thlech pii vrcholech F', A a oba
poméry |FE|:|AE|, |FG|: |AP| jsou rovny poméru 1 : 2.

Postupovat pfi feseni lze rovnéz tak, ze uvazime pouze prusecik P’, z podobnych
trojuhelniki FEG, AEP' odvodime rovnost |AP'| = 6 a dokdZeme rovnost
|<BFD| = |XAFP'| z vySrafovanych trojuhelniki BFD a AFP’, které jsou totiz
podle véty sus podobné, nebof se shoduji v tthlech pii vrcholech B, A a oba poméry
|BF| : |AF|, |BD| : |AP'| jsou rovny poméru 1 : 3.

2. Polohu priisec¢iku primek DF a G E nam prozradi, kdyz si predem nac¢rtneme rovinnou
trojuhelnikovou mrizku, jejiz uzly déli kazdou stranu trojuhelniku ABC' na ¢tyti
shodné tseky.
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Obrézek sice ptimo napovida, ze primky DF a GFE prochazeji obé tim uzlem,
ktery je ,,Sesty nalevo® od uzlu A, pouhy nacrtek vsak nelze povazovat za tplné reseni
ulohy. Je tfeba dokézat to, co na obrazku vidime. Presnéji feceno, je tfeba zdivodnit,
ze uvazované spojnice délicich bodt na stranach trojihelniku ABC ho rozdéluji na
16 mensich, navzdjem shodnych trojihelniki,* které uz pak lze doplnit do vysledné
mrizky, jez bude ,zjemnénim* mrizky tvorené kopiemi trojuhelniku ABC.

Za plné Teseni tlohy udélte 6 bodt, z toho 2 body za zavedeni aspon jednoho z pruseciki P a P’. Zbylé
4 body udélte podle uplnosti tvah o dvojicich podobnych trojihelniki, které jsou pii zvoleném postupu
potfebné, z toho 1 bod za ditkaz obou relaci |BC| : |[FG| = 4 : 3 a BC || FG. Tento bod lze udélit i
v pripadé, kdy zadny z bodu P, P’ zaveden nenf.

Za mnécrtek trojuhelnikové miizky s vykreslenymi polopfimkami DF a GE (jako je uveden
v poznamce 2) udélte 4 body, k tomu lze pri¢ist 1-2 body podle miry tuplnosti, s jakou je existence
takové mrizky zduavodnéna.

* Prvnim krokem takového zdivodnéni muze byt dvaha o dvojici tsetek BC a F'G z tvodniho odstavce
FeSeni.
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4. Necht a, b jsou libovolnd kladnd redlnd cisla, pro néZ plati a® + b*> = 1. Najdéte
nejmensi moznou hodnotu vyrazu
a?(a+0%) bV (b+a?)
b—b3 a— a3

a urcete, pro které uvaZované dvojice a, b je tato hodnota dosaZena. (Tomés Barta)

RESENT. Uzitim podminky a? + b> = 1 upravime nejprve prvni zlomek ze zadaného

vyrazu:
az(a+b3)_az(a+b3)_a2(a—l—b3)_a+b3_a+bg
b—0  b(1—b2)  b-a®2 b b ‘

Podobné pro druhy zlomek plati

(b + a?
Pora) _b,
a— a a

Sec¢tenim vyjadreni obou zlomku tak pro zadany vyraz V' dostaneme:

_ (O 2 b, o\ _(a_ 0 2 oy _ (a2, b
V_<b+b>+(a+a)_(b+a>+(a+b)_<b+a)+1,

kde jsme opét vyuzili podminku a® + 0% = 1.
Vsimnéme si, Ze pro soucet zlomki v poslednich kulatych zavorkach plati*

b a2+b2_(a—b)2+2ab_(a—b)2

2
a (a — b)
_ > S
;o s b o +2 22, nebot

ab

1\
o

7 odvozeného vyjadieni vyrazu V' tudiz plyne dolni odhad V' = 2 4+ 1 = 3. JelikoZ navic
v uzité nerovnosti a/b + b/a = 2 nastane rovnost, pravé kdyz plati a = b, rovnost V = 3

nastane, pravé kdyz kladna ¢isla a, b spliuji obé podminky a? +b?> =1 a a = b, tj. prave
kdyz a = b = %\/5 Cislo 3 je tedy hledand nejmensi hodnota daného vyrazu V a je

dosazena pro jedinou dvojici uvazovanych ¢isel a, b (urcenych v zavéru predchozi véty).

Za uplné reseni ulohy udélte 6 bodu, z toho: 2 body za potiebnou upravu alespon jednoho ze dvou
zadanych zlomkt; 1 bod za tpravu jejich sou¢tu do tvaru vhodného pro minimalizaci souc¢tu a/b + b/a
¢ maximalizaci sou¢inu ab; 2 body za zduvodnén{ dolnfho odhadu éislem 3 (lze se pfitom odvolat na
AG-nerovnost jako v pozndmce pod ¢arou); 1 bod za uréeni (nikoli jen uhodnuti), kdy je nejmensi
hodnota dosazena.

P1i netplném feseni za uhodnuti hledaného minima 3 udélte 1 bod jen v pripadé, kdy je pro tuto
hodnotu uvedena odpovidajici dvojice a = b = %\/ﬁ Tento bod lze pric¢ist k prvnim 2 nebo 3 bodium
udélenym podle pokyni z predchoziho odstavce. Bez tplného dikkazu nerovnosti V' = 3 i prii jinych
postupech lze ziskat nejvyse 4 body.

* K dukazu tohoto vysledku lze rovnéz vyuzit AG-nerovnost %(u +v) 2 y/uv pro hodnoty u = a/b a
v = b/a. Také je mozno diky podmince a? + b? = 1 vyuzit rovnost a/b+ b/a = 1/(ab) a pak maximalizovat
soudin ab, napiiklad uzitim uvedené AG-nerovnosti pro u = a® a v = b2,
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