70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/2021)

Usttedni kolo kategorie A
22. biezna 2021 od 8.30 do 13.00 hodin

MA@

1. Zlomek s 1010 policky v ¢itateli a 1011 policky ve jmenovateli slouzi jako hraci plan

pro hru dvou hraci.
O+04...+0

O+0+4+...+0+0
Hraci se stiidaji v tazich. V kazdém tahu hra¢ vybere jedno z ¢isel 1, 2,..., 2021
a vlozi ho do libovolného prazdného policka. Kazdé ¢islo pritom muze byt pouzito
jen jednou. Zacinajici hrac¢ vyhrava, jestlize se hodnota zlomku po zaplnéni vsech
policek 1i¥f od é&isla 1 o méné nez 107%. V opacném piipadé vyhrava druhy hrac.
Rozhodnéte, ktery z hract ma vitéznou strategii.

2. Oznacme [ stred kruznice vepsané pravotihlému trojihelniku ABC' s pravym thlem
pri vrcholu A. Déle oznac¢me jako M a N stfedy tsecek AB a BI. Dokazte, ze
piimka C'T je te¢nou kruznice opsané trojuhelnitku BM N.

3. Navzdajem rtizna nenulova realna c¢isla a, b, ¢ splnuji mnozinovou rovnost
{a+b,b+c,c+ a} ={ab,be, ca}.
Dokazte, ze plati rovnéz rovnost

{a,b,c} = {a® —2,0* — 2, — 2}.

Za kazdou tlohu miuze soutézici ziskat 7 bodi; hodnoti se
pritom nejen spravnost vysledku, ale i logickd bezchybnost
a uplnost sepsaného postupu. Povolené pomucky jsou psaci
a rysovaci potreby. Knihy, kalkulatory, notebooky ani zadné
jiné elektronické pomiicky dovoleny nejsou. Tyto tdaje se
zaktm sdéli pred zahdjenim soutéze.

Resi-li zak tstfedni kolo distanéné, smi pouzit pocitac (tab-
let, telefon) pouze ke své nepretrzité kontrole, k zobrazeni
zadani, pripadné k polozeni dotazu uciteli a ziskani odpovédi.

74k musi svd nafocena ¢i naskenovand reSeni odevzdat do
13.20.



70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/2021)

Usttedni kolo kategorie A
23. biezna 2021 od 8.30 do 13.00 hodin

MA@

4. Najdéte vSechna prirozena ¢isla n, pro ktera plati rovnost
n+d(n)+d(d(n)) +--- = 2021,

kde d(0) = d(1) =0 a pro k > 1 je d(k) superdélitel ¢isla k (tj. jeho nejvetsi délitel d
s vlastnosti d < k).

5. Retézec znakti nazveme thledniym, ma-li sudou délku a jeho prvni polovina je shodné
s druhou polovinou (napft. abab). Retézec nazveme pékngm, pokud ho lze rozdélit na
nékolik thlednych fetézcu (jako abcabededeff na abeabe, dede a ff). Redukci Fetézce
nazveme operaci, pti které z retézce smazeme dva stejné sousedni znaky (napr. Fetézec
abbac 1ze zredukovat na aac a ten dale na c¢). Dokazte, Ze libovolny fetézec obsahujici
kazdy sviij znak v sudém poctu lze ziskat sérii redukei z vhodného pékného tetézce.

6. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC'. Pro kazdy jeho vnitini bod X oznacme X,, X3, X,
jeho obrazy v osovych soumérnostech po radé podle piimek BC, C'A, AB. Dokazte,
ze vsechny trojihelniky X, X, X, maji spoleény bod.

Za kazdou tlohu miuze soutézici ziskat 7 bodi; hodnoti se
pritom nejen spravnost vysledku, ale i logickda bezchybnost
a uplnost sepsaného postupu. Povolené pomucky jsou psaci
a rysovaci potreby. Knihy, kalkulatory, notebooky ani zadné
jiné elektronické pomiicky dovoleny nejsou. Tyto tdaje se
zaktm sdéli pred zahdjenim soutéze.

Resi-li zak tstfedni kolo distanéné, smi pouzit pocitac (tab-
let, telefon) pouze ke své nepretrzité kontrole, k zobrazeni
zadani, pripadné k polozeni dotazu uciteli a ziskani odpovédi.

74k musi svd nafocena ¢i naskenovand reSeni odevzdat do
13.20.
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1. Zlomek s 1010 policky v citateli a 1011 policky ve jmenovateli slouzi jako hraci plan

pro hru dvou hrdci.
O+0+...+0

O4+0+...4+0+0

Hraci se stridaji v tazich. V kaZdém tahu hrac vybere jedno z cisel 1, 2,..., 2021
a vloZi ho do libovolného prazdného policka. KazZdé cislo pritom mizZe byt pouZito jen
jednou. Zacinajici hrac vyhravd, jestlize se hodnota zlomku po zaplnéni vsech policek
lisi od ¢isla 1 o méné nez 1075. V opacném pripadé vyhrdvd druhy hrdc. Rozhodnéte,
ktery z hraci ma vitéznou strategii. (Pavel Salom)

RESENI. UkaZeme, 7e vitéznou strategii ma zacinajici hra¢. Nazvéme jej A a jeho
protivnika oznacme B. Popiseme predné postup hrace A, kterym zajisti, ze jmenovatel
vysledného zlomku bude pravé o 1 vétsi nez jeho citatel.

Hrac¢ A pri svém prvnim tahu vlozi ¢islo 1 do jmenovatele. Kdykoli hra¢ B pri svém
tahu vybere a vlozi do zlomku ¢islo z, hra¢ A pfi nasledném tahu vybere ¢islo 2023 — z
a vlozi je do téze casti zlomku, kam vlozil hra¢ B ¢islo = (tj. obé po sobé vlozena ¢isla x
a 2023 — x budou bud v ¢itateli, nebo ve jmenovateli).

Vysvétlime, pro¢ popsanou strategii muze hra¢ A vzdy uskuteCnit. Predné si
uvédomime, Ze po vlozeni cisla 1 do jmenovatele bude jak v citateli, tak ve jmenovateli
sudy pocet volngch policek (konkrétné 1010 v obou ¢astech zlomku). Tato vlastnost
zustane zrejmé zachovana po kazdém tahu hrace A. Proto se nemiize stat, ze by hra¢ B
pri nékterém svém tahu obsadil posledni volné policko c¢itatele nebo jmenovatele.

Nemtze se stat ani to, ze by ¢islo, které ma hra¢ A po nékterém tahu hrace B vkladat,
bylo uz diive vybrané, nebot po tvodnim vlozeni ¢isla 1 1ze zbyla ¢isla od 2 do 2021
rozdélit na dvojice cisel se stejnym souctem 2023:

{2,2021}, {3,2020}, {4,2019}, ..., {1011, 1012}.

Znamena to, ze pri kazdém svém tahu hra¢ B néjakou z téchto dvojic ,nac¢ne“ a hrac¢ A ji
nasledné ,,dokonc¢i®. Tim je slibené vysvétleni hotovo.

Popsana strategie hrace A zaruci, ze po zaplnéni vSech policek bude hodnota citatele
rovna 505 - 2023, zatimco hodnota jmenovatele bude 505 - 2023 + 1. Protoze pro takovy
zlomek plati

505 - 2023 1 1

— = < =1075,
505-2023 +1  505-2023+1 500 - 2000

hra¢ A bude vitézem.
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2. Oznacme I stred kruznice vepsané pravouhlému trojuhelniku ABC' s pravym thlem pri
vrcholu A. Ddle oznacme jako M a N stredy tusecek AB a BI. Dokazte, Ze primka C'1
je tecnou kruznice opsané trojuhelniku BMN. (Patrik Bak, Josef Tkadlec)

RESENI. Ozna¢me S # C druhy prisecéik pifmky CI s kruznici ABC.* DokéZeme,
ze ptimka C'I se dotyka kruznice BM N pravé v bodé S.

Je znamo, ze bod S je stfed kruznice AIB. Tento vysledek plati pro obecny
trojuhelnik ABC a uvedeme nyni jeho kratky dikaz. Protoze CS je osa thlu ACB,
prislusi v ném lezicim obloukim SA a SB kruznice ABC' shodné obvodové tihly, odkud
plyne |[SA| = |SB|. Druhou potiebnou rovnost |[SB| = |SI| dokdzeme pfes thly
trojuhelniku BIS pti vrcholech B a [

|¥BIS| = |&BCI| + |<CBI| = |xACS| + |¥xABI| = |XABS| + |<ABI| = |xIBS|.

Dohromady mame |[SA| = |SB| = |SI| a dikaz je hotov.

Protoze S je stfed kruznice AIB, pro sttedy M, N jejich tétiv AB, BI plati
SM 1 MB a SN L NB, takze body S, M, N, B lezi na (Thaletové) kruznici nad
prumérem BS. Stred kruznice BM N je tedy stredem usecky BS, a proto k dokonceni
celého Teseni staci zduvodnit, ze |[€CSB| = 90°. Obvodovy thel C'SB v kruznici ABC
je vsak shodny s obvodovym thlem C'AB, a ten je podle zadani tilohy skutec¢né pravy.

PozNAMKA. Roli bodu S v fesenf tilohy naznacuje fakt, ze uvazovana kruznice BM N
je ve stejnolehlosti H (B, %) obrazem kruznice AIB, jejiz stied je pravé bod S. Odtud
hned plyne klicovy poznatek, ze totiz tisecka BS je primérem kruznice BM N, které se
ma primka C'I dotykat.

* Pro stru¢nost budeme ,kruznici PQR*“ rozumét kruznici opsanou trojihelniku PQR.

4
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3. Navzajem riuznd nenulovd redlnd cisla a, b, ¢ splnuji mnoZinovou rovnost
{a +b,b+c,c+a} = {ab,bc, ca}.
Dokazte, Ze plati rovnéz rovnost
{a,b,c} = {a2 —2.0*—2,¢% — 2}.

(Josef Tkadlec)

RESENI. Cisla a, b, ¢ jsou navzajem riizna a nenulové, takZe jsou navzajem rizné
jak ¢isla a + b, b+ ¢, ¢ + a, tak i cisla ab, be, ca. Proto jsou mnoziny z prvni véty
zadani zapsany korektné, tj. jsou skutecné tiiprvkové. Toto ivodni konstatovani v dalsich
feSenich opakovat nebudeme.

Protoze zadani ulohy je v ¢islech a, b, ¢ symetrické, mizeme rovnost posouzenych
tiiprvkovych mnozin vyjadrit tfemi principidlné odlisSnymi soustavami rovnic*

a—+b=ab, a+b=ab, a-+b=bc,
b+ ¢ = bc, b+ c=ca, b+ c=ca,
c+a=ca, c+a=bc, c+a = ab.

V pripadé prvni soustavy dostavame odectenim jeji druhé rovnice od prvni vztah
a — ¢ = b(a — ¢). Odtud s ohledem na predpoklad a # ¢ plyne b = 1. To vsak odporuje
prvni rovnici zkoumané soustavy.

Podobné v pripadé druhé soustavy dostavame odectenim treti rovnice od druhé vztah
b—a = c(a—b), takze diky a # b mdme ¢ = —1. Dosazenim do soustavy dostaneme rovnice
a+b=abaa+b=1, odkud ab = 1. Cisla a, b jsou proto kofeny rovnice 2 —z + 1 = 0.
Ta vsak realné koreny nema.

Zustava nam tak rozebrat pripad tieti soustavy. Oznac¢me jeji rovnice shora dola (1),
(2), (3). V jejich disledku plati

() (1),(3)

ab® = b(c+ a) = be + ab g (a+b)+ (c+a)=2a+ (b+c) ©

= 2a+ ca=a(2+c).

Porovnanim obou krajnich vyrazii dostavame ab? = a(2 + ¢), odkud s ohledem na a # 0
méme b?> = 2 + ¢ neboli ¢ = b*> — 2. Protoze zkoumand tieti soustava je cyklicka, plati
rovnéz a = ¢* —2 a b = a® — 2. MnoZinova rovnost ze zévéru zadani ulohy je tak dokazéana.

JINE RESENI. Ukdzeme, Ze tiet{ soustavu z ptvodniho feseni

a+b=bc (1)
b+c=ca (2)
c+a=ab (3)

1ze posoudit tak, ze ji zacneme Tesit béznou eliminaéni metodou. Z (3) vyjadiime ¢ = ab—a
a dosadime takové ¢ do (2). Dostaneme po tpravé a? — a = b(a® — a — 1). Viimneme

* Rozlisime pritom, kolik rovnic typu = + y = zy spliuji dvojice {z,y} vybrané z {a,b,c}. Bud to jsou
vSechny tii dvojice ¢i pravé jedna z nich, nebo to neni zadna.
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70. ROCNIK MO (2020/2021) ITI. KOLO KATEGORIE A
si, ze podle (2) plati a # 1, coZ spolu s a # 0 ddvd a®> — a # 0. Proto ze vzorce
a’? —a = b(a* —a—1) plyne nerovnost a®> —a—1 # 0 a vyjadieni{ b = (a®* —a)/(a®* —a—1).
Po jeho dosazeni do (3) dostaneme ¢ = a/(a? — a — 1). Rovnici (1) tak miiZeme ptepsat

ve tvaru ) )
a‘ —a a—a a
a+

a?—a—-1 a2—-a—-1 a2—a—1
odkud po tpravach dostaneme rovnici

0=a’—a" —4a® +3a® + 2a = ala — 2)(a® + a* — 2a — 1).

Protoze a # 0 a rovnost a = 2 by podle (2) znamenala b = ¢, dochdzime k zdvéru, ze
¢islo a je nutné korenem mnohoclenu

Qr) = +2* - 20— 1.

Protoze zkoumand soustava je cyklickd, kofeny polynomu Q(z) jsou také ¢isla b a ¢, takze
plati rozklad Q(x) = (x —a)(x — b)(z — ¢).* K doreseni ulohy proto staci dokdzat, ze ¢isla
a? —2, b — 2, ¢ — 2 jsou rovnéZ navzajem riizné kotreny polynomu Q(z).

Nejprve zdivodnime vzajemnou riznost: s ohledem na symetrii sta¢i vyloucit napr.
rovnost a?> — 2 = b? — 2. Podle ni by platilo @ = b nebo a = —b. Prvni rovnost odporuje
zadani ptimo, z druhé rovnosti podle (1) plyne bc = 0, coz je rovnéz ve sporu se zadanim.

Dokézat, Ze ¢isla a? — 2, b* — 2, ¢ — 2 jsou kofeny mnohoclenu @Q(z), znamend totéz
co overit, ze mnohoclen Q(yg2 — 2) je délitelny tfemi riiznymi kofenovymi ¢initeli x — a,
x —b, x — ¢, a tedy i jejich souc¢inem, tj. polynomem Q(z). Mame tedy jasno, jak TeSeni
dokoncit: nejprve vypocteme

Q2> —2)=(2* -2+ (2 —2)*—2(2a* —2) — 1 =2 — 52" + 62> — 1

a poté se uzitim znamého algoritmu presvédcime, ze déleni Q(x2 — 2) : Q(x) vyjde beze
zbytku. Zapiseme zde pouze vysledek tohoto déleni v podobé rozkladu

Q(2*—2) =Q(z) (z* —2° — 2+ 1).

POZNAMKY.
1. Kofeny polynomu Q(z) jsou ¢isla 2cos %W = 1,24698, 2cos %71’ = —0,44504
a 2cos gﬂ' = —1,80194. Takové jsou tedy (az na poradi) hodnoty libovolné trojice

c¢isel a, b, ¢ vyhovujicich zadani ilohy.

2. Nazna¢me odlisny dikaz tvrzeni, Ze trojice {a,b,c} kofeni odvozeného polynomu
Q(x) je shodnd s trojici {a® — 2,b*> — 2,¢* — 2} (nebude pfitom nutné predem
zduvodnovat, Ze jde také o tfi riznd ¢isla). Zminény fakt vyjadiime pomoci Viétovych
vzorci rovnostmi

a+bt+c=—1=(a*—-2)+ (b*—2)+(c*—2),
ab+bc+ca=—2=(a®>—2)(b* —2) + (b* — 2)(c* — 2) + (¢* — 2)(a* — 2),
abc= 1= (a*—2)(b* —2)(c* - 2).

* Je mozné ovérit, ze kofeny Q(z) jsou t¥i navzdjem ruznd redlna ¢isla, ale neni to nezbytné. Podle zadéani
tlohy totiz vyhovujici ¢isla a, b, ¢ existuji.



70. ROCNIK MO (2020/2021) ITI. KOLO KATEGORIE A

Je tudiz treba dokazat, Ze ze tii levych rovnosti plynou vSechny tii pravé rovnosti.
Nebudeme se touto algebraickou provérkou zde zabyvat.

JINE RESEN{. Nezavisle na prvnich dvou feSenich popiSeme jesté jedno odvozeni toho
kubického polynomu Q(z) = x® — sx? +rz —p, jehoZ kofeny jsou zadand (navzdjem riiznd)
¢isla a, b, c. (Zbytek druhého feseni poté opakovat nebudeme.) K hledanym hodnotdm
s=—1,r=—2ap=1dojdeme tak, Ze pro tato neznama cisla urcena Viétovymi vzorci

s=a+b+c, r=ab+bc+ca, p=abc

nejdiive trojim uzitim rovnosti {a + b,b + ¢,c + a} = {ab, be, ca} ziskdme soustavu tii
rovnic, kterou pak vyresime.
Z rovnosti souc¢tu prvka v obou triprvkovych mnozinach

(a+b)+ (b+c)+ (c+a)=ab+bc+ca

mame prvni rovnici 2s = r. Secteni soucini dvojic ¢isel v kazdé z obou mnozin vede

k druhému disledku
(@a+b)(b+c)+ (b+c)(c+a)+ (c+a)(a+b)=ab-bc+bc-ca+ ca-ab,

ktery lze upravit do tvaru (a + b+ c)? + (ab+ bc+ ca) = abc(a+b+c), tj. s> +r=p-s.
Konecné v rovnosti soucinii trojic c¢isel

(a+b)(b+c)(c+a)=ab-bc-ca

je levéa strana rovna (a + b+ c)(ab + be + ca) — abc = s -7 — p a prava je p?, takZe plati
s-r = p? + p. Vyslednou soustavu tif rovnic

2 2
2s=r, s°4+r=p-s, s-r=p +p
eliminaci r = 2s zredukujeme na soustavu

2425 =p-s, (4)
25% = p? + p. (5)

V piipadé s = 0 z (5) plyne p? + p = 0, takze p € {0,—1}. Této situaci odpovidaji
polynomy Q1(z) = 2° a Q2(x) = 23 + 1, za4dny z nich vSak zfejmé nem4 tii riizné realné
koreny. Nutné tedy plati s # 0.

Po vydéleni (4) ¢islem s # 0 dostaneme s + 2 = p. Dosazenim takového p do (5)
obdrzime kvadratickou rovnici 0 = s> — 55 — 6 = (s — 6)(s + 1). V tivahu tak piipadaji
jeding dvé feSeni (s,r,p) € {(6,12,8),(—1,—2,1)}. Prvnimu z nich odpovidd polynom
Q3(r) = 23 — 622 + 122 — 8 = (v — 2)? s pouze jednim realnym kofenem, druhému feSent
polynom Q4(z) = 23 + 22 — 22 — 1 = 0. Hledany polynom Q(z) je tedy nutné roven
polynomu Qq(x).

POZNAMKA. Vypocet ¢isel s, r, p miZzeme zjednodusit, kdyZ vyuZijeme dvodni
poznatek z prvniho TeSeni, podle kterého ¢isla a, b, ¢ po pripadném preznaceni (daném
zménou jejich potradi) spliiuji soustavu rovnosti

a+b=bc, b+c=ca, c+a=ab. (6)
7
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Porovnanim rozdilt jejich levych a odpovidajicich pravych stran dostaneme rovnosti
a—c=cb—a), b—a=alc—>b), c—b=bla—c).

Porovname-li nyni soucin t¥i levych stran se souc¢inem tii pravych stran, pak po vydéleni
nenulovym ¢islem (a —b)(b—c¢)(c—a) jiz dostaneme prvni ze ti{ nezndmych hodnot, totiz
p=abc=1.

PrepiSeme-li nové rovnosti (6) do tvaru

a=bc—1), b=cla—1), c=alb-1),

pak obdobnou procedurou vynasobeni s ohledem na abc # 0 dostaneme rovnost
1 =(a—1)(b—1)(c—1). Z ni po roznasobeni a dosazeni hodnoty abc = 1 vyjde pro
nezndmé s = a + b+ c a r = ab+ bc + ca rovnice r = s — 1. Ta spolu s rovnici 2s = r,
kterou ziskdme sectenim rovnosti (6), uz vede k urceni hodnot s = —1 a r = —2.



70. ROCNIK MO (2020/2021) ITI. KOLO KATEGORIE A

4. Najdéte vsechna prirozend cisla n, pro kterd plati rovnost
n+d(n) +d(d(n)) + --- = 2021,

kde d(0) = d(1) =0 a pro k > 1 je d(k) superdélitel ¢isla k (tj. jeho nejvetsi délitel d
s vlastnosti d < k). (Tomas Bérta)

RESEN{. Podobné jako v domécim kole vyuZijeme poznatek, ze pro superdélitele d(m)
celého ¢isla m > 1 plati vzorec d(m) = m/p, kde p je nejmensi prvocinitel ¢isla m.

Rozlozme tedy hledané n na prvocinitele: n = pips...pg, kde p1 = ps = ... = ps
jsou prvocisla. Pak diky ivodnimu poznatku mtzeme rovnost ze zadani prepsat ve tvaru

PL.. . Pe+PL.. Pr_1+DP1...Pr_o+- - +pip2+p1+1=2021.

Po odecteni ¢isla 1 postupnym vytykanim na levé strané dostaneme

pr(l+p2(L+p3(1+ -+ pe—1(l+pk)...))) = 2020. (1)
Vidime, ze py | 2020 = 101 - 5 - 2 - 2. Protoze p; je prvocislo, mame 3 moznosti:

a) pp = 101. Z (1) plyne 1+ po(...) = 20, takze ps | 19, a tedy po = 19 (a k = 2), coz
diky 101 > 19 vede skutecné k feseni n = 101 - 19 = 1919.

b) p1 = 5.7 (1) plyne 14 po(...) = 404, takze ps | 403. Podle 5 = p; = py vSak prvodislo
p2 miize byt jen 2, 3 nebo 5, neni to tedy délitel ¢isla 403 = 13 - 31.

¢) pr = 2. Z (1) plyne 1+ po(...) = 1010, takze pe | 1009. To vSak odporuje tomu, zZe
podle 2 = p; 2 py je py = 2.

Zaver. Jediné vyhovujici ¢islo je n = 1919.
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5. Retézec znakii nazveme thlednym, md-li sudou délku a jeho pruni polovina je shodnd
s druhou polovinou (napr. abab). Retézec nazveme péknym, pokud ho lze rozdélit na
nékolik uhlednijch retézci (jako abecabededeff na abeabe, dede a ff). Redukei retézce
nazveme operaci, pri které z tetézce smazeme dva stejné sousedni znaky (napr. retézec
abbac lze zredukovat na aac a ten ddle na c). Dokazte, Ze libovolny retézec obsahujici
kazdy svij znak v sudém poctu lze ziskat sérii redukci z vhodného pékného retézce.

(Martin Melicher)

RESENI. Ve vSech feSenich budeme znacit T fetézec, ktery vznikne z Fetézce T
,otocenim® jeho znak, tj. jejich zapsdnim v opa¢ném potadi (od posledniho znaku po
prvni). Kromé toho budeme pouzivat uvnitt retézcu kulaté zavorky, které nebudeme
povazovat za znaky, ale jen za vizualni oddélovace. Budeme rovnéz pracovat i s prazdnym
retézcem, ktery je redukci kazdého tetézce aa o dvou stejnych znacich.

Pro libovolny fetézec X ziejmé plati, Ze Tetézec XX lze sérii redukei pievést na
prazdny Tetézec, a to postupnym odebiranim dvojic stejnych znakt ,ze stredu®

Necht X a Y jsou libovolné (ne nutné neprazdné) fetézce a necht P je néjaky pékny
fetézec, ktery lze sérii redukei pievést na XY. Potom fetézec X X P je rovnéZz pékny
a Ize ho prevést na fetézec X (X X)Y, ktery lze podle piedchoziho odstavee déle pievést
na XY.

Dokézané tvrzeni o dvojici fetézci T = XY a T) = XY mizeme vyslovit takto:
Lze-li dany fetézec T ziskat sérii redukci z pékného Tetézce, plati totéz i o kazdém
fetézci Ty, ktery ziskdme z fetézce T' otocenim nékterého jeho ,zacatku“ X (muze byt
i X = T). Uvédomme si, ze posloupnosti takovych otoceni lze z daného fetézce T
vytvorit libovolnou permutaci jeho znakii. Skuteéné, libovolny znak z T' lze nejprve jednim
otocenim presunout na pocatek retézce (pokud tam uz puvodné nestoji) a poté dalsim
otoCenim (celého Tetézce) na jeho konec. Opakovanim této procedury dokazeme (postupné
od konce) vytvorit jakoukoli permutaci znaku fetézce T'.

Uvazujme nyni podle zadani dlohy libovolny fetézec T', ktery obsahuje kazdy sviij
znak v sudém poctu. V takovém retézci T' lze ziejmé preusporadat znaky tak, aby vysel
néjaky thledny fetézec T”. Ten je uz sdm o sobé pékny, takze podle predchoziho odstavee
1ze sériemi redukei péknych fetézeu ziskat kazdy takovy Fetézec, ktery vznikne z fetézce T”
permutaci jeho znaki. Protoze jedna takova permutace dava vychozi fetézec T', je feSeni
ulohy hotovo.

PozNAMKA. K vysledku tlohy dodejme, Ze Fetézce obsahujici kazdy svij znak
v sudém poctu jsou prave ty, které se daji ziskat sérii redukei z néjakého pékného fetézce.
Jednu implikaci jsme dokézali vyfesenim zadané tulohy, druhé plyne okamzité z toho, ze
kazda redukce daného tetézce zachovava paritu vsech pocti jeho jednotlivych znak.

JINE RESEN{. O Fetézci fekneme, Ze je sudy, obsahuje-li kazdy znak v sudém poctu.
Mame tak dokézat, ze kazdy sudy Tetézec lze ziskat sérii redukei z néjakého pékného
fetézce. Diikaz provedeme matematickou indukei podle délky sudého tetézce.

Nejmensi sudou délku 0 ma pouze prazdny fetézec, pro néjz tvrzeni plati trivialné.

Ve druhém indukénim kroku uvazme sudy neprazdny fetézec T a oznacme a jeho
prvni znak. Pismeno a se v T nachazi jesté na nékteré dalsi pozici, coz umoznuje
zapsat T' ve tvaru T' = aXaY, kde X a Y jsou vhodné (ne nutné neprazdné) fetézce.
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Protoze fetézec XY je sudy a kratsi nez T' (o dva znaky), podle indukéniho predpokladu
lze XY ziskat sérii redukei z vhodného pékného fetézce A, coz zapiSeme symbolicky
takto: A — XY. Pak A = (aXaX)A je rovnéz pékny fetézec, ktery dokazeme
zredukovat na vychozi fetézec T zpiisobem, pti kterém vhodné série redukei zapiSeme
opét symbolicky:

A = (aXaX)A — (aXaX)(XY) = aXa(XX)Y — aXaY =T.

(Série redukei fetézce X X na prazdny je ziejmé, viz prvni feseni). Tim je dikaz indukei
ukoncen.

JINE RESENI. Podivejme se na feSenou situaci ,,od konce“: Do zadaného fetézce T,
ktery obsahuje kazdy sviij znak v sudém poctu, se budeme snazit opakované vkladat
dvojice stejnych znakt, dokud nedostaneme pékny fetézec.* Kazda dilci série vkladani
bude vypadat néasledovné.

V aktudlnim fetézci vybereme néktery usek ajas ... a, slozeny z nékolika sousednich
znaktl a;. Do tohoto tiseku postupné vlozime dvojice ajaq, asas,. .., aya, takto:

(aray...a,) = (@ras...ap)ara; — (aray . .. ay)arazasa; —

— (a1ay . .. ap)arazasagasay — « -+ — (aaz ... ap)(aras ... ap)(apan_1...a1).

Vidime, Ze jsme vychozi tsek C = ajas...a, otodili na C = anan_1...a; s tim, Ze se
nam pied C zleva objevily dvé nové kopie C' v podobé tihledného fetézce CC. Cely postup
upravy zvoleného tseku C' = ajas ... a, vyjadiime zkracenym zapisem s jednou Sipkou:
C — CCC.

Nyni uz jsme pripraveni popsat celkovy algoritmus tprav vychoziho fetézce T'. Stejné
jako v druhém teseni ho nejprve zapiseme ve tvaru T' = rAxB, kde = je prvni znak T
a A, B jsou vhodné (ne nutné neprazdné) fetézce. Uzitim navrzené ipravy postupné pro
tiseky C' = 2A a C' = Azx dostaneme

T =(xA)xB — (vA)(zA)(Az)xB = (zA)(xA)(Azz)B —

— (2A)(zA)(Azz)(Avx) (22 A)B = (vAxA)(Azz Avx)(zx) AB. M)

VsSechny tuseky v zavorkach posledniho tetézce jsou uhledné, pritom koncovy tusek
T" = AB je o 2 kratsi nez T (a mé vSechny své znaky zastoupené v sudém poctu).
Neni-li 7" prazdny Tetézec, zopakujeme ve druhém kroku dpravy (1) pro 7" namisto T
atd. Je zrejmé, ze po koneéném poctu kroki obdrzime pékny fetézec, jak jsme si ivodem
tohoto Teseni vytycili.

* Dvojici stejnych znakt budeme nejen vkladat mezi nékteré dva sousedni znaky aktuédlniho Fetézce, ale
také pripadné pripisovat za jeho posledni znak.
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6. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC'. Pro kaZdy jeho vnitini bod X oznacme Xq, Xp, X,
jeho obrazy v osovych soumérnostech po r1adé podle primek BC, CA, AB. Dokazte,
ze vsechny trojuhelniky X, XpX. maji spolecny bod. (Josef Tkadlec)

RESEN{. V limitnim piipadé, kdy X = A, trojuhelnik X,X;X. degeneruje na tisecku,
ktera lezi na priimce obsahujici vysku trojuhelniku ABC' ke strané BC. Podobné to
funguje v pripadech X = B a X = (. Dohromady to naznacuje, ze hledanym spole¢nym
bodem vsSech trojihelniku X, X, X, bude ortocentrum H trojuhelniku ABC'. Dokazeme,
ze je tomu skutecné tak.

Oznacme predné Y,, Y, Y, kolmé priméty bodu X po radé na strany BC, CA,
AB. Bod X podle zadani lezi uvniti ostroihlého trojuhelniku ABC, takze Y, Y3, Y. jsou
vnitini body prislusnych stran a navic X je vnitfnim bodem trojtihelniku Y, Y;Y,. Posledni
fakt zduvodnime takto: Ctyfﬁhelniky A, XY, BY. XY, a CY, XY}, jsou podle Thaletovy
véty tétivové, a tedy i konvexni, takze bod X neni bodem zadného z trojuhelnikt
AYY., BY.Y, a CY,Y;, tudiz lezi ve ,zbytku“ trojihelniku ABC, kterym je vnitiek
trojuhelniku Y,Y3Y.. Protoze body Y,, Y,, Y. jsou po radé stredy tusecek X X,, XX,
X X,, ze stejnolehlosti H (X, 2) plyne, ze bod X lezi i uvnitt trojihelniku X, X, X..

V pripadé, kdy X = H, zavér predchoziho odstavce uz znamena, ze bod H lezi
uvnitt AX, X X,.. Je-li X vnitinim bodem jedné z usecek AH, BH nebo C'H, naptiklad
usecky AH, pak H je vnitinim bodem tusecky X X, takze rovnéz lezi uvnitt AX, XX,
jak jsme meéli dokazat. Zbyva tedy rozebrat ptripad, kdy bod X nelezi na zadné z tisecek
AH, BH ani C'H. Tehdy bod X lezi uvnitt jednoho z trojihelniki BHC, C'HA nebo
AHB. Necht je to ABHC' bez Gjmy na obecnosti.

Protoze CH || X X, isecka X X, protne tisecku BH v nékterém bodé Z.. Analogicky
diky BH || X X} tise¢ka X X} protne tisecku C'H v nékterém bodé Z,. Uzité rovnobéznosti
navic znamenaji, ze vznikly ¢tyttuhelnik X7, HZ. je rovnobéznik. Odtud plyne, ze tsecky
ZyZ. a X H maji spolecny stred.

Uvazujme nyni opét stejnolehlost H (X, 2). Ta zobrazi tsecku Z,Z. na jistou tsecku,
jejiz stred je podle zavéru predchoziho odstavce pravé bod H. Ukazeme-li tedy, Ze oba
krajni body této usecky, neboli obrazy bodu 7 a Z., lezi v AX X, X, bude to znamenat,
ze v AX XX, lezi také bod H. Tim budeme s celym fesenim hotovi, nebot trojihelnik
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X Xp X, je ¢asti trojuhelniku X, Xp X, (X je totiz, jak vime, jeho vnitini bod). Potrebna
vlastnost obrazu Zj, a Z. ve stejnolehlosti H(X,2) vsak plyne okamzité z nerovnosti

XX, =2IXY,| > 21X Z| a |XXp|=2(XY>2/XZ.

JINE RESENI. Odlisnym zpusobem ovéiime, Zze ortocentrum H je (vnitinim) bo-
dem trojuhelniku X, X, X.. Nejprve vysvétlime, pro¢ nam k tomu staci dokazat, ze
usecka Xp X, protina usecky AH, AX v jejich vnittnich bodech. To totiz bude diky syme-
trii zadani znamenat, ze podobné protina usecka X.X, tusecky BH, BX a tsecka X X,
usecky C'H, C'X, takze oba body H a X budou lezet uvnitt priniku tii polorovin opa¢nych
k polorovinam X, X A, X.X,B a X,X,C. Timto prinikem ovsem musi byt trojuhelnik
X, XpXe, nebot v ném lezi bod X, jak vime z prvniho feseni (dukaz tohoto tvrzeni zde
opakovat nebudeme).

K dikazu protéti tsecek XX, a AX vyuzijeme rovnosti |AX| = |AXp| = |AX,|,
které plynou z uzitych osovych soumérnosti a podle kterych je bod A stfedem kruznice
opsané trojuhelniku X X, X.. Protoze pro obvodovy thel X; X X, v této kruznici plati

|5 X X X,| = 180° — ¥ BAC| > 90°,

nebot podle zadani a = |£BAC| < 90°, protind tétiva X, X, polomér AX v jeho vnitinim
bodé, jak jsme chtéli dokazat.

Pro dukaz potrebného tvrzeni o tuseckdch X, X. a AH si nejprve povSimneme, ze
konvexni thel X.AX, ma diky konstrukci bodi X,, X, velikost 2a a usecka AH lezi
v tomto ihlu. Dokézeme-li proto nerovnost | < AX . X,| < |<AX.H]|, bude to jiz znamenat,
ze usecka Xp X, skuteéné protne tsecku AH v jejim vnitinim bodé.

Jak uz vime, trojihelnik AX, X, je rovnoramenny a méa u hlavniho vrcholu A thel
velikosti 2a.. Proto maji oba zbyvajici tthly u vrchola X3, X, velikost 90° — «, jakou ma
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ziejmé i thel ABH. Proto je potfebna nerovnost |£AX.X,| < |[€AX.H| ekvivalentni
s nerovnosti |XABH| < |xAX.H|, kterou ve zbytku Tfeseni dokdzeme nasledujicim
postupem.

Je zndmo, ze bod H lezi na kruzmici k', kterd je obrazem kruzmice k opsané
trojuhelntku ABC' v osové soumérnosti podle primky AB, presnéji na tom jejim
oblouku AB, ktery neobsahuje obraz C’ vrcholu C.* Protoze bod X lezi uvniti AABC),
lezi jeho obraz X, uvnitt AABC’, a tedy i uvniti kruhové tsece kruznice k' vymezené
obloukem AC'B. Odtud uz dostéavame

|xABH| = |XAC'H| < |xAX_ H|,
jak jsme pottrebovali ukazat.

P0OzZNAMKA. Z dokdzaného tvrzeni o protéti usecek v kazdé ze dvojic (AH, XpX.),
(BH, XpX.) a (CH, X.X,) plyne nejen (v feSeni vyuzity) zaver, ze bod H lezi uvnitf
pruniku t¥i polorovin opac¢nych k Xy X.A, X . X,B a X,X,C, ale také zaver, ze bod H
lezi uvnitt tii (konvexnich) dhla X,AX,., X.BX, a X,CX}. Ani oba tyto zdvéry vsak
samy o sobé neimplikuji, ze bod H lezi v trojuhelniku X, X X.. Neni jimi totiz vyloucena
situace z obrazku, na kterém je neprazdnym prinikem tii zminénych polorovin a tri
zminénych hla zluté vybarvena oblast.

X, A
'''' |
|
|
b A
|
|
X, 2.

Vylouéit tuto situaci a soucasné dokazat, ze z tvrzeni o dvojicich tsecek (AH, XpX,),
(BH, XpX.), (CH, X.X,) plyne pottebny zavér H € AX,XpX,, miuzeme néasledovné.

Uvazme Sestithelnik M = AX_.BX,C X, ktery dostaneme, kdyz k trojihelniku ABC
podél jeho stran , prilepime® vnéjsim zpusobem trojuhelniky ABX., BC X, a C AX,, které
jsou soumeérné sdruzené po radé s trojuhelniky ABX, BCX a CAX. Tento popis vzniku
sestitthelniku M nam urcuje jeho vnitrek, podle kterého nyni rozhodneme o konvexnosti
vech jeho vnitinich @hlé.** O dhlech u vrchold A, B, C to uZ vime z feeni. Uhly
u zbylych vrcholi X, X, X, jsou vSak shodné po radé s ihly AX B, BXC, CX A, takze
jsou také konvexni, protoze bod X lez{ uvniti trojihelniku ABC'. Sestitthelnik M je tudiz
konvexni. Z toho, ze usecka AH protina usecku XX, tim padem plyne, ze bod H lezi
v poloroviné X, X,X., nebot ta je diky konvexnosti M polorovinou opacnou k X; X A.
Analogickou tivahou o tseckach BH a CH dohromady dostaneme, ze bod H lezi ve vSech
trech polorovinach X, X, X., Xp X . X, a X. X, X}, tudiz skutecné plati H € AX, X X..

* Tento poznatek o ostrotihlém trojihelniku ABC lze pii obvyklém znaceni velikosti dhlt dokdzat takto:
diky AH 1 BC plati |[XxBAH| = 90° — 3, podobné diky BH 1 AC plati |[XABH| = 90° — «, odkud
|XAHB| = 180° — (90° — ) — (90° — 8) = a + 8 = 180° — ~, zatimco |XAC'B| = |<ACB| = ~; navic body
C’ a H lezi v opacnych polorovinich vytatych piimkou AB.

** Presnéji mame na mysli, ze velikosti téchto hli jsou mensi nez 180°.
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