71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/2022)

/7 7/

Navodné a doplnujici dlohy pro kategorii A

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéznich dloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich dloh. Tytéz tlohy i s Fesenimi (resp. odpovédmi
a nastiny FeSeni ¢i internetovymi odkazy na né) najdete ve druhé ¢asti textu.

1. Je mozné vyplnit tabulku nxn jednickami a dvojkamsi tak, aby byl soucet cisel v kaZdém
radku délitelng péti a soucet cisel v kaZdém sloupci délitelny sedmi? Reste
a)pron=29, b)pron=12. (Tomas Bérta)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Lze tabulku 5 x 5 vyplnit celymi ¢isly tak, aby soucet ¢isel v kazdém tadku byl
lichy a soucet ¢isel v kazdém sloupci sudy?

N2. Pro kterd n < 8 1ze tabulku n x n vyplnit zptisobem popsanym v soutézni tiloze?

N3. Pro kterd d € {0,1,2,3,4,5,6} je mozné vybarvit nékolik poli¢ek tabulky 6 x 6
tak, aby v kazdém radku i kazdém sloupci bylo pravé d vybarvenych policek?

D1. Udejte priklad vyplnéni tabulky 71 x 71, které vyhovuje zadani soutézni tilohy.

D2. Dokazte, ze tabulku n x n lze vyplnit zptisobem popsanym v soutézni tloze pro
kazdé n = 18.

D3. Je mozné obarvit policka nekonecné ¢tvercové sité ¢erné a bile tak, aby v kazdém
radku bylo jen konecné mnoho poli¢ek ¢ernych a v kazdém sloupci jen koneéné
mnoho policek bilych?

2. Je ddn lichobéznik ABCD se zdkladnami AB a CD. Oznacme k1 a ko kruznice
s prumery BC a AD. Ddle oznacme P prusecik primek BC a AD. Dokazte, Ze tecny

z bodu P ke kruznici ki sviraji stejny tuhel jako tecny z bodu P ke kruznici k.
(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Dokazte, ze teény vedené z bodu A ke kruznici k se sttedem O jsou soumérné
sdruzené podle primky OA.

N2. Dokazte, ze v libovolném lichobézniku je spojnice stfedl jeho ramen rovnobézna
s jeho zakladnami.

D1. Uhlopiicky lichobézniku ABCD se zékladnami AB, C'D se protinaji v bodé P
a primky AD, BC v bodé (). Dokazte, ze stfedy zdkladen AB, C'D lezi na
piimce PQ.

D2. V lichobézniku ABCD se zakladnami AB, C'D ozna¢me P prusecik os vnéjsich
uhlt u vrcholi A, D a podobné @ prusecik os vnéjsich 1hla u vrchola B, C.
Dokazte, ze délka tusecky P(Q je rovna poloviné obvodu ABCD.
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71. ROCNIK MO (2021/2022) NAVODNE ULOHY DOMACI CASTI KATEGORIE A

D3.

D4.

Je dan konvexni pétithelnik ABC D E takovy, ze trojuhelniky ABC', BCD, CDE,
DE A maji vechny shodny obsah. Usetky AC, AD protnou tsecku BE postupné
v bodech M, N. Dokazte, ze |BM| = |[NE|.

V tecnovém ctyruhelniku ABC'D ozna¢me P prusecik poloptimek AD a BC),
dale @ prusecik polopiimek BA a C'D a koneéné R kolmy prumét bodu D na
primku PQ. Dokazte, ze kruznice vepsané trojihelnikim ADQ@Q a C'DP jsou
z bodu R vidét pod stejnym thlem.

3. Najdéte vsechna celd c¢isla n > 2 takovd, Ze ¢islo n"~2 je n-td mocnina celého ¢isla.

(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.
D4.

Najdéte nejmensi kladné celé ¢islo n takové, ze 75-n je treti mocnina celého ¢isla.
Uvazme celé k = 2. Dokazte, ze pokud v rovnosti a - b = ¢ jsou dvé ze ti{
zastoupenych kladnych celych ¢isel a, b, ¢ rovna k-tym mocninam celych ¢isel, je
takové i ¢islo treti.

Dokazte, ze pro vSechna dostatecné velka kladna cela ¢isla n plati:

a) n? > 10n + 100, b) 2" > 10n2, c) 3" > 10- 2™

Dokazte, ze pro libovolnd celd ¢isla n, k vétsi nez 1 je ¢islo /n budto celé, nebo
iracionalni.

Najdéte vSechna kladnd celd &isla n, pro kterd je n? + n — 11 druhou mocninou
celého disla.

Uréete vsechny dvojice celych kladnych ¢isel a a b, pro néz plati 4% 44a? +4 = b2.
Pro které dvojice celych éisel z a y plati 1 + 27 + 222+ — 427

4. V oboru redlnych cisel reste soustavu rovnic

zy+1 =22
yz 42 = %,
x4+ 3=y

(Tomas Jurik)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

Reseni soustavy rovnic ¢asto zahajujeme tak, ze nékteré dvé jeji rovnice od sebe
odecteme nebo nékolik jejich rovnic secteme. Nékdy se pritom vyplati zminéné
rovnice pfedem vynasobit vhodnymi ¢isly nebo i vyrazy s neznamymi, abychom
ziskali jejich co nejjednodussi dusledek.

Pouzijte popsanou metodu k vyfeseni soustav: a) 3z + 2y = 22 A 2z + 3y = >,
b) 3zy — 10 = 222 A 2y + 15 = 3y? v oboru R.

Ukazte, ze z prvnich dvou rovnic soustavy ze soutézni tlohy vyplyva, ze obé ¢isla
z—x ax+y+ 2 jsou rizna od nuly. Jaké jsou obdobné disledky jinych dvou
rovnic?
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D1.

D2.

D3.

DA4.

D5.

D6.

V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic
2 _ .3
T+y =y,
Y+ 2 =23

V oboru realnych c¢isel feste soustavu
2 —
o —yz=ly—z[+1,
y? —zx = |z — x| + 1,

P —ay=|v—y|l+1

Najdéte vSechna realnd teseni soustavy rovnic
1 1
+2z =1, +zr=1 —4+y=1.
T+y y+z Z +x

Navzdjem riznd redlnd ¢isla a, b, ¢ spliuji a4+ 1/b = b+ 1/c = ¢+ 1/a. Dokazte,
ze |abe| = 1.
Najdéte vSechna redlnd Cisla x = 3, pro ktera plati

4+ (r—1D(z—2)++/(z— 1z —3)+(z—2)(xz —3) =5.

Najdéte vSechna celd ¢isla n = 3, pro kterd existuji realnd ¢isla ay, as, ..., anio
takovd, ze api1 = a1, apyo = a2 a a;a;41 + 1 = a;49 pro kazdé i € {1,2,...,n}.

5. V riznostranném trojuhelniku ABC oznacme I stred vepsané kruznice a k kruznici
opsanou. Poloprimky BI a CI protnou kruznici k po radé v bodech Sy # B a S. # C'.
Dokazte, Ze tecna ke kruznici k v bodé A, primka vedend bodem I rovnobéiné se
stranou BC' a primka SpS. se protinaji v jednom bode. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.
N4.

D1.

Dokazte tvrzeni ,o Svrckové bodu“: V libovolném trojihelniku ABC prochazi
osa vnitiniho thlu BAC stfedem toho oblouku BC' kruznice opsané trojuhelniku
ABC, na kterém nelezi vrchol A.

Dokazte tvrzeni , o trech prstech®: V daném trojuhelniku ABC oznacme I stred
kruznice vepsané a S stred toho oblouku BC kruznice opsané trojuhelniku ABC),
na kterém nelezi vrchol A. Pak plati |SB| = |SI| = |SC]|.

Dokazte, ze v soutézni tloze je ptimka SpS. osou usecky Al.

Dokazte vétu o usekovém uhlu: Uvazme trojihelnik ABC' vepsany do kruznice k,
tecnu kruznice k vedenou bodem B a bod T na této tecné v poloroviné opacné
k poloroviné BC'A. Pak plati |xTBC| = |*BAC|. (Uhel TBC je tzv. tsekovy
tthel prislusny tomu oblouku BC' kruznice k, ktery neobsahuje bod A.)

V situaci ze soutézni tlohy oznac¢me dale S, # A prusecik polopiimky Al
s kruznici k. Dokazte, ze bod I je prusecikem vysek trojuhelniku S,S,S..
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D2. Oznac¢me [ stfed kruznice vepsané pravouhlému trojuhelniku ABC' s pravym
uhlem pii vrcholu A. Déle ozna¢me jako M a N stredy tsecek AB a BI. Dokazte,
ze primka C'I je tec¢nou kruznice opsané trojihelniku BM N.

D3. V tétivovém c¢tyithelniku ABCD oznacme L, M stiedy kruznic vepsanych po
radé trojuhelnikim BCA, BCD. Déle ozna¢me R prusecik kolmic vedenych
z bodi L a M po tadé na primky AC a BD. Dokazte, ze trojihelnik LM R
je rovnoramenny.

D4. Oznac¢me [ stied kruznice vepsané ostroihlému trojuhelniku ABC. Jeho vnitini
bod P spliuje podminku |XPBA| + |« PCA| = |XPBC| + |<PCB|. Dokazte,
ze |AP| = |AI|, ptiCemz rovnost nastane, pravé kdyz P = I.

D5. Osy vnitfnich thld u vrcholt B, C' ostrotihlého trojihelniku ABC protnou
protéjsi strany po tadé v bodech K, L. Oznacme M prusecik primky BK
s osou usecky C'L. Bod N lezi na piimce CL tak, ze NK || LM. Dokazte, 7Ze
INK| = |NB.

6. Uvazujme nekonecnou posloupnost ag, ay,as, ... celych cisel, kterd splnuje podminky
ap = 2 a any1 € {2a, — 1,2a, + 1} pro vSechny indexy n = 0. Dokazte, Ze kazdd
takova posloupnost obsahuje nekonecné mnoho sloZengjch cisel.

(Martin Melicher, Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Najdéte vSechna kladnéa cela ¢isla ¢ takova, ze cisla ¢, 2t — 1 a 2t + 1 jsou vSechna
prvocisla.

N2. Jsou déna realna ¢isla d a g ¢ {0,1}. Dokazte, ze posloupnost ¢isel zg,z1, ...
spliuje pro kazdy index ¢ rovnost x;+1 = qz; + d, pravé kdyz je jeji obecny ¢len
tvaru ; = Kq' +¢, kde ¢ = d/(1—¢q) a K je libovoln4 konstanta (ur¢end prvnim
¢lenem ).

N3. Uvazme jakékoliv zobrazeni f: M — M na konecné mnoziné M a prvek m € M.
Dokazte, ze posloupnost m, f(m), f(f(m)), ... je od jistého ¢lenu periodické. Déle
dokazte, ze pokud zobrazeni f je prosté, pak tato posloupnost je periodicka od
svého prvniho ¢lenu m.

N4. Dokazte, Ze pro kazdé liché ¢islo d se zbytky ¢isel 29,21, 22 ... po déleni éislem d
od prvniho mista periodicky opakuji.

N5. Dokazte malou Fermatovu vétu: Pro libovolné prvocislo p a celé ¢islo a nesoudélné
spplati ' =1 (mod p).

D1. Dokazte, ze kazdé kladné celé ¢islo n ma nasobek, v jehoz desitkovém zapisu se
vyskytuji jen nuly a jednicky.

D2. Dokazte, ze pro kazdé kladné celé c¢islo n existuje n-mistné c¢islo a,,, které je
nasobkem 5" a jehoz vSechny cislice jsou liché.

D3. Dokazte, ze kazdé kladné celé ¢islo d ma nasobek, ktery je Fibonacciho ¢islem.
(Fibonacciho ¢isla jsou urc¢ena vztahy Fy = Fy = 1 a F,19 = Fy41 + F, pro
kazdy index n = 1.)

D4. Dokazte, ze existuje nekoneéné mnoho prvocisel, ktera davaji po déleni ¢tyrmi
zbytek 3.
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Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici tlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reSeni Ci o internetové odkazy na
neé.
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1. Je mozné vyplnit tabulku nxn jednickami a dvojkami tak, aby byl soucet cisel v kaZdém
radku délitelng péti a soucet cisel v kaZdém sloupci délitelny sedmi? Reste
a)pron=29, b)pron=12. (Tomas Bérta)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

Lze tabulku 5 x 5 vyplnit celymi cisly tak, aby soucet ¢isel v kazdém radku byl
lichy a soucet ¢isel v kazdém sloupci sudy? [Nelze. Pro spor predpokléddejme opak
a oznacme S soucet Cisel v celé tabulce. S¢itanim pres radky je S rovno souctu
péti lichych cisel, tedy je liché. Sc¢itanim pres sloupce je S rovno souctu sudych
Cisel, tedy je sudé.]

Pro kterd n < 8 lze tabulku n x n vyplnit zptisobem popsanym v soutézni tloze?
[Pouze pron = 5 an = 7. V pfipadé n < 6 je soucet ¢isel v kazdém sloupci
nejvyse 12, takze kvili délitelnosti 7 musi byt roven 7. Soucet ¢isel v celé tabulce
proto musi byt roven 7n, podle souctu ¢isel v fadcich to vSak musi byt nasobek
péti, takze nutné n = 5. Priklad pro n = 5: tii radky vyplnime jednickami, dva
radky dvojkami. Ptiklad pro n = 7: ¢tyfi sloupce vyplnime jednickami, t¥i sloupce
dvojkami. V pripadé n = 8 je soucet ¢isel v kazdém sloupci v rozmezi 8-16, takze
kvili délitelnosti sedmi musi byt roven 14. Soucet vsech ¢isel v tabulce je pak
8-14, coz neni ndsobek péti, takze takovy neni ani soucet ¢isel v nékterém radku.
Pro ktera d € {0,1,2,3,4,5,6} je mozné vybarvit nékolik policek tabulky 6 x 6
tak, aby v kazdém tadku i kazdém sloupci bylo pravé d vybarvenych policek?
[Pro kazdé takové d: Pro dané d lze napriklad obarvit policka, ktera na obrazku
obsahuji ¢isla nejvyse rovna d.

112(3]|4]5]|6
6112345
51611234
4151611213 ]
314 (56|12
21314 |5|6|1

Udejte priklad vyplnéni tabulky 71 x 71, které vyhovuje zadani soutézni tlohy.
[Protoze ¢islo 140 = 69 -2 4+ 2 - 1 je ndsobkem péti i ndsobkem sedmi, vyhovuje
kazdé vyplnéni, kdy je v kazdém radku i sloupci 69 dvojek a 2 jednicky. K tomu
sta¢i tabulku vyplnit ,cyklicky*: do prvniho fddku napsat (1,1,2,2...,2), do
druhého (2,1,1,2,2,...,2) atd., az do posledniho 71. fadku (1,2,2,...,2,1).]
Dokazte, ze tabulku n x n lze vyplnit zptisobem popsanym v soutézni tloze pro
kazdé n = 18. [Podminka n = 18 zarucuje existenci celého disla s, které je
ndsobkem 35 a spliiuje nerovnosti n < s < 2n. Soucet ¢isel v kazdém radku
i sloupci tabulky n X n bude roven urc¢enému c¢islu s, pokud v kazdém radku
i sloupci bude 2n — s jednicek a s — n dvojek. Dosdhneme toho podobné jako
v feseni ulohy D1, kdyz radky tabulky postupné vyplnime ,,cyklickymi“ zménami
pozadované sestavy jednicek a dvojek.]

Je mozné obarvit policka nekoneéné ctvercové sité cerné a bile tak, aby v kazdém
radku bylo jen konecné mnoho policek cernych a v kazdém sloupci jen konecné
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mnoho polic¢ek bilych? [Ano, napiiklad jako na obrazku:

2. Je ddn lichobéznik ABCD se zakladnami AB a CD. Oznacme ki a ko kruznice
s prumery BC' a AD. Ddle oznacme P prusecik primek BC a AD. Dokazte, Ze tecny
z bodu P ke kruznici ki sviraji stejny uhel jako tecny z bodu P ke kruznici k.

(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

Dokazte, ze teény vedené z bodu A ke kruznici k se stfedem O jsou soumérné
sdruzené podle primky OA. [Staci dokdzat, Ze soumérné sdruzené jsou body
dotyku Ti, T, uvazovanych tecen. Jsou to vsSak pruseCiky dané kruznice k
s Thaletovou kruznici nad primérem OA a obé tyto kruznice jsou podle primky
OA soumérné. Jinak rovnéz staci ovérit shodnost trojuhelniki 770A a ThoOA
podle véty Ssu.|

Dokazte, ze v libovolném lichobézniku je spojnice stfedii jeho ramen rovnobézna
s jeho zékladnami. [Rozdélme dany lichobéznik jednou jeho uhlopri¢kou na
dva trojuhelniky a uvazme jejich stfedni pricky rovnobézné se zakladnami
lichobézniku. Odtud uzitim znamych vlastnosti trojihelnikovych pri¢ek plyne,
ze spojnice stfedl ramen lichobézniku je nejen rovnobézna s jeho zakladnami,
ale navic mé délku rovnou aritmetickému priaméru jejich délek.]

Uhlopiicky lichobézniku ABCD se zékladnami AB, CD se protinaji v bodé P
a primky AD, BC v bodé (). Dokazte, ze stfedy zdkladen AB, C'D lezi na
pfimce PQ. [Bod P je vnitinim stfedem stejnolehlosti tsecek AB a C'D, bod @
je vnéjsim sttedem jejich stejnolehlosti. V obou stejnolehlostech si stredy tsecek
AB, CD odpovidaji, takze lezi se stfedy stejnolehlosti P, () na téZe primce.]

V lichobézniku ABCD se zéakladnami AB, C'D ozna¢me P prusecik os vnéjsich
thlid u vrcholt A, D a podobné @ prisecik os vnéjsich uhlia u vrchola B, C.
Dokazte, ze délka tisecky P(Q) je rovna poloviné obvodu ABCD. [Jelikoz body P,
Q lezi na osach dvou uhli, jsou to stredy kruznic dotykajicich se primek AB, C'D
a po rfadé ramen AD, BC'. Body P, () proto lezi na ose pasu mezi rovnobézkami
AB a CD, ktera prochazi sttedy M, N ramen AD, BC. Snadno dopocitame, ze
|XAPD| = 90° = |«BQC|, takze body P, @ lezi na kruznicich s pruméry AD,
BC'. P1i obvyklém oznaceni délek stran ABC' D tak plati

1,1 1, 1
|PQ| = |PM|+|MN|+|NQ| = §d+ §(a+c)+—b = —(a+b+c+d). (Mexiko 1999)]

2 2
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D3.

D4.

Je dan konvexni pétithelntk ABCDE takovy, ze trojuhelniky ABC, BCD,
CDE, DEA maji viechny shodny obsah. Usetky AC, AD protnou tsetku BE
postupné v bodech M, N. Dokazte, ze |BM| = |NE|. [Z rovnosti obsaht
BCD a CDE plyne BE || CD. Podobné dokazeme BC' || AD a DE | AC,
takze trojihelniky BCM a NDE jsou podobné (uu). Jelikoz BE || CD, vysky
téchto dvou trojihelnikit z vrcholit C'; D jsou shodné, takze jde o dva shodné
trojihelniky, a proto |BM| = |[NE|. (Jizni Afrika 2003)]

V te¢novém c¢tyitihelniku ABC'D oznacme P prusecik polopiimek AD a BC),
dale @) prusecik poloptimek BA a C'D a koneéné R kolmy pramét bodu D
na primku P@Q. Dokazte, ze kruznice vepsané trojihelnikim AD(Q a CDP
jsou z bodu R vidét pod stejnym thlem. [Oznacme I, J stfedy kruZnic
vepsanych trojihelnikim ADQ, CDP a r;, r; jejich poloméry. Diky podobnym
trojihelnikum staci dokdzat rovnost |RI|/|R.J| = r;/r;. Dale ozna¢me K stied a
r polomér kruznice vepsané ¢tyiiuhelniku ABC'D a E prusecik primek I.J a PQ.
Body K, I lezi na ose thlu BQC tak, ze |QK|/|QI| = r/r;. Podobné body K,
J lezi na ose uhlu APB tak, ze |PK|/|PJ| = r/r;. Po dosazeni za druhy a tieti
zlomek v rovnosti

Bl P IQK|
[EJ][PK] Q1]
(Menelaova véta pro trojuhelnik IJK) vychazi |EI|/|EJ| = ri/rj. Zaroven
ziejmé platii |[DI|/|DJ| = r;/r;. Kruznice s pramérem DE je tedy Apolloniovou
kruznici pro body I, J a pomeér r;/r;. Jelikoz |XDRE| = 90°, bod R lezi na této
kruznici, a tak plati |RI|/|RJ| = r;/r;, jak jsme chtéli dokazat. (Rusko 2008)]

1

3. Najdéte vsechna celd c¢isla n > 2 takovd, Ze ¢islo n"~2 je n-td mocnina celého ¢isla.

(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

Najdéte nejmensi kladné celé ¢islo n takové, ze 75 - n je tfeti mocnina celého
Cisla. [Celé ¢islo je tieti mocninou, pravé kdyz se v jeho rozkladu na prvocinitele
vyskytuje kazdé prvoéislo v mocniné, kterd je ndsobkem tii. Jelikoz 75 = 3 - 52,
hledané nejmensi n je rovno 32 - 5 = 45.]

Uvazme celé k = 2. Dokazte, ze pokud v rovnosti a - b = ¢ jsou dvé ze ti{
zastoupenych kladnych celych ¢isel a, b, ¢ rovna k-tym mocninam celych ¢isel, je
takové i ¢islo treti. [Vyjdeme z poznatku, Ze celé ¢islo je k-tou mocninou, prave
kdyz se v jeho rozkladu na prvocinitele vyskytuje kazdé prvocislo v mocniné,
kterd je nasobkem cisla k. V nasi situaci pro libovolné prvocislo p oznac¢me «,
B, v (nezaporné) pocty zastoupeni tohoto p v rozkladech na prvocinitele po radé
¢isel a, b, c. Pak rovnost a - b = ¢ znamena a + = v, takze dokazované tvrzeni
plyne ze ztejmé poucky: jsou-li dvé z takovych cisel a, 3, v délitelna danym cislem
k, je takové i ¢islo treti.]

Dokazte, ze pro vsechna dostatecné velka kladna celd ¢isla n plati:

a) n? > 10n + 100, b) 2" > 10n?, c¢) 3" > 10- 2" [a) Je-lin > 20, zfejmé plati
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n? —10n — 100 = n(n — 10) — 100 > 20 - 10 — 100 > 0. b) Pro n = 10 plati
210 = 1024 > 1000 = 10-10%. Navic pokud dokazovana nerovnost plati pro néjaké
n = 10, pak platf i pro n + 1: Skuteéng, 2" =2.2" > 2.10n? = 10(n + 1)?,
kde posledni nerovnost plati, protoze je ekvivalentni s nerovnosti n(n — 2) = 1,
zfejmé platnou dokonce pro kazdé n = 3. ¢) I kdyz i zde je dikaz indukef snadny,
ukazme, jak se obejit bez ni: Nerovnost prepsand ve tvaru (%)” > 10 je splnéna
(s ohledem na 3 > 1 a odtud plynouci fakt, ze funkce y = (2)* je rostouci), prévé
kdyz plati n > log%(lo) = 5,68.]

Dokazte, ze pro libovolnd celd ¢isla n, k vétsi nez 1 je ¢islo /n budto celé, nebo
iracionalni. [Pfedpoklddejme, Ze ¢islo /n je raciondlni, takze ¥/n = u/v, kde u
a v jsou celd kladna ¢&isla. Pak plati rovnost n - v* = u* a z vysledku tlohy N2
plyne, Ze rovnéz ¢islo n je k-tou mocninou celého éisla, tj. ¢islo ¥/n je celé.]
Najdéte vSechna kladnd celd &isla n, pro kterd je n? + n — 11 druhou mocninou
celého ¢isla. [Snadno ovéifme, Ze pro n > 11 plati n? < n? +n — 11 < (n + 1)2.
Staci tedy probrat n < 11. Vyhovuji n € {3,4,11}.]

Uréete viechny dvojice celych kladnych ¢isel a a b, pro néz plati 42 +4a? 44 = b.
[59-A-TIT-1]

Pro které dvojice celych &sel x a y plati 1 + 2% + 222+ = 422 [Shortlist IMO
2006, Problem N1. (IMO 2006) ]

4. V oboru redlnych cisel reste soustavu rovnic

:vy+1:2'2,
yz+2:x2,
zx+3:y2.

(Tomé&s Jurik)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

Reseni soustavy rovnic ¢asto zahajujeme tak, ze nékteré dvé jeji rovnice od sebe
odec¢teme nebo nékolik jejich rovnic secteme. Nékdy se pritom vyplati zminéné
rovnice predem vynésobit vhodnymi ¢isly nebo i vyrazy s neznamymi, abychom
ziskali jejich co nejjednodussi dusledek.

PouZijte popsanou metodu k vyfeSeni soustav: a) 3z + 2y = 22 A 2z + 3y = 32,
b) 3zy — 10 = 222 A 22y + 15 = 3y? v oboru R. [a) (z,y) € {(0,0),(5,5)} a
(z,y) € {(2,-1),(—1,2)}. Odectenim rovnic a upravou vysledku dostaneme
(x —y)z+y—1) = 0, odkud y = z nebo y = 1 — z. Po dosazeni
takovych y vyjdou v prvnim, resp. druhém pripadé vzdy dvé vyse uvedena reseni.
b) (z,y) € {(2,3),(—2,—3)}. Vyndsobme dané rovnice po fadé vyrazy y a x. Po
jejich nasledném secteni se ve vysledku kubické ¢leny navzajem zrusi a dostaneme
tak rovnici 15x — 10y = 0, podle které x = 2t a y = 3t pro vhodné realné t. Po
dosazeni takovych z a y vyjde rovnice t2 = 1 s kofeny ¢ = £1, kterym odpovidaji
vyse uvedend fesent.|

Ukazte, ze z prvnich dvou rovnic soustavy ze soutézni tlohy vyplyva, ze obé ¢isla
z—1x ax+y+ 2 jsou rizna od nuly. Jaké jsou obdobné disledky jinych dvou
rovnic? [Posuzované dvé rovnice od sebe odectéte a vysledek pak upravte. |
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V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

ety =y’

y+x2:x3.

[67—-A-T11-1]

V oboru realnych c¢isel feste soustavu
2 —yr =y -2 +1,
y? —zr = |z — x| + 1,

P —ay=|v—y|+1

[68—-A-TIT1-1]
Najdéte vSechna redlnd reseni soustavy rovnic
1 1
+z =1, +r=1 —4+y=1
r+y Y+ z Z t+x
[69-A-T1-1]

Navzdjem rizna redlna cisla a, b, ¢ spliuji a+1/b = b+ 1/c = ¢+ 1/a. Dokazte,
ze |abe|] = 1. [Prvni rovnost prepiSeme na a — b = 1/c — 1/b = (b — ¢)/(bc).
Podobné obdrzime b — ¢ = (¢ —a)/(ca) a ¢ —a = (a —b)/(ab). Po vynasobeni tii
odvozenych rovnosti a nasledném vydéleni nenulovym ¢islem (a —b)(b—c¢)(c—a)
uz ziskdme pozadované (abc)? = 1.]

Najdéte vSechna redlnd cisla x = 3, pro ktera plati

4+ (z—1D(z—2)+(z—1)(z—3)+(z—2)(z—3) =5.
[Odecteme jednic¢ku a upravime na
(Vr—1++vVz-2)Vr—1++Vxr—-3)=4.
Po podobném odecteni dvojky, resp. trojky ziskame
Vo —14+Vz—-2)(Va—2+Va—3) =3,
(Vr—1++vVz—-3)(Vr—2++z—3)=2.

Odvozenou trojici vztahti ted snadno vyresime jako soustavu: Vydélime-li vzdy
soucin dvou rovnic tou tteti, dostaneme (s ohledem na nezapornost souc¢tu dvou

odmocnin)

Vi —1+Vr—2=+/4-3/ :%Jﬂ,
Jx—1+¢x—3—\M-N3—%¢ﬂ,
Vi—24++vVz—3=+/3-2/ :i%ﬂ,

z Cehoz uz snadno (jako ze soustavy tif linedrnich rovnic pro nezndmé hodnoty

tii zastoupenych odmocnin) uréime

1
Viol :2—74@’ N :2_54@, Vi—3= Vi
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Témto tfem vztahum vyhovuje jediné ¢islo z = 73/24. Zkouska dosazenim do
ptvodni rovnice je snadné. |

D6. Najdéte vSechna celd ¢isla n = 3, pro kterd existuji realnd cisla aq, ao, ...,
anio takova, ze apy1 = a1, apyo = as a a;a;41 + 1 = a;p2 pro kazdé
i € {1,2,...,n}. [Jakékoliv n = 3 délitelné tfemi. Vyndsobime-li i-tou rovnici
¢islem a;1o a vsSechny je pak secteme, vznikne na levé strané soucet cleni
a;a;4110;12 a soucet Clenl a;ys. Téhoz vysledku na levé strané lze dosahnout,
pokud pred seftenim vyndasobime i-tou rovnici ¢islem a;—; (polozime pfitom
ap = ay). Rovnost obou vzniklych pravych stran ) . ; a%+2 = ) Gi1Git2
lze prepsat do tvaru %Zle(ai_l —a;42)? = 0, takze musi platit a;_1 = ;4
pro kazdé i € {1,2,...,n}. Odtud v ptipadé 3 tn vidime, ze dokonce vsechna
¢isla a; musi byt stejnd, coz nelze, nebot rovnice 22 + 1 =  nema4 realné feseni.
Naopak v pripadé 3 | n podminkdm ze zadani ulohy zfejmé vyhovime n-tici
(a1, as,...,an) = (2,—1,—1,...,2,—1,—1). (IMO 2018)]

5. V ruznostranném trojihelniku ABC oznacme I stred vepsané kruznice a k kruznici
opsanou. Poloprimky BI a CI protnou kruznici k po radé v bodech Sp # B a S. # C'.
Dokazte, zZe tecna ke kruznici k v bode A, primka vedend bodem I rovnobézné se
stranou BC' a primka SpS. se protinaji v jednom bodé. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Dokazte tvrzeni ,o Svrckové bodu“: V libovolném trojthelniku ABC' prochézi
osa vnitiniho thlu BAC stiedem toho oblouku BC' kruznice opsané trojuhelniku
ABC, na kterém nelezi vrchol A. [Ozna¢me S # A druhy priseéik osy uhlu BAC
s kruznici opsanou trojihelniku ABC'. Kratsim obloukum SB, SC kruznice
opsané prisluseji stejné velké obvodové thly, takze tyto oblouky jsou shodné.]

N2. Dokazte tvrzeni , o0 trech prstech®: V daném trojihelniku ABC oznacme [ stied
kruznice vepsané a S stred toho oblouku BC kruznice opsané trojihelniku ABC),
na kterém nelezi vrchol A. Pak plati |[SB| = |SI| = |SC|. [S ohledem na symetrii
staci dokézat jen rovnost |SB| = |SI|. Pti standardnim znaceni velikost{ vnitinich
uhlt trojihelniku ABC' plati

|«<SBI| = |£SBC| + |«CBI| = |£SAC|+ /2 = a/2+ (/2.
Protoze SIB je vnéjsi tihel trojuihelniku ABI, plati rovnéz
|« SIB| = |<IAB| + |<ABI| = a/2 + (/2.

Trojtihelnik SIB tak skutecné ma shodna ramena SB a SI.]

N3. Dokazte, ze v soutézni uloze je primka 5,5, osou tsecky AI. [Podle vysledku
tlohy N2 plati |SpA| = [Spl| a |S.A| = |S.I|, takze S4, Sp jsou dva rizné body
osy usecky Al]

N4. Dokazte vétu o usekovém thlu: Uvazme trojihelnik ABC vepsany do kruznice k,

tecnu kruznice k vedenou bodem B a bod T na této tecné v poloroviné
opatné k poloroviné BCA. Pak plati |¥xTBC| = |xBAC|. (Uhel TBC je
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tzv. dsekovy whel piislusny tomu oblouku BC' kruznice k, ktery neobsahuje
bod A.) [Ozna¢me Y libovolny vnitini bod toho oblouku BC, ktery neobsahuje
bod A. Pak Y BC' je obvodovy thel shodny s obvodovym tihlem Y AC'". Limitnim
prechodem Y — B dostaneme, ze tsekovy thel T"BC ma stejnou velikost jako
obvodovy tthel BAC'. (Te¢na T'B je totiz limitni polohou seény Y B.)]

V situaci ze soutézni tlohy ozna¢me déle S, # A prusecik poloprimky Al
s kruznici k. Dokazte, ze bod I je prusecikem vysek trojihelniku S, S, S.. [Pfimka
SpSe je jakozto osa tsecky AI (viz N3) kolmd na S,I. Podobné piimka Syl je
kolma na S,S..]

Oznac¢me [ stfed kruznice vepsané pravotihlému trojihelniku ABC' s pravym
tthlem pri vrcholu A. Déle oznacme jako M a N stredy tsecek AB a BI. Dokazte,
ze piimka CT je tetnou kruznice opsané trojihelniku BMN. [70-A-111-2]

V tétivovém ctyrthelniku ABC'D ozna¢me L, M stredy kruznic vepsanych po
radé trojuhelnikim BCA, BCD. Dale oznacme R prusecik kolmic vedenych
z bodu L a M po tadé na primky AC a BD. Dokazte, ze trojihelnik LM R
je rovnoramenny. [56-A-T11-2]

Oznacme [ stied kruznice vepsané ostrotihlému trojuhelniku ABC'. Jeho vnitini
bod P spliuje podminku |XPBA| + | PCA| = |XPBC| + |£PCB|. Dokazte,
ze |AP| 2 |Al|, pricemz rovnost nastane, pravé kdyz P = I. [Necht |<PBA| =
= %5 + 4, pak |xPBC| = %B — 0 a ze zadané thlové podminky snadno plyne
|¥xPCA| =1y —da|xPOB| = 1y +6. Odtud | PBC|+ |<PCB| = 13+ iy =
= 90° — %’y, takze thel BPC ma velikost 90° + %’y, coz je jak zndmo i velikost
uhlu BIC'. Proto bod P z poloroviny BC A lezi na oblouku BIC' kruznice opsané
trojuhelniku BIC'. Ta ma stied ve stfedu kratsiho oblouku BC' kruznice opsané
trojuhelniku ABC, coz je bod na poloptimce A, takze I je tim bodem oblouku
BIC, ktery je k bodu A nejblize. (IMO 2006)]

Osy vnitinich thld u vrcholi B, C' ostroihlého trojuhelniku ABC' protnou
protéjsi strany po fadé v bodech K, L. Ozna¢me M prusecik piimky BK
s osou tsecky C'L. Bod N lezi na ptimce C'L tak, ze NK || LM. Dokazte, ze
INK| = |NBJ. [Bod M jakozto prise¢ik osy ostrého uhlu CBL a osy tusecky
CL je stiredem kratsitho oblouku C'L kruznice opsané trojuhelniku BC'L. Odtud
a ze zadané rovnobéznosti plyne |XMBC| = |[XMLC| = |xKNC|, takze
c¢tytuhelnik BCKN je tétivovy. Proto bod N lezi na kratsim oblouku BK
kruznice opsané trojuhelniku BC'K, ktery ma totiz ostry thel u vrcholu C', na

jehoz ose bod N rovnéz lezi. Je tak stfedem zminéného oblouku BK, odkud jiz
plyne |[NK| = |[NB|. (Junior Balkan 2010)]

6. Uvazujme nekonecnou posloupnost ag,ay,as, ... celych cisel, kterda splnuje podminky

ao

= 2 aapy1 € {2a, — 1,2a, + 1} pro vsechny indexy n = 0. Dokazte, Ze kaZdd

takova posloupnost obsahuje nekonecné mnoho sloZengjch cisel.

(Martin Melicher, Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

Najdéte vSsechna kladna cela cisla t takova, ze ¢isla t, 2t — 1 a 2t 4+ 1 jsou vSechna
prvocisla. [t = 2 at = 3, kdy jde o trojice prvocisel (2, 3,5), resp. (3,5, 7). Protoze
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N2.

N3.

N4.

Nb5.

D1.

D2.

D3.

t = 1 neni prvocislo, zbyva vyloucit piipad ¢t 2 4. Tehdy prvodislo t dava pri déleni
tfemi zbytek 1 nebo 2. Pokud t =3k + 1, kde k = 1, je ¢islo 2t +1 =6k +3 29
délitelné tfemi. Pokud ¢ = 3k +2, kde k = 1, je ¢islo 2t — 1 = 6k +3 = 9 délitelné
tremi.|

Jsou déna redlnd ¢isla d a ¢ ¢ {0,1}. Dokazte, Zze posloupnost ¢isel zg, 1, ...
spliiuje pro kazdy index ¢ rovnost x;11 = qz; + d, pravé kdyz je jeji obecny ¢len
tvaru z; = Kq' +¢, kde c = d/(1 —q) a K je libovolna konstanta (uréend prvnim
¢lenem ). [Cislo ¢ je zadano tak, Ze rovnosti z;,1 = qx; + d lze piepsat do
tvaru z;11 — ¢ = q(z; — ¢). Tyto upravené rovnosti znamenaji pravé to, ze ¢isla
y; = x; — ¢ tvoii geometrickou posloupnost s kvocientem ¢, tj. ze y; = K¢' pro
kazdé i.]

Uvazme jakékoliv zobrazeni f: M — M na konecné mnoziné M a prvek m € M.
Dokazte, ze posloupnost m, f(m), f(f(m)), ... je od jistého ¢lenu periodické. Déle
dokazte, ze pokud zobrazeni f je prosté, pak tato posloupnost je periodicka od
svého prvniho ¢lenu m. [Podle Dirichletova principu se mezi prvnimi |M| + 1
¢leny posloupnosti alespon jeden prvek musi opakovat. Od jeho prvniho vyskytu
tak posloupnost bude periodickd, nebot kazdy dalsi clen zadané posloupnosti je
jednoznac¢né urcen predchozim clenem. Kdyby posloupnost nebyla periodicka od
prvniho ¢lenu, nasly by se v ni dva vyskyty téhoz prvku, kterému predchazi dva
ruzné Cleny, coz nenastane, je-li zobrazeni f prosté.]

Dokazte, ze pro kazdé liché ¢islo d se zbytky ¢isel 20,2, 22, ... po déleni &slem d
od prvniho mista periodicky opakuji. [Uzijte obecny vysledek tlohy N3 pro
zobrazeni f:z+— 2z (mod p) na mnoziné {1,2,...,d— 1} ]

Dokazte malou Fermatovu vetu: Pro libovolné prvocislo p a celé ¢islo a nesoudélné
spplatia?! =1 (mod p). [UkaZte, Ze zobrazeni f,:t + a-t (mod p) je prosté
na mnoziné {1,2,...,p— 1}, takze je to bijekce. Porovnanim sou¢inu vsech p — 1
vzori a soucinu vSech p — 1 obrazti dostaneme

p—Dl=(@-1)(a-2)...(a-(p—1)) = ap_l(p —1)! (mod p).

Po vydéleni kongruence ¢islem (p — 1)! (nesoudélnym s jejim modulem p) uz
vychézi potiebné.]

Dokazte, ze kazdé kladné celé ¢islo n ma nasobek, v jehoz desitkovém zapisu
se vyskytuji jen nuly a jednicky. [Z Dirichletova principu mezi ¢isly 1,11, 111, . ..
existuji dvé, ktera davaji stejny zbytek po déleni n. Jejich rozdil ma pozadovanou
vlastnost.|

Dokazte, ze pro kazdé kladné celé ¢islo n existuje n-mistné cislo a,, které je
nasobkem 5" a jehoz vSechny ¢islice jsou liché. [Diikaz provedeme matematickou
indukei: Pro n = 1 vyhovuje a; = 5. Mé&jme vyhovujici a,, pro nékteré n = 1.
Cisla a,, +14 - 10" pro i € {1,3,5,7,9} jsou viechna nasobky 5" a pritom dévaji
navzajem rizné zbytky po déleni 5" *!, takze jedno z nich je ndsobkem 51, Toto
¢islo 1ze vzit za ap41, nebot je ziejmé (n + 1)-mistné a vSechny jeho ¢islice jsou
liché. (USA 2003)]

Dokazte, ze kazdé kladné celé ¢islo d ma nasobek, ktery je Fibonacciho ¢islem.
(Fibonacciho ¢isla jsou urcéena vztahy Fy = F» = 1 a Fyo = F,11 + F, pro
kazdy index n = 1.) [Vsude dale pod ,zbytky“ rozumime ,zbytky po déleni
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D4.

danym cislem d“. Predradme posloupnosti Fibbonaciho c¢isel (Fl)j; jako jeji
nulty ¢len ¢islo Fy = Fy — Fy = 0 (pak vztah ze zadani bude platit i pron = 0) a
sledujme zbytky jejich dvojic po sobé nasledujicich ¢lent. Téchto dvojic zbytki
je nejvyse d - d riiznych, tedy mezi prvnimi d? 4+ 1 dvojicemi se nékterd dvojice
musi zopakovat. Jelikoz navic zbytek nésledujiciho ¢lenu je jednoznacéné uréen
zbytky dvou predchozich clent, je posloupnost vsech zbytkt od jistého mista
periodickd. Protoze navic ze zbytk dvou sousednich ¢lenti lze jednoznac¢né urcit
i zbytky vsech predchozich ¢lent, je posloupnost zbytkt periodickd od svého
nultého ¢lenu, kterym je ovsem zbytek 0 (nebot Fiy = 0 je nasobkem d, at je dané
d jakékoli). Zbytek 0 tak ma dokonce nekone¢né mnoho Fibonacciho ¢isel.]

Dokazte, ze existuje nekonec¢né mnoho prvocisel, ktera davaji po déleni ¢tyfmi
zbytek 3. [Dikaz sporem: Pripustme, Ze je takovych prvocisel jen konetné mnoho,
a oznacme je vsechna pq,...,pr. Vsimnéme si, ze pokud nékolik ¢isel dava po
déleni ¢tyrmi stejny zbytek 1, ma tuto vlastnost i jejich souc¢in. Liché ¢islo

N=4-pip2...px — 1

vsak dava po déleni ¢tyrmi zbytek 3, takze takovy musi rovnéz byt aspon jeden
z jeho prvociniteldl (mtze jim byt i samo ¢islo N). Zadné z prvoéisel pi, ..., px
ale neni délitelem N, spor. (Dodejme pro zajimavost proslulou Dirichletovu vétu:
Pro kazdd dvé nesoudélnd ¢isla d a z (kde 1 < z < d) existuje nekonecné
mnoho prvocisel, kterda davaji po déleni Cislem d zbytek z. Elementarni dikaz
Dirichletovy véty neni znam.)]
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