71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/2022)
Navodné a doplnujici alohy pro kategorii B

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéZnich tloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich tloh. Tytéz tdlohy i s feSenimi (resp. odpovédmi
a nastiny FeSeni ¢i internetovymi odkazy na né) najdete ve druhé ¢asti textu.

1. Pravouhly trojuhelnik ma celociselné délky stran a obvod 11990. Navic vime, Ze jedna
jeho odvésna md prvociselnou délku. Urcete ji. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Pro dané prvodislo p najdéte vSechny dvojice celych cisel ¢ a d, pro néz plati ¢ > d
acd = p.

N2. Najdéte viechna feseni (p, ¢) rovnice p* = ¢? — 28¢ + 52 v kladnych celych ¢islech
takova, ze p je prvocislo.

D1. Uréete viechny dvojice prvoéisel p a ¢, pro néz plati p + ¢* = ¢ + p°.

D2. Uréete viechny dvojice prvocisel p a ¢, pro néz plati p + g% = ¢ + 145p°.

D3. Najdéte vsechny trojice a, b, ¢ kladnych celych ¢isel takovych, Ze soucin (a +
+0)(b+ ¢)(c+ a) je roven mocniné nékterého prvodéisla.

D4. Najdéte vsechny trojice (p, ¢, ) prvocisel, pro néz plati (p+1)(qg+2)(r+3) = 4pqr.

2. Necht ABC' je ostrouhly trojihelnik s nejdelsi stranouw BC'. Uvnitr stran AB a AC
lezi po Tadé body D a E tak, Ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Oznaéme F takovy bod,
ze ABFC je rovnobéznik. Dokazte, ze |FD| = |FE|.  (Patrik Bak, Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Dokazte znamé tvrzeni: Pokud v konvexnim ¢tyfihelniku PQRS plati PQ || RS
a |QR| = |PS|, pak je PQRS bud rovnobéznik, nebo rovnoramenny lichobéznik.

N2. Uvazme situaci ze soutézni ulohy. Najdéte dva rovnoramenné lichobézniky s vr-
choly v bodech A, B, C, D, E, F.

N3. Dokazte znamé tvrzeni o shodnosti thlopricek kazdého rovnoramenného licho-
bézniku.

D1. Necht D je libovolny vnitini bod strany AB trojuhelniku ABC'. Na polopiimkach
BC a AC zvolme po tadé body E a F tak, aby platilo |BD| = |BE| a |AD| =
= |AF|. Dokazte, ze body C, E, F a stied I kruznice vepsané trojihelniku ABC
lezi na téze kruznici.

D2. V ostrouhlém trojihelniku ABC jsou AA’ a BB’ jeho vysky. Kolmy prumét
bodu A’ na vysku BB’ ozna¢me D. Predpokladejme, Ze kruznice prochéazejici
body B, C, D protne stranu AC' v jejim vnitinim bodé E. Dokazte, ze |[DE| =
= |AA|.

D3. Je dan pravouhly trojihelnik ABC' s pravym tthlem pii vrcholu C. Necht D je
libovolny vnittni bod odvésny AC' a p kolmice z bodu D k pfeponé AB. Oznac¢me
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E # D bod primky p takovy, ze body A, B, D, E lezi na kruznici. Oznac¢me
jesté F' prusecik ptimek p a BC'. Dokazte, ze |AE| = |AF)|.

D4. V konvexnim ctyfihelniku ABCD plati |XABC| = [£ACD| a |[XACB| =
= |¥ADC|. Predpokladejme, ze stfed O kruznice opsané trojtihelniku BC'D je
rizny od bodu A. Dokazte, ze thel OAC' je pravy.

D5. Necht ABCD je tétivovy ¢tyrihelnik s navzajem kolmymi thloprickami. Oznac-
me po fadé p, ¢ kolmice z bodu D, C' na primku AB a dale X prusecik primek
AC a p a Y prusecik pirimek BD a ¢q. Dokazte, ze XY CD je kosoctverec nebo
Ctverec.

3. Urcete pocet devitimistniych cisel, v nichZ se cislice 0 — 9 vyskytuji nejvyse jednou
a v nichZ se soucty cislic na 1. aZ 3. misté, na 3. aZ 5. miste, na 5. az 7. misté a na
7. aZ 9. misté vSechny rovnaji témuz cislu 10. Najdéte rovnézZ nejmensi a nejvétsi
z téchto cisel. (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Soucet deviti navzajem ruznych ¢islic je 42. Které jsou to ¢islice?

N2. Navzajem rtuzné cislice a, b, ¢, d splnuji rovnost a + b + ¢+ 6 = d. Které jsou to
Cislice?

N3. Pétimistné ¢islo obsahuje kazdou z ¢islic 1, 3, 5, 7, 9 pravé jednou a soucet prvnich
ti1 ¢islic tohoto ¢isla je roven souc¢tu poslednich t¥i ¢islic. Kolik je takovych ¢isel?

N4. Pokud bychom v zadani soutézni tlohy pozadovali, aby se uvazované soucty ¢islic
rovnaly 9 namisto 10, pak by takové ¢islo neexistovalo. Dokazte.

D1. Pétimistné ¢islo obsahuje kazdou z ¢islic 0, 1, 3, 5, 8 prave jednou a soucet prvnich
ti cislic tohoto ¢isla je roven souctu poslednich t¥i ¢islic. Urcete ¢islici na misté
stovek takového c¢isla.

D2. Najdéte vechna ¢tyFmistna ¢isla abed s cifernym souctem 12 takova, ze ab—cd =
=1

4. Urcete pocet redlnych koreni rovnice x|z + 6A| = 36 v zdvislosti na redlném parame-
tru A. (Vojtéch Balint)

NAVODNE A pDoOPLNUJici ULOHY:

N1. Najdéte minimum funkce f(z) = z(xz + 6).

N2. Urcete pocet feseni rovnice z(z + 6) = K v zavislosti na redlném parametru K.

N3. Naértnéte grafy funkei f(x) = x|z + 6| a g(z) = z|z — 6].

D1. V oboru redlnych &sel z feste rovnici (a — 2)x? — 2ax + 2a — 3 = 0, kde a je
realny parametr.

D2. Najdéte vSechny dvojice (a,b) redlnych parametri, pro néz ma soustava rovnic
|z| +y = a, 2|y| — x = b pravé tii feseni v oboru redlnych ¢isel, a pro kazdou
z nich tato feseni urcete.

D3. V kartézské soustavé souradnic Ouv znazornéte mnozinu vsech bodu [u, v], kde
u > 0, pro néZ ma rovnice |22 — uz| + vr — 1 = 0 s nezndmou x pravé tfi rizna
realna reseni.
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D4. Urcete nejmensi redlné cislo m, pro néz lze najit redlnd cisla a, b tak, aby
nerovnost |22 + ax + b| < m platila pro kazdé x € (0, 2).

5. Pravidelny n-tuhelnik oznacme AjAs...A,. Bod Az zobrazime v o0sové soumeérnosti
s osou AgAy, ziskame bod A%. Pak bod A% zobrazime v osové soumérnosti s osou
Ay As, ziskdme bod Af. Pro kterd n 2 4 je bod A% totozny s prisecikem primek Ay A
a AsAys? (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Pripomente si vetu o stredovém a obvodovém uhlu a jeji dikaz.

N2. V pravidelném n-thelniku A; As... A, se stifedem S vyjadiete v zavislosti na Cisle
n z 7 velikosti uhla AlSAQ, A1A3A2, A1A7A5.

N3. Uvazme pravidelny n-uhelnik A; As...A,,. Dokazte, ze obraz vrcholu Ax_; v osové
soumérnosti podle primky A;Ap lezi na piimce A;Agyy, kdykoli i, k, [ jsou
prirozend ¢isla splnujici | < k < k+1<i < n.

N4. V situaci ze soutézni tlohy dokazte, Ze pro kazdé n = 5 lezi bod A% uvnitt
ﬁseéky A1A4.

D1. Urcete, pro kterd cela ¢isla n = 3 plati: V pravidelném n-tthelniku A1 As ... A,
se stfedem S puli thlopricka Ay Az tsecku AsS.

D2. Je dan pravidelny sedmithelnik ABCDEFG. Piimky AB a CE se protinaji
v bodé P. Urcete velikost thlu PDG.

D3. Je dan pravidelny sedmitthelnik ABC' D EFG. Kolmice vedena bodem D k piim-
ce DFE protind piimky CG a AB po tadé v bodech P a (). Dokazte, ze
|AQ| + |EF| = |GP).

D4. Uvazujme pravidelny 18ihelnik Ay A,...A1s. Ukazte, ze obrazec ohranic¢eny tihlo-
pf"iékaml A2A7, A3A15, A6A12 a A10A17 je obdélnik (nikoli étverec).

6. Je dana Sachouvnice m X n, jejiz policka jsou obarvena cerné a bile
klasickym zpusobem, pricemz levé horni policko je cerné. Tahem ro-
zumime vzdjemnou vymenu dvou rddkiu nebo vzdajemnou vyménu dvou
sloupci sachovnice. Skvrnou rozumime takovou neprazdnou mnozinu
cerngjch policek, kterda je tvorena vSemi policky, do michZ lze z jed-
noho jejiho policka prejit po cesté sestavajici ze stranou sousedicich cernych policek.
Napriklad na obrazku je sachovnice 4 X 4 s pravé ctyrmi skvrnami. V' zavislosti na
prirozenych cislech m a n urcete, kolik nejméné skvrn mizZe byt na Sachovnici m X n
po provedeni konecného poctu tahii. (David Hruska)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Reste soutézni ilohu pro Sachovnici 1 x 7.

N2. Reste soutézni tlohu pro $achovnici 2 x 2.

N3. V soutézni tloze pro sachovnici 3 x 3 ukazte, ze jeji prostiredni policko bude po
libovolném poctu taht tvorit jednoprvkovou skvrnu.
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N4. V soutézni tloze pro obecnou sachovnici m x n najdéte vSechny dvojice ¢ernych
policek, ktera lze konecnym poctem tahti presunout tak, aby spolu sousedila
stranou.

D1. V tadé 2021 cernych a bilych polic¢ek je prvni ¢erné a kazdé dalsi mé jinou barvu
nez to predeslé. Jednim krokem rozumime vzajemnou vyménu jednoho bilého
a jednoho cerného policka, ktera spolu nemusi sousedit. Jaky nejmensi pocet
kroki potrebujeme, aby ¢erna policka vytvorila jednu skvrnu?

D2. Uvazujme Sachovnici 8 x 8 s obvyklym obarvenim policek. V jednom kroku
mizeme ,prevratit® barvy vsech policek jednoho radku, jednoho sloupce nebo
jednoho c¢tverecku 2 x 2. Mizeme po konecném poctu kroki dojit k sachovnici
s jedinym Cernym polickem?

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici dlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reSeni Ci o internetové odkazy na

né.
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1. Pravouhly trojuhelnik md celociselné délky stran a obvod 11990. Navic vime, Ze jedna
jeho odvésna md prvociselnou délku. Urcete ji. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Pro dané prvocislo p najdéte vSechny dvojice celych ¢isel ¢ a d, pro néz plati
c>dacd=p* [(c,d) = (p* 1) a (c,d) = (=1, —p?). Protoze +1, £p a £p? jsou
jedini délitelé éisla p?, rozlozit p? na soucin dvou rizngch celych ésel 1ze dvéma
zptisoby: p? = 1-p? = (=1) - (—=p?). Uloze tak vyhovuji jen dvé vyse uvedené
dvojice.]

N2. Najdéte viechna feseni (p, q) rovnice p* = ¢* — 28¢ + 52 v kladnych celjch ¢islech
takovd, ze p je prvocislo. [(p, q) = (5,27) a (p,q) = (5, 1). Po rozkladu pravé strany
rovnice na sou¢in mame p? = (¢—2)(q¢—26). ProtoZe pro éisla c = ¢—2a d = ¢—26
plati ¢ > d, jsme v situaci z tilohy N1. MoZnosti ¢ —2 = p* A ¢ — 26 = 1, resp.
q—2=—1Aq—26=—p* vedou k vyse uvedenym fesenim.|

D1. Uréete viechny dvojice prvoéisel p a ¢, pro néz plati p+ ¢ = ¢+ p3. [55 B-11-1]

D2. Uréete viechny dvojice prvocisel p a g, pro néz plati p+q? = ¢+145p?. [55-C-11-4]

D3. Najdéte vSechny trojice a, b, ¢ kladnych celych éisel takovych, Ze soucin (a+b) (b+
+c¢)(c+a) je roven mocniné nékterého prvocisla. [Navodna tloha N2 k 69-A-1-6]

D4. Najdéte vsechny trojice (p, g, r) prvocisel, pro néz plati (p+1)(q+2)(r+3) = 4pqr.
[60-A-111-2]

2. Necht ABC' je ostrouhly trojuhelnik s nejdelsi stranou BC. Uvnitr stran AB a AC
lezi po Tadé body D a E tak, Ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Oznaéme F takovy bod,
ze ABFC je rovnobéznik. Dokazte, Ze |FD| = |FE|.  (Patrik Bak, Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Dokazte znamé tvrzeni: Pokud v konvexnim ¢tyitihelniku PQRS plati PQ || RS
a |QR| = |PS|, pak je PQRS bud rovnobéznik, nebo rovnoramenny lichobéznik.
[Rozlisme, zda kromé obou podminek ze zadani plati jesté |PQ| = |RS| ¢
nikoliv. Pokud ano, jsou trojihelniky PQR a RSP shodné podle véty sss, a tak
jsou shodné stiidavé thly PRQ a RPS; plati tudiz QR || PS, ¢ili PQRS
je rovnobéznik. V pripadé, kdy |PQ| # |RS|, miZzeme s ohledem na symetrii
predpokladat, ze |PQ| > |RS|. Tehdy uvnitt strany PQ zvolime bod T tak, aby
platilo |PT| = |RS|. Spolu s PT || RS to pak znamend, ze konvexni ¢tyithelnik
PTRS je rovnobéznik. Z ného a z trojuhelniku TQR vidime, ze PS || TR }f QR,
takze PQRS je rovnoramenny lichobéznik. ]|

N2. Uvazme situaci ze soutézni tlohy. Najdéte dva rovnoramenné lichobézniky s vr-
choly v bodech A, B, C, D, E, F. [BFCD a BFCE. Plyne to z tvrzeni uvedeného
v tloze N1.]

N3. Dokazte znamé tvrzeni o shodnosti thlopricek kazdého rovnoramenného licho-
bézniku. [Méjme rovnoramenny lichobéznik PQRS s delsi zékladnou PQ a po-
kracujme v uvahich z feSeni ulohy N1: Protoze v trojuhelniku T'Q)Q R mame
ITR| = |QR)|, je thel RQT shodny s uhlem RTQ, ktery je rovnéz shodny se
souhlasnym thlem SPQ. Lichobéznik PQRS tak ma shodné oba vnitini thly

5


http://www.matematickaolympiada.cz/media/440701/B55ii.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/440704/C55ii.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/5435527/a69i.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/440775/A60iii.pdf

71. ROCNIK MO (2021/2022) NAVODNE ULOHY DOMACI CASTI KATEGORIE B

pti zdkladné PQ, a proto kyZena rovnost |PR| = |QS| plyne z trojihelniki
PQR a QPS, shodnych podle véty sus.|

D1. Necht D je libovolny vnitini bod strany AB trojuhelniku ABC'. Na polopiimkéach
BC a AC zvolme po tadé body E a F' tak, aby platilo |BD| = |BE| a |AD| =
= |AF|. Dokazte, ze body C, E, F a stied I kruznice vepsané trojihelniku ABC
lezi na téze kruznici. [63-B-1-3]

D2. V ostrouhlém trojihelniku ABC jsou AA" a BB’ jeho vysky. Kolmy prumdét
bodu A’ na vysku BB’ ozna¢me D. Predpoklddejme, Ze kruznice prochézejici
body B, C, D protne stranu AC' v jejim vnitinim bodé E. Dokazte, ze |DE| =
= |AA'|. [70-B-1-3]

D3. Je dan pravouhly trojahelnik ABC' s pravym tthlem pti vrcholu C. Necht D je
libovolny vnitini bod odvésny AC' a p kolmice z bodu D k preponé AB. Oznacme
E # D bod primky p takovy, ze body A, B, D, E lezi na kruznici. Oznac¢me
jesté F' prusecik piimek p a BC. Dokazte, ze |AE| = |AF|. [70-B-11-3]

D4. V konvexnim ctyfihelniku ABCD plati |[xABC| = [£ACD| a |XACB| =
= |XADC|. Predpokladejme, ze stfed O kruznice opsané trojihelniku BC'D je
ruzny od bodu A. Dokazte, ze ihel OAC' je pravy. [67-A-1-5]

D5. Necht ABCD je tétivovy ¢tyiihelnik s navzajem kolmymi tthloprickami. Oznac-
me po tadé p, ¢ kolmice z bodi D, C' na primku AB a dale X prusecik primek
AC a p a Y prusecik primek BD a gq. Dokazte, ze XY CD je kosoctverec nebo
¢tverec. [55-A-1-3]

3. Urcete pocet devitimistniych cisel, v nichZ se cislice 0 — 9 vyskytuji nejvyse jednou
a v nichZ se soucty cislic na 1. aZ 3. misté, na 3. aZ 5. misté, na 5. aZ 7. misté a na
7. aZ 9. misté vsechny rovnaji témuz cislu 10. Najdéte rovnezZ nejmensi a nejvetsi
z téchto cisel. (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Soucet deviti navzdjem raznych ¢islic je 42. Které jsou to ¢islice? [VSechny kromé
trojky. Protoze 0+ 142+ ...+ 9 = 45, musi chybét ¢islice rovna 45 — 42 = 3]

N2. Navzajem rtuzné cislice a, b, ¢, d splnuji rovnost a + b+ ¢+ 6 = d. Které jsou to
¢islice? [{a, b, c} ={0,1,2} ad = 9. Plyne to z nerovnosti a+b+c =2 0+1+2 =3
ad=9.]

N3. Pétimistné ¢islo obsahuje kazdou z ¢islic 1, 3, 5, 7, 9 pravé jednou a soucet prvnich
t1i cislic tohoto ¢isla je roven souctu poslednich tii ¢islic. Kolik je takovych ¢isel?
[24. Cislo se zépisem abcde, kde {a, b, c,d, e} = {1,3,5,7,9}, je vyhovujici, prave
kdyz plati a + b+ ¢ = ¢+ d + e neboli a + b = d + e. Z posledni rovnosti
dvou sudych ¢isel plyne, ze soucet ¢isel ve ¢tyiprvkové mnoziné {a,b,d, e} je
délitelny ¢tyimi, takze z péti podmnozin prichdzeji v avahu pouze tii: {3,5,7,9},
{1,3,7,9} a {1,3,5,7}. Odpovidd jim vzdy jediné rozdéleni na dvé dvojice se
stejnym souctem: 3 +9 = 5+ 7, resp. 1 +9 = 3+ 7, resp. 1 +7 = 3 + 5.
Kazdou vyhovujici ¢tvefici (a, b, d, e) tedy uréime tak, Ze nejprve vybereme jednu
z téchto rovnosti (3 moznosti), pak jednu jeji stranu prifadime mnoziné {a, b}
a druhou stranu mnoziné {d,e} (2 moznosti) a nakonec rozhodneme, ktery ze
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dvou prifazenych sé¢itanct je a a ktery ze dvou pritazenych séitanci je d (2-2 = 4
moznosti). Hledany pocet vyhovujicich éisel je tedy 3-2-4 = 24.]

N4. Pokud bychom v zadani soutézni tlohy pozadovali, aby se uvazované soucty cislic
rovnaly 9 namisto 10, pak by takové ¢islo neexistovalo. Dokazte. [PTipustme exis-
tenci vyhovujiciho ¢isla se zapisem abede f ghi, a nezastoupenou ¢islici oznac¢me j.
Pak plati

36=4-9=(a+b+c)+(c+d+e)+(e+f+g9) +(9g+h+i)=
=(a+btctdtet+f+g+h+itj)—j+(ctetyg) =
=45—j+(cte+g)=245—-9+ (04 1+2) =39,

a to je spor.|

D1. Pétimistné ¢islo obsahuje kazdou z cislic 0, 1, 3, 5, 8 pravé jednou a soucet prvnich
tii Cislic tohoto ¢isla je roven souétu poslednich tii ¢islic. Urcete cislici na misté
stovek takového ¢isla. [Cislice 1. Pro takové ¢islo abede se stejné jako v tiloze N3
odvodi podminka a + b = d + e. Ukdzeme, zZe to pri zadanych ¢islicich to musi
byt rovnost typu 0 + 8 = 3 + 5 (,,typu” znamend ,az na poradi s¢itanct i obou
souctu). Nejdiive rozhodneme, zda ¢islice a, b (a tedy Cislice d, e) maji stejnou
¢i riznou paritu. Protoze mame k dispozici dvé sudé ¢islice 0, 8 a tfi liché ¢islice
1, 3, 5, v pfipadé ruznych parit ¢islic v obou dvojicich (a,b) a (d,e) by rovnost
a+b=d+ e byla typu 0+ 2 = 8 + y s vhodnymi ¢islicemi z,y € {1, 3,5}, coz
je zrejmé spor. V obou dvojicich (a,b) a (d, e) jsou tedy dislice téze parity, takze
ziejmeé to jsou jednou dvé sudé a jednou dvé liché cislice. Rovnost a +b=d + e
je tak nutné typu 0 + 8 = x + y, kde zrejmé x = 3 a y = 5. Odtud plyne
{a,b,d,e} = {0,3,5,8}. Cislice ¢ na misté stovek tedy nutné musi byt ,zbyla®
c¢islice 1. Dodejme, Ze zkoumané pétimistné ¢islo skutecné existuje, napr. to je
80135.]

D2. Najdéte vechna ¢tyFmistna ¢isla abed s cifernym souctem 12 takova, ze ab—cd =
=1.[69-C1-1]

4. Urcete pocet redlnijch koreni rovnice x|x 4+ 6A| = 36 v zdvislosti na redlném parame-
tru A. (Vojtéch Balint)

NAVODNE A DOPLNUJiC ULOHY:

N1. Najdéte minimum funkce f(x) = z(x + 6). [f(—3) = —9. Kvadratickd funkce
s kladnym koeficientem u 22, kterd ma dva realné kofeny, nabyva svého minima
presné uprostied mezi témito koreny, v daném pripadé mezi body x = 0 a x = —6.
Lze také vyuzit identitu x(x + 6) = (v + 3)? — 9.]

N2. Urcete pocet feseni rovnice z(x + 6) = K v zavislosti na redlném parametru K.
[Grafem kvadratické funkce na levé strané rovnice je parabola. Dle N1 nabyva
tato funkce minimalni hodnoty —9. Odtud plyne, Ze rovnice ma pro K = —9
jedno feseni, pro K > —9 dvé feSeni a pro K < —9 nemd zadné Teseni.]
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N3. Nacrtnéte grafy funkei f(z) = z|x + 6| a g(x) = x|z — 6|. |

Y 2 Y
3K 0 6 = ]
y = x(x — 6)
y = x|x + 6] y = x|r — 6

D1. V oboru reélnych é&sel x feste rovnici (a —2)x? — 2ax +2a—3 = 0, kde a je realny
parametr. [Jak algebraické, tak geometrické feseni najdete na str. 45-50 brozury
O rovnicich s parametry ze Skoly mladych matematiki.]

D2. Najdéte vSechny dvojice (a,b) redlnych parametri, pro néz ma soustava rovnic
|z| +y = a, 2|y| — x = b pravé tii feseni v oboru redlnych ¢isel, a pro kazdou
z nich tato TeSeni urcete. [66-B-1-2]

D3. V kartézské soustavé souradnic Ouv zndzornéte mnozinu vsech bodu [u, v], kde
u > 0, pro néz ma rovnice |22 — uz| + vr — 1 = 0 s nezndmou x pravé tii rizna
realnd feseni. [52-B-1-0]

D4. Urcete nejmensi redlné cislo m, pro néz lze najit redlna cisla a, b tak, aby
nerovnost |22 + ax + b| < m platila pro kazdé = € (0,2). [65 A 1 2]

5. Pravidelny n-tuhelnik oznacme AyAs...A,. Bod Az zobrazime v o0sové soumeérnosti
s osou AgAy, ziskame bod A%. Pak bod A% zobrazime v 0sové soumérnosti s osou
Ay As, ziskdme bod AY. Pro ktera n 2 4 je bod A§ totozny s prisecikem primek Ay Ay
a AsAs? (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Pripomerite si vétu o stredovém a obvodovém thlu a jeji dikaz. [Viz str. 3-4
brozury Kruznice ze Skoly mladych matematikii, nebo také komentovany vyklad
na https://www.youtube. com/watch?v=REi-iU5500g.]

N2. V pravidelném n-thelniku A; As... A, se stfedem S vyjadrete v zavislosti na Cisle
n z 7 velikosti uhla AlSAg, A1A3A2, A1A7A5. [|{A15A2| = 36007 |{A1A3A2| =

n

— 180% (4 véty o stfedovém a obvodovém tihlu), | XA 1 A7 A5 = |[xA1A7 A +

n

+ [ £ As A7 As| + | X Az A7 As| + | X AgAr A5 = B2

N3. Uvazme pravidelny n-uhelnik A;As...A,,. Dokazte, Ze obraz vrcholu Ay_; v osové
soumeérnosti podle primky A; Ay lezi na piimce A;Ar.;, kdykoli i, k, [ jsou
prirozend ¢isla spliujici [ < k < k+ 1 < i £ n. [Podobné jako v N2 ukazeme, 7e
| XAk A; Ag| = @ = |xArA;Akyi], a jsme hotovi.]

N4. V situaci ze soutézni tlohy dokazte, ze pro kazdé n = 5 lezi bod A% uvnitt
usecky A;Ay. [Vyuzijte toho, Ze polopfimka AyAs je osa thlu A3AsA; a ze
’A3A4’ < ‘A1A4‘, nebot v tI‘OjﬁhGlnﬂﬂl A1A3A4 je ‘{A4A1A3’ < ‘{A1A3A4H
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D1. Urcete, pro ktera celd ¢isla n = 3 plati: V pravidelném n-thelniku A1 A, ... A,
se stifedem S puli thlopticka A;As tsecku A2S. [Jediné n = 6. A1 A2A3S je
deltoid, v némz se thlopricky navzajem puli. Je to tedy kosoctverec. Proto
|SAs| = |SA1| = |A1As], takze SA;As je rovnostranny trojihelnik, tudiz nutné
n = 6. Toto n naopak zfejmé vyhovuje, nebot A; A3 A3S je tehdy kosoctverec.]

D2. Je dan pravidelny sedmithelnik ABCDEFG. Piimky AB a CFE se protinaji
v bodé P. Urcete velikost ihlu PDG. [90 stupnu. Oznacme () prusecik thlopricek
DG a CE. Ze soumérnosti pravidelného sedmitihelniku plyne AB || CG, AC ||
| DG a AG || CE. Proto APCG a ACQG jsou rovnobézniky, a tudiz shodné
usecky AG, C'D jsou rovnéz shodné s tiseckami C'P a C'Q). Bod C' je tak stifedem
usecky PQ a podle Thaletovy véty je uhel PDQ neboli PDG pravy. (CPSJ,
2021)]

D3. Je dan pravidelny sedmithelnik ABC'DEFG. Kolmice vedend bodem D k prim-
ce DFE protind piimky CG a AB po tadé v bodech P a (). Dokazte, ze
|AQ| + |EF| = |GP|. [7T0-B-1-5]

D4. Uvazujme pravidelny 18uhelnik A;As...A1s. Ukazte, ze obrazec ohraniceny uh-
lopfiékami A2A7, A3A15, A6A12 a A10A17 je obdélnik (IllkOh étverec). [A2A7 ||
|| A10A17 plyne Z tOhO, ze |{A7A2A10| = % - 180° = |{A2A10A17|. Podobné
AsAis || AgAr2. Oznaéme X prusecik Ay A7 s AgAie. Protoze |<A2A7Aq| = 14—8 .
180° a |x A7 AgA12| = 1—58~180°, plyne z trojihelniku X A7 Ag, Ze | As X A7| = 19—8-
-180° = 90°, tj. AgA12 L AyAz7. Zatimco vzdalenost stran AgAq2, A3Ais je rovna
|A12A15| (nebot tisecka Aj2A;5 je na obé strany kolmd, protoze je rovnobézna
s Ag A7), tak vzdédlenost zbyvajicich dvou stran je mensi nez |A13A415| = |A7A10],
protoze tisecka A7 Ajp na né kolma neni. (Polsko OM.J/OMG, 2010)]

6. Je dana Sachouvnice m X n, jejiz policka jsou obarvena cerne a bile
klasickym zpiusobem, pricemz levé horni policko je cerné. Tahem ro-
zumime vzdjemnou vymenu dvou radki nebo vzajemnou vyménu dvou
sloupct Sachovnice. Skvrnou rozumime takovou neprdizdnou mnozinu
cerngjch policek, kterda je tvorena vSemi policky, do nichZ lze z jed-
noho jejiho policka prejit po cesté sestdvajici ze stranou sousedicich cernych policek.
Napriklad na obrazku je Sachovnice 4 X 4 s pravé ctyrmi skvrnami. V' zdvislosti na
prirozenych cislech m a n urcete, kolik nejméné skvrn muze byt na Sachovnici m X n
po provedeni konecného poctu tahi. (David Hruska)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Reste soutézni tlohu pro Ssachovnici 1 x 7. [VSechna cCernd pole lze snadno spojit
do jedné skvrny.]

N2. Reste soutézni tlohu pro $achovnici 2 x 2. [Dvé ¢erna pole budou vzdy v proti-
lehlych rozich, vzdy tedy budou tvofit dvé skvrny.]

N3. V soutézni tloze pro Sachovnici 3 x 3 ukazte, Ze jeji prostiedni policko bude
po libovolném poctu tahi tvorit jednoprvkovou skvrnu. [Prostfedni policko bude
vzdy ve svém tadku i ve svém sloupci jedinym cernym polickem, takze nikdy
nebude s zaddnym jinym ¢ernym polickem stranové sousedit.]
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N4.

D1.

D2.

V soutézni iloze pro obecnou sachovnici m x n najdéte vSechny dvojice ¢ernych
policek, ktera lze konecnym poctem tahti presunout tak, aby spolu sousedila
stranou. [Jde o pravé ty dvojice Cernych policek, kterd lezi v jednom tadku
nebo v jednom sloupci. Skutecné, lezi-li ve stejném radku (sloupci), vystacime
s jednou vzdjemnou vyménou dvou sloupcu (fadki). Lezi-li naopak ve dvou
ruznych radcich i dvou riznych sloupcich, tak tento fakt se nezméni po zadném
tahu.]

V tadé 2021 cernych a bilych policek je prvni ¢erné a kazdé dalsi méa jinou barvu
nez to predeslé. Jednim krokem rozumime vzajemnou vyménu jednoho bilého
a jednoho cerného policka, ktera spolu nemusi sousedit. Jaky nejmensi pocet
krok potfebujeme, aby cernd policka vytvorila jednu skvrnu? [505 kroku stadt,
¢erna policka na lichych pozicich 1013 az 2021 presuneme na sudé pozice 2 az
1010. Méné nestaci, protoze ptvodné je skvrn 1011 a kazdym krokem se pocet
skvrn zmensi nejvys o 2 (nejvys dvé skvrny se spoji do jedné a nejvys jedna
skvrna zanikne, ptipadné zmény ostatnich skvrn jejich pocet nesnizuji).]
Uvazujme Sachovnici 8 x 8 s obvyklym obarvenim policek. V jednom kroku
miizeme ,prevratit® barvy vsech policek jednoho radku, jednoho sloupce nebo
jednoho ¢tverecku 2 x 2. Muzeme po konecném poctu kroka dojit k sachovnici
s jedinym ¢ernym polickem? [Ne. Uvédomte si, ze pocet Cernych policek se
v kazdém kroku zméni o sudy pocet, tedy zistane sudy po libovolném poctu
krokn. |
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