72. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2022/2023)
Navodné a doplnujici dlohy pro kategorii A

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéznich uloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich tdloh. Tytéz tlohy i s Fesenimi (resp. odpovédmi
a nastiny FeSeni ¢i internetovymi odkazy na né) najdete ve druhé ¢asti textu.

1. V oboru redlnych cisel reste soustavu rovnic
22 + |y| = 2022,
3y + |2x] = 2023.

(Symbol |a| znaci dolni celou ¢ast redlného cisla a, tj. nejvetsi celé cislo, které neni
vétsi nez a. Napr. |19 =1a |-1,1] =-2.) (Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. V oboru realnych ¢isel feste rovnici |3z 4+ 5] = 10.

N2. V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic = + |2y| =8, [3z] — y = 3.

D1. V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic 3z + |y| = 10, |4z] +x +y = 17.
D2. V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic |z +y| =z —vy, |y + x| = by — .

2. Je ddn ostrouhly trojuhelnik ABC'. Na poloprimkdch opacnijch k CA a BA lezi
postupné body B' a C' tak, Ze |B'C| = |AB| a |C'B| = |AC|. Dokazte, Ze stred
kruznice opsané trojihelniku AB'C" leZi na kruznici opsané trojihelniku ABC.

(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Dokazte, ze konvexni ctyiuhelnik ABC'D je tétivovy (tj. jeho vrcholy lezi na
jedné kruznici), prave kdyz plati |[<ABD| = |XACD|.

N2. Dokazte, ze konvexni ctyruhelnik ABC D je tétivovy, pravé kdyz soucet velikosti
uhlt ABC a ADC' je 180°.

N3. Dokazte tvrzeni ,o Svrckové bodu“: V libovolném trojihelniku ABC' prochézi
osa vnitiniho thlu BAC stfedem toho oblouku BC' kruznice opsané trojuhel-
niku ABC', na kterém nelezi vrchol A.

D1. Dokazte tvrzeni , o trech prstech®: V daném trojuhelniku ABC oznacme [ stfed
kruznice vepsané a S stred toho oblouku BC kruznice opsané trojuhelniku ABC),
na kterém nelezi vrchol A. Pak plati |SB| = |SI| = |SC]|.

D2. Dokazte, ze osa vnéjstho thlu pii vrcholu A libovolného trojtihelniku ABC
prochazi stfedem toho oblouku BC' kruznice opsané trojuhelniku ABC', na
kterém lezi vrchol A.

D3. Je dan ostrothly trojihelnik ABC'. Uvnitt strany AB lezi bod D a na poloptimce
opacné k C'A lezi bod E tak, ze |BD| = |CE|. Dokazte, ze kruznice opsané
trojuhelnikim ABC a ADFE maji kromé bodu A jesté dalsi spolecny bod na ose
uhlu BAC.
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3. Pro dané kladné celé c¢islo n uvazme obdélnikovy hraci plan 2nx 2 a na ném 2n Zetoni
ocislovangch 1,2,...,2n a rozmisténych jako na obrdzku vlevo. V jednom tahu je
mozné posunout jeden Zeton z jeho policka na policko sousedici stranou, pokud je
prazdné.* Kolika nejméné tahy lze z puvodniho rozestaveni ziskat rozestaveni na
obrdzku vpravo?

000 @ @ 00®

(Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Uvazujme situaci soutézni tulohy pro n = 3. Vodorovngm nazveme kazdy tah,
pri kterém je zeton posunut v radku. Udejte priklad posloupnosti tahi, kterou
splnime cil tdlohy a ktera pritom obsahuje nejmensi mozny pocet vodorovnych
taht.

N2. Rovnost 14+2+4+5+...+(3n—2)+(3n—1) = 3n? dokazte pro kazdé piirozené
¢islo n.

N3. Zduvodnéte, ze v pribéhu tahti vedoucich k cili soutézni tlohy se z kazdych dvou
zetonit musi aspon jeden nékdy dostat do horniho fadku hraciho planu.

D1. Uvazujme stejné pocatecni rozestaveni 2n zetonu jako v soutézni tloze. Kolika
nejméné tahy lze ziskat rozestaveni, kdy opét vsechny zZetony budou v dolnim
radku, avsak zeton 1 se ocitne v poslednim sloupci?

D2. V jedné tadé stoji n zetoni postupné s ¢isly od 1 do n. V kazdém tahu mizeme
navzajem vymeénit dva sousedni Zetony. Kolika nejméné tahy 1ze ptvodni poradi
zetonl zménit na opacné, tj. s ¢isly od n do 17

D3. V situaci ze soutézni tlohy je tentokrat v dolnim radku rozmisténo 2n zetont
s Cisly 1, 2,...2n v libovolném poradi. Kolika nejméné tahy lze vzdy dosahnout
toho, aby vSech 2n zetont bylo v dolnim fadku rozmisténo vzestupné, tj. v poradi
jako na zacatku pavodni dlohy?

4. Jsou ddna dvé lichd prirozend cisla k a n. Martin pro kaZda dvé prirozend cisla i, j
spliujici 1 £ 1 <k a1l £ j < n napsal na tabuli zlomek i/j. Urcete medidn vsech
téchto zlomku, tedy takové redlné cislo q, Ze pokud vsechny zlomky na tabuli seradime
podle hodnoty od nejmensi po nejuétsi (zlomky se stejnou hodnotou v libovolném
poradi), uprostred tohoto seznamu bude zlomek s hodnotou q. (Martin Melicher)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Martin napsal na tabuli hodnotu rozdilu i/j — j /i pro kazdou dvojici pfirozenych
¢isel i £ 5, 7 < 5. Urcete median vSech ¢isel na tabuli.

N2. Reste soutézni ilohu pro pifpad k = n.

N3. Reste soutézni tlohu pro pifpad n = 3.

* Hru si mizete vyzkouSet na http://skmo.sk/72a3.
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N4.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

Dokazte, ze pro libovolnou ¢tverici redlnych ¢isel a, b, ¢ a d, kde pritom b > 0 a
d > 0, plati implikace
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NapiSme na tabuli soucet a+b+c+d+e pro kazdou pétici (a, b, ¢, d, e) prirozenych
¢isel mensich neZ 6. Uréete medidn vech 5° &isel na tabuli.

Necht k, n jsou lichd prirozend ¢isla. Pro kazda dvé prirozena ¢islai < k, j S n
napisme na tabuli zlomek (i — j)/(i + 7). Urcete medidn vSech téchto zlomku.
Vyuzijte k tomu vysledku soutézni dlohy.

Uvazujme mnozinu {1, 2,4, 5, 8,10, 16, 20, 32,40, 80, 160} a vSechny jeji tiiprvkové
podmnoziny. Rozhodnéte, zda je vice téch, které maji soucin svych prvkia vetsi
nez 2006, nebo téch, které maji soucin svych prvka mensi nez 2006.

Martin pro kazdou neprazdnou podmnozinu M mnoziny {0,1,...,16} napsal na
tabuli zbytek souctu vSech prvki z M po déleni ¢islem 17. Urcete, ktery zbytek
ma na tabuli nejvétsi pocet vyskyti.

Zlomkovou ¢asti {x} redlného ¢isla = nazyvame ¢islo {x} = x— |z ], kde | x| znadi
celou cdst ¢isla x (viz soutézni tlohu 1). Uvazujme jednak medidn éisel {v/1},
{V2}, ..., {v/999 999}, jednak median ¢isel {v/1}, {v/2},. .., {/999999}. Ktery

z téchto mediant je vétsi?

5. Je ddn ostrotuhly riznostranny trojuhelnik ABC. Osa vnitrniho thlu u vrcholu A a osy
stran AB, AC vymezuji trojiuhelnik. Dokazte, Ze prusecik jeho vysek lezZi na téznici
z vrcholu A. (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.
N3.

N4.
D1.

D2.

D3.

Necht X je vnitini bod trojuhelniku ABC. Dokazte, ze X lezi na jeho téznici
z vrcholu A, pravé kdyz trojuhelniky ABX a AC'X maji stejny obsah.

Umluva. V tlohdch N2-N4 budeme zkoumat situaci ze soutézni tlohy. Necht
tedy v ostrotthlém rtznostranném trojihelniku ABC' znac¢i M stred strany AB,
N stred strany AC, K a L pruseciky osy thlu pri vrcholu A po fadé s osami
stran AB a AC, jejichz prusecik je oznacen O; koneéné H znaci prusecik vysek
trojuhelniku K LO.

Dokazte, ze vzdalenost bodu H od pfimky AC' je rovna |KM|.

Necht primka HK protind stranu AB v bodé E a piimka HL stranu AC
v bodé F'. Dokazte, ze primka AH déli usecku E'F na dva shodné tseky.

Pr1i oznaceni z ulohy N3 dokazte, ze trojuhelniky EM K a FN L jsou podobné.
Uzitim vysledku tulohy N1 dokazte znamé tvrzeni, Ze téznice libovolného troju-
helniku se protinaji v jednom bodé.

V trojuhelniku ABC' ozna¢me D prisecik osy tthlu BAC se stranou BC'. Dokazte,
ze |BD|: |DC|=|AB|: |AC].

Osa tthlu BC' A trojihelniku ABC' protne jemu opsanou kruznici v bodé R rizném
od bodu C, osu strany BC' protne v bodé P a osu strany AC v bodé Q. Stred
strany BC oznacime K a stied strany AC oznacime L. Dokazte, ze trojuhelniky
RPK a RQL maji stejny obsah.
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6. Uvazujme posloupnost (a,)22, definovanou ndsledovné:

ay=3 a a,=aiaas...a,_1 — 1 pro vSechna n = 2.

Dokazte, Ze existuje

a) nekonecné mnoho prvocisel délicich alespon jeden clen této posloupnosti;
b) nekonecné mnoho prvocisel nedélicich Zadny clen této posloupnosti.

(Martin Melicher)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.
N2.
N3.
N4.

D1.
D2.

D3.

D4.

D5.

V tlohach N1-N4 a D1 znaci (a, )52, posloupnost ze zadani soutézni tlohy.
Dokazte, ze kazdé dva ¢leny a,y,, a, jsou v ptipadé m # n dvé nesoudélna cisla.
Pro kazdé n = 3 vyjadrete a,, pouze pomoci a, 1.

Necht p = 3 je prvocislo a necht p | a, — 1 pro néjaké n. Dokazte, ze p 1 a,, plati
pro kazdé m = n.

Necht p 2 3 je prvocislo a necht p | a, — 1 pro néjaké n. Dokazte, ze p 1 a,, plati
pro kazdé m < n.

Dokazte, 7e ¢isla a2, +a,, +1 a a2 +a, +1 jsou v pfipadé m > n = 2 nesoudélna.
Dokazte, ze existuje nekoneéné mnoho prvocisel, z nichz kazdé je délitelem souctu
22" 41 pro néjaké piirozené ¢&islo n.

Dokazte, ze existuje nekonec¢né mnoho prvocisel, z nichz kazdé je délitelem rozdilu
22n=1 _ 1 pro néjaké piirozené é&islo n.

Dokazte, ze existuje nekonecné mnoho prvocisel, kterd nejsou déliteli souctu
22" 41 pro zadné pfirozené ¢islo n.

Dokazte, ze existuje nekoneéné mnoho prvocisel, kterd nejsou déliteli rozdilu
22n=1 _ 1 pro zadné piirozené éislo n.

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici dlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reSeni Ci o internetové odkazy na

né.
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1. V oboru redlnijch cisel reste soustavu rovnic

2 + |y| = 2022,
3y + [2x] = 2023,

(Symbol |a| znaci dolni celou Cast redlného cisla a, tj. nejuétsi celé cislo, které nend
vétsi nez a. Napr. |19 =1a |-1,1] =-2.) (Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. V oboru redlnjch &isel feste rovnici |3z + 5] = 10. [z € (3,2). Redlné ¢&islo z
spliiuje danou rovnici, pravé kdyz 10 < 3x+5 < 11. VSechna feSeni této soustavy
dvou nerovnic tvoif interval (2,2) ]

N2. V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic = + |2y = 8, |3z] —y = 3.
[(z,y) = (2,3). Podle prvni rovnice je ¢islo = celé, podle druhé je rovnéz ¢islo y
celé. Tim padem [2y| = 2y a [3z] = 3z, takZze mame soustavu = + 2y = 8,
3z —y = 3. Ta ma jediné feseni (x,y) = (2,3), coZ je i feSeni puvodni soustavy
(nebot obé ¢isla x, y vysla celd).|

D1. V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic 3z + [y] = 10, [4z| +x +y = 17.
[Dvé feseni (z,y) = (X, 2) a (z,y) = (4, —2). Podle prvni rovnice je ¢islo 3z
celé, podle druhé je rovnéz cislo x 4+ y celé. Tim padem nastane jeden ze tii
pifpadii: a) Cislo x je celé. Pak i ¢isla y a 4z jsou celd. Dostavdme soustavu
3z +y = 10, 5z + y = 17, kterd vSak nem4 feseni v oboru celych ¢isel. b) Cislo
x je tvaru x = 2/ + %, kde 2’ je celé cislo. Pak y = o/ + % pro néjaké celé
¢islo y' a |4x| = 42’ 4+ 1. Dostaneme tak soustavu 3z’ + ¢y = 9, bz’ + ¢ = 15

s jedinym TeSenim (2/,y') = (3,0), kterému odpovidd Teseni (z,y) = (%,%)
ptvodni soustavy. ¢) Cislo z je tvaru = 2/ + %, kde 2/ je celé cislo. Pak

y =1y + é pro néjaké celé ¢islo ¢ a |4x| = 42’ 4+ 2. Tentokrdt nadm vyjde
soustava 3z’ +y' = 8, 5z’ + ¢y’ = 14 s jedinym TeSenim (2, 1y’) = (3, —1), kterému
odpovida feseni (z,y) = (13—1, —%) puvodni soustavy.]

D2. V oboru redlnych éisel feste soustavu rovnic |z +y| =z —y, |5y + 2| = 5y — .
[Dvé fesent (z,y) = (0,0) a (z,y) = (, ). JelikoZ obé& &isla z — y a 5y — x jsou
celd, jejich soucet rovny 4y je rovnéz celé ¢islo. Proto ze zadanych rovnic plyne
Sy—r=[by+z|=4y+y+a)) =dy+lyt+z] =4dy+(x—-y) =3y+uz,
tj. by — x = 3y + x, odkud nutné y = x. Pavodni soustavu pak lze zapsat jako
dvojici rovnic [2z] = 0 a |6x] = 4z. Této soustavé vyhovuji pravé ta redlnd z,
pro néz soucasné plati 0 < 2z < 1, 4o < 62 < 4z + 1 a pritom ¢islo 4z je celé.
Protoze vSechny nerovnice z posledni véty jsou splnény pouze pro x € (0 l),

'3
vyhovuji prévé hodnoty z =0 a z = 1]

2. Je ddn ostrouhly trojuhelnik ABC. Na poloprimkdch opacniych k CA a BA lezi
postupné body B’ a C' tak, Ze |B'C| = |AB| a |C'B| = |AC|. Dokazte, Ze stred
kruznice opsané trojihelniku AB'C' leZi na kruznici opsané trojihelniku ABC.

(Patrik Bak)
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NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

Dokazte, ze konvexni ¢tyrthelnik ABCD je tétivovy (tj. jeho vrcholy lezi na
jedné kruznici), prave kdyz plati |[XABD| = |<ACD]. [a) Necht vrcholy A, B,
C, D lezi na kruznici se stredem S. Podle véty o obvodovém a stfedovém uhlu
pak plat{ [ ABD| = $|5xASD| = |XACD|. b) Necht naopak plati |<xABD| =
= |XACD]|. Oznacme S;, S stfedy kruznic opsanych po tadé trojihelnikim
ABD, ACD. Oba tyto stiedy lezi na ose tsecky AD a ve stejné poloroviné
s hranicni primkou AD. Podle véty o obvodovém a stfedovém thlu navic plati
|xAS1D| = 2|xABD| = 2|xACD| = |xAS3D|. Dohromady uz dostavame, zZe
Sy = Sy, takze kruznice opsané trojihelnikim ABD, AC'D splyvaji.]

Dokazte, ze konvexni ¢tyithelnik ABCD je tétivovy, prave kdyz soucet velikosti
thlt ABC a ADC je 180°. [a) Necht vrcholy A, B, C, D lez na kruZnici se
sttedem S. Konvexni a nekonvexni tthel ASC' se doplnuji do thlu 360°. Soucet
velikosti téchto dvou stredovych 1hli je roven dvojnasobku souctu velikosti ob-
vodovych thli ABC a ADC, ktery sam je tudiz roven 180°. b) Necht naopak
plati [XABC| + |<ADC| = 180°. V pripadé, kdy oba thly ABC, ADC jsou
pravé, plyne potiebny zavér z Thaletovy véty. V opacném pripadé muzeme pred-
pokladat, ze napt. thel ABC' je ostry a tthel ADC' je tupy. Pak uvnitt poloroviny
AC B lezi jak stred S kruznice opsané trojihelniku ABC| tak i stred Sy kruznice
opsané trojihelniku ADC', pritom oba konvexni thly AS;C a ASoC maji po radé
velikosti 2| X ABC/| a 360° — 2| ADC, které jsou diky pfedpokladu stejné. Navic
oba body S7, Sy lezi na ose tsecky AC, takze dohromady dostavame S7; = S,
a tedy kruznice opsané trojihelnikim ABC', ADC splyvaji.]

Dokazte tvrzeni ,o Svrckové bodu“: V libovolném trojihelniku ABC prochazi
osa vnitiniho thlu BAC stfedem toho oblouku BC' kruznice opsané trojihel-
niku ABC, na kterém nelezi vrchol A. [Ozna¢me S # A druhy prusecik osy
thlu BAC s kruznici opsanou trojihelniku ABC. V tétivovém ctytthelniku
ABSC plati |xCBS| = |XxCAS| = |[¥BAS| = |«BCS]|. To znamenad, ze BSC je
rovnoramenny trojihelnik se zdkladnou BC tudiz S je stied ptislusného oblouku
BC'. Jinak lze vyuzit obecnéjsi tvrzeni: dva obvodové thly v téze kruznici jsou
shodné, pravé kdyz jsou shodné oblouky, kterym tyto obvodové tihly odpovidaji.]
Dokazte tuvrzeni , o trech prstech“: V daném trojihelniku ABC oznacme I stied
kruznice vepsané a S stfed toho oblouku BC' kruznice opsané trojuhelniku ABC',
na kterém nelezi vrchol A. Pak plati |SB| = |SI| = |SC|. [Stadi zfejmé dokazat
jen jednu rovnost |SB| = |SI|. Pri standardnim znaceni velikosti vnitrnich dhla
trojuhelniku ABC plati

|<SBI| = |«SBC|+ |«CBI| = |xSAC|+ /2 =«a/2 + B/2.
Protoze SIB je vnéjsi tihel trojihelniku ABI, plati rovnéz
|xSIB| = |xIAB|+ |XABI| = a/2 + /2.

Trojihelnik SIB tak skuteéné mé shodnd ramena SB a S1.]
Dokazte, ze osa vnéjstho thlu pri vrcholu A libovolného trojihelniku ABC
prochazi stfedem toho oblouku BC kruznice opsané trojihelniku ABC, na
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D3.

kterém lezi vrchol A. [Ozna¢me N # A druhy prisecik osy vnéjstho thlu pti
vrcholu A s kruznici opsanou (v piipadé |[AB| = |AC|, kdy se tato osa kruznice
opsané pouze dotyka, je tvrzeni ulohy zfejmé). Uvazme rovnéz bod S z tlohy N3.
Protoze S lezi na ose vnitiniho thlu, N na ose vnéjsiho thlu a tyto dvé osy jsou
navzajem kolmé, plati | < SAN| = 90°. Podle Thaletovy véty je pak SN prameérem
kruznice opsané. Jelikoz S je pritom stied jejiho oblouku BC' neobsahujiciho
bod A, N je stied druhého oblouku BC'|

Je dan ostrouhly trojihelnik ABC'. Uvnitt strany AB lezi bod D a na poloprimce
opatné k C'A lezi bod E tak, ze |BD| = |CE|. Dokazte, ze kruznice opsané
trojihelnikim ABC a ADFE maji kromé bodu A jesté dalsi spolecny bod na ose
thlu BAC'. [Na poloptimky opaéné k C'A a BA dokreslime po tadé body B’ a C’
urcené rovnostmi |B'C| = |AB| a |C'B| = |AC|. Podle vysledku soutézni tlohy
stfed kruznice opsané AAB'C’ lezi na kruznici opsané AABC'. Tento vysledek
mizeme uplatnit k AAB'C” jesté jednou, kdyZ za vychozi vezmeme trojtihelnik
ADE a ptihlédneme k rovnostem |B'E| = |B'C| — |CE| = |AB| — |BD| = |AD|
a |C'D| = |C'B|+|BD| = |AC| + |CE| = |AE|. Stfed kruznice opsané AAB'C’
lezi proto rovnéz na kruznici opsané AADFE. Nasli jsme tak prisecik kruznic
opsanych AABC a ANADE, ktery je ruzny od bodu A a ktery lezi na ose
uhlu BAC - jde totiz o stfed kruZnice opsané trojihelniku AB'C’ a ten je
podle osy thlu BAC soumérny, nebot obé jeho strany AB’, AC’ maji délku
|AB| + |AC|. Jiny postup: Ozna¢me S stfed kratstho oblouku BC' kruznice
opsané AABC'. Z tétivového ¢tyfuhelniku ABSC mame |[XDBS| = |<ECS|,
a proto trojtihelniky DBS a ECS jsou shodné podle véty sus. Odtud |<ADS| =
= 180° — |« SDB| = 180° — |xSEC| = 180° — |£SEA]|, takze podle tlohy N2 je
rovnéz ¢tyfihelnik ADSE tétivovy.]

3. Pro dané kladné celé cislo n uvazme obdélnikovy hraci plan 2n X2 a na ném 2n Zetonu
ocislovanych 1,2,...,2n a rozmisténych jako na obrizku vlevo. V jednom tahu je
mozné posunout jeden Zeton z jeho policka na policko sousedici stranou, pokud je
prazdné.* Kolika nejméné tahy lze z pivodniho rozestaveni ziskat rozestaveni na
obrdazku vpravo?

000 @ @ 000

(Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

Uvazujme situaci soutézni tlohy pro n = 3. Vodorovnym nazveme kazdy tah,
pii kterém je zeton posunut v radku. Udejte priklad posloupnosti taht, kterou
splnime cil tlohy a ktera pritom obsahuje nejmensi mozny pocet vodorovnych
taht. [Tabulka ma Sest sloupcti, proto s zetonem 1 musime provést aspon
5 taht doprava, s zetonem 2 aspon 3 doprava, s zetonem 3 aspon 1 doprava,

* Hru si mizete vyzkouSet na http://skmo.sk/72a3.
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N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

s zetonem 4 aspon 1 doleva, s zetonem 5 aspon 3 doleva a s Zetonem 6 aspon
5 doleva. Celkem tak potfebujeme aspon 18 vodorovnych tahti. Vyhovujici priklad
s 18 vodorovnymi tahy: Nejprve presuneme zetony 2 az 6 nahoru, pak zeton 1
do jeho cile, nésledné Zetony 2 az 5 dolii a poté Zeton 6 do jeho cile. Takto jsme
vodorovnymi tahy pouze s zetony 1, 6 dosahli toho, ze se prohodily. Podobné pak
prohodime Zetony 2, 5 a nakonec zetony 3, 4.]

Rovnost 1 4+2+4+5+ ...+ (3n —2) + (3n — 1) = 3n? dokaZte pro kazdé
prirozené ¢islo n. [Uzijeme indukei vzhledem k ¢islu n. Pro n = 1 rovnost plati
(1+ 2 = 3-1?). Plati-li pro néjaké n = k, pak pro n = k + 1 ji odvodime takto:
14+2+...+(3k+1)+(3k+2) = 3k*+ (3k+1)+(3k+2) = 3k*+6k+3 = 3(k+1)%.
Jiny postup: Sec¢téte 2n rovnosti i+ (3n—i) = 3nproi € {1,2,...,3n—2,3n—1}
a vyslednou rovnost vydélte dvéma. |

Zduvodnéte, ze v prubéhu taht vedoucich k cili soutézni ilohy se z kazdych dvou
zetonit musi aspon jeden nékdy dostat do horniho fadku hractho planu. [Uvazme
zetony 7 a j, kde i < j. Na zacatku je i nalevo od 7, ale na konci je ¢ napravo od j.
Takto by se jejich poradi v dolnim radku nemohlo vymeénit, kdyby oba zetony
byly v tomto Ffadku porad.]

Uvazujme stejné pocatecni rozestaveni 2n zetoni jako v soutézni tloze. Kolika
nejméné tahy lze ziskat rozestaveni, kdy opét vsechny zZetony budou v dolnim
radku, avsak Zeton 1 se ocitne v poslednim sloupci? [4n taht. V prvnim tahu
musime posunout néjaky zeton nahoru a nékdy pozdéji ho posunout doli.
S Zetonem 1 musime vykonat aspon 2n — 1 tahit doprava. Abychom vysvétlili, ze
celkovy pocet tahii doleva je rovnéz alespon 2n—1, ozna¢me sloupce zleva doprava
¢isly 1 az 2n a uvazujme proménnou veli¢inu, ktera je rovna souctu 2n ¢isel téch
sloupcti, ve kterych se jednotlivé z 2n zetonu aktualné nachézeji. Tato velic¢ina
mé v pocateénim i koncovém rozestaveni tutéz hodnotu (rovnou 142+ -+ 2n),
s kazdym tahem doprava vzroste o 1, s kazdym tahem doleva klesne o 1 a pri
tazich ve sloupcich se neméni — proto musi byt celkové pocty tahii doprava a taht
doleva dokonce stejné. Dokazali jsme tak, ze tahii vSemi sméry musi byt alespon
24+ (2n —1) 4+ (2n — 1) = 4n. Pocet 4n taht staci: zeton 1 posuneme nahoru,
pak vSechny ostatni o 1 policko doleva a nakonec Zeton 1 do posledniho sloupce
a dolt.

V jedné tadé stoji n zetonu postupné s ¢isly od 1 do n. V kazdém tahu muzeme
navzajem vymeénit dva sousedni Zetony. Kolika nejméné tahy lze ptvodni poradi
Zetonil zménit na opacné, tj. s ¢isly od n do 17 [@ tahti. Kazdou dvojici
zetont musime nékdy (jako sousedni dva Zetony) prehodit. Protoze vsech dvojic
je @, potfebujeme aspon @ tahti. Tolik taht skutec¢né staci — presuneme
napiiklad nejprve Zeton 1 na posledni misto (n — 1 tahu), pak Zeton 2 na
predposledni misto (n — 2 tahu) atd., az nakonec Zeton n — 1 na druhé misto
(1 tah). Tak vykondme prave (n — 1)+ (n —2) + ... +2 4+ 1 = 221 tahi ]

V situaci ze soutézni tlohy je tentokrat v dolnim fadku rozmisténo 2n zZetont
s Cisly 1, 2,...2n v libovolném poradi. Kolika nejméné tahy lze vzdy dosahnout
toho, aby vSech 2n zetont bylo v dolnim fadku rozmisténo vzestupné, tj. v poradi
jako na zacatku puvodni tlohy? [Tento pocet je stejny jako pocet tahu v sou-
tézni tloze (ktery zde prozrazovat nebudeme). Nejprve dokdzeme matematickou
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indukci nésledujici tvrzeni. Necht k je prirozené cislo. Uvazujme hraci plan k x 2,
na kterém je (pouze) v hornim radku néjaky pocet Zetonu s urcitymi navzajem
riznymi Cisly vybranymi z mnoziny {1,2,... k}. Pak existuje takovd posloup-
nost taht, kterd pro kazdé i premisti zeton s ¢islem i (pokud na planu je) na
dolni policko i-tého sloupce a ktera k tomu pro kazdy Zeton vyuzije nejmensi
mozny pocet tahii. Pro k = 1 tvrzeni zjevné plati. Necht je nyni £ = 2 a necht
pro vSechny hraci plany &’ x 2, kde k' < k, tvrzeni plati. Na zadaném planu k x 2
(ktery spliiuje predpoklady tvrzeni) vezméme Zeton s nejvétsim c¢islem, oznac¢me
je i, tento zeton posunme doli a pak ho presunme do i-tého sloupce. Nasledné
diky indukénimu predpokladu presuneme na spravnd mista vSechny zetony, které
se nachézeji v prvnich ¢ — 1 sloupcich. Poté budeme po jednom zleva presunovat
jesté zetony, které v zadaném planu k£ x 2 pripadné zustaly od i-tého sloupce na-
pravo: Kazdy z nich, ma-li ¢islo j, prfesuneme nejdrive doleva do j-tého sloupce
a potom doli. Sestavili jsme tak pro zadany plan 2 x k posloupnost taht, ktera
ma ziejmé vSechny potrebné vlastnosti; diikaz indukei je tak ukoncen.

Prejdéme k vlastni tloze D3. Prii libovolné vychozi situaci s tahy zacneme
tak, ze vSechny zZetony — kromé toho s ¢islem 2n — posuneme nahoru a pak
zeton 2n presuneme na posledni misto (pokud uz tam nestél). Nasledné k zeto-
nim z prvnich 2n — 1 sloupct uplatnime posloupnost tahi z dokazaného tvrzeni.
Nakonec pak na spravné misto presuneme pripadny Zeton z horniho policka po-
sledniho sloupce. Pti takové konstrukci bude pocet taht nejvétsi, budou-li na
zacatku zetony usporadany sestupné. V tomto ptripadé optimdalnost konstrukce
plyne z feSeni puvodni tlohy.]

4. Jsou ddna dvé lichd prirozend cisla k a n. Martin pro kaZdda dvé prirozend cisla i, j
spliujici 1 £ 1 < k a1l £ j < n napsal na tabuli zlomek i/j. Urcete medidn vsech

téchto zlomki, tedy takové redlné cislo q, Ze pokud vsechny zlomky na tabuli seradime
podle hodnoty od nejmensi po nejuétsi (zlomky se stejnou hodnotou v libovolném
poradi), uprostred tohoto seznamu bude zlomek s hodnotou q. (Martin Melicher)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

Martin napsal na tabuli hodnotu rozdilu i/j — j/i pro kazdou dvojici prirozenych
¢isel i £ 5, 5 £ 5. UrCete medidn vSech ¢isel na tabuli. [Medidn je 0, protoze
vzdy, kdyz je rozdil i/j — j /i kladny, je opa¢ny rozdil j/i —i/j zaporny a naopak.
Podrobnéji: oznacme f(i,7) = i/j — j/i, pak na tabuli je 25 ¢isel, z nich 5 —
f(1,1), f(2,2), f(3,3), f(4,4) a f(5,5) — je rovno 0. Zbylych 20 ¢isel rozdélime
do 10 dvojic: kazdé ¢islo f(i,7), kde i # j, sparujeme s ¢&islem f(j,7). V kazdé
dvojici je zfejmé jedno ¢islo kladné a jedno ¢islo zaporné. Na tabuli je tak 10 ¢isel
kladnych, 10 zdpornych a 5 nul. Medidn je proto 0.]

Reste soutézni tlohu pro piipad k = n. [V tomto pripadé je medidn 1. Podobné
jako v tloze N1 vyélenime zvlast zlomky i/i s hodnotou 1 — téch je k, tedy lichy
pocet. Ostatni zlomky zase rozdélime do dvojic: kazdy zlomek i/j sparujeme
s prevracenym zlomkem j/i. V kazdé dvojici je ziejmé jeden zlomek mensi nez 1
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N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

D4.

a jeden zlomek vétsi nez 1. Zlomkl mensich nez 1 je tedy stejny pocet jako zlomk
vetsich nez 1, takze 1 je medidn.|

Reste soutézni tlohu pro piipad n = 3. [V tomto pifpadé je median (k + 1)/4.
Na tabuli méame pro kazdé ¢ € {1,2,...,k} napsany tii zlomky i/1, i/2, i/3.
Zaméime se nejprve na zlomky i/2. Protoze k je liché, ve vzestupném potadi
téchto zlomki stoji uprostied zlomek 3(1/2 + k/2) = (k + 1)/4, ktery tak je
jejich medidnem. Porovndme s nim nyni ostatnich 2k zlomku i/1 a i/3 s ¢itateli ¢
od 1 do k. Vyuzijeme k tomu jednak ekvivalence

i k+1 3k+1)  k+1—i_ k+1

-< — k+1)—1 &
1 4<:>(+)z> 1 3 >4,

jednak tytéz ekvivalence s opa¢nymi znaky ostrych nerovnosti. Plyne z nich, ze
pocet téch zlomki i/1, které jsou mensi (resp. vétsi) nez (k+1)/4, je stejny jako
pocet téch zlomku i/3, které jsou vétsi (resp. mensi) nez (k + 1)/4. Odtud uz
plyne, Ze (k + 1)/4 je hledany medidn vSech 3k zlomk.]

Dokazte, ze pro libovolnou ¢tverici realnych ¢isel a, b, ¢ a d, kde pritom b > 0 a
d > 0, plati implikace

a-+c

Sbh+d

<o <
d d

SR
S e

[Nerovnosti z pravé strany implikace jsou ekvivalentni s nerovnostmi a(b + d) <
< (a+c)b, resp. (a+c)d < ¢(b+d). Ty jsou ziejmé obé ekvivalentni s nerovnosti
ad < be, jez je disledkem nerovnosti z levé strany implikace.]

Napisme na tabuli soucet a+b+c+d+e pro kazdou pétici (a, b, ¢, d, €) prirozenych
¢isel mensich nez 6. Urcete medidn viech 5° &sel na tabuli. [Median je 15. Pétici
(3,3,3,3,3) se souctem 15 dejme stranou a ostatni pétice rozdélme do dvojic tak,
ze kazdou pétici (a, b, ¢, d, e) sparujeme s pétici (6 —a,6 —b,6 —¢,6 —d, 6 — e).
V kazdé dvojici bud obé pétice maji soucet 15, nebo jedna pétice ma soucet mensi
nez 15 a druhd pétice ma soucet vétsi nez 15.]

Necht k, n jsou lichd prirozend ¢isla. Pro kazda dvé prirozend ¢islai < k, 7 < n
napisme na tabuli zlomek (i — 7)/(7 4+ 7). Uréete median vSech téchto zlomkd.
Vyuzijte k tomu vysledku soutézni dlohy. [Ukazte, ze pro kladna cisla a, b, ¢, d
plati (a—b)/(a+b) < (c—d)/(c+d), pravé kdyz a/b < ¢/d. Z hlediska usporadani
hodnot zlomk je tedy situace na tabuli stejna jako v soutézni iloze. Oznacime-li
proto x/y medidn ze soutézni tlohy, bude hledany medidn roven (x —y)/(z+y).]
Uvazujme mnozinu {1, 2,4, 5, 8,10, 16, 20, 32, 40, 80, 160} a vsechny jeji triprvkové
podmnoziny. Rozhodnéte, zda je vice téch, které maji soucin svych prvka vétsi
nez 2006, nebo téch, které maji soucin svych prvkia mensi nez 2006. [56-A—S-2]
Martin pro kazdou neprazdnou podmnozinu M mnoziny {0,1,...,16} napsal na
tabuli zbytek souc¢tu vSech prvki z M po déleni ¢islem 17. Urcete, ktery zbytek
mé na tabuli nejvétsi pocet vyskyti. [Zbytek 0. Ukézeme, ze pokud bychom
na tabuli nezapsali zbytek sou¢tu prvku celé mnoziny {0,1,...,16}, tak kazdy
zbytek od 0 do 16 by mél na tabuli stejny pocet vyskytd. K dikazu uvazme
vSechny k-prvkové podmnoziny {0,1,...,16} s pevnym k od 1 do 16. Rozdélme
tyto podmnoziny do 17prvkovych skupin tak, ze v kazdé skupiné budeme mit
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D5.

s kazdou mnozinou {x1,...,x;} nasledujicich 16 mnozin (s¢itani déle chdpeme
jako operaci se zbytky modulo 17): {1+zy,..., 1+ ak}, {24+ 21,..., 2+ 2}, ...,
{16 + 1,...,16 + 1 }. Zbytky souc¢ti prvku jednotlivych 17 mnozin v kazdé
skupiné tedy budou zbytky > x;, k+ > x;, 2k + > x;,..., 16k + > ;. V tomto
seznamu zbytkt bude kazdy ze 17 moznych zbytka zastoupen pravé jednou,
a to diky nesoudélnosti ¢isel k£ a 17. Protoze to plati pro kazdou vytvorenou
skupinu, kazdy zbytek bude zbytkem souctu prvkia stejného poctu k-prvkovych
podmnozin, a to pro kazdé k od 1 do 16. Tim je slibeny diikaz hotov. Protoze
nezahrnutd 17prvkova mnozina {0, 1, ...,16} ma soucet prvku 136 se zbytkem 0,
je tento zbytek zapsan na tabuli v poc¢tu o 1 vétsim nez kazdy jiny ze 16 zbytki.]
Zlomkovou ¢dsti {x} redlného ¢isla x nazyvame ¢islo {x} = = — |z, kde |z]
znaci celou cast Cisla z (viz soutézni ulohu 1). Uvazujme jednak medidn cisel
(V1) {V2), ..., {V/999 999}, jednak medidn cisel {v/1}, {+/2}, ..., {+/999999}.
Ktery z téchto medidnu je vétsi? [Vétsi je druhy medidn. Necht n je prirozené
¢islo. Vsimnéme si, Ze pro celd ¢isla i od n? do n? + n, kterych je n + 1, plati
n<Vi<n+ %, takze {\/5} < % Podobné pro celd ¢&sla i od n? +n + 1 do
n*+2n = (n+1)? — 1, kterych je n, plati {v/i} > . Porovnanim obou pocti i
zjistujeme, Ze pro nejtésnéjsi vétsinu celych &isel i z intervalu (n?, (n +1)% — 1)
je hodnota {v/i} mensi nez % Nechdme-li n probihat hodnoty od 1 do 999,
uvazované intervaly disjunktné pokryji cela ¢isla pravé v rozpéti od 1 do 999 999.
Proto je v prvni zadané posloupnosti vétsina ¢isel mensich nez %, tudiz je takovy
i jejich median. Podobné se nyni pro prirozené n podivejme na hodnoty {%} pro
celd &isla i z intervalu (n?, (n 4+ 1) — 1). Pro uvazované i plati {v/i} < 3, pravé
kdyz 1 < (n + %)3 =nd3+ %nQ + %n + %. Pocet dotycnych 7, které splnuji posledni
podminku, je tedy prave L%nQ—i—%n—i—%J +1, coz neprevysuje hodnotu %n%—%n—l—%
ktera je diky n = 1 meng nez 3[(n+1)* — n?]. Nerovnost {v/i} < % tak splituje
mensina celych ¢isel ¢ ze zkoumaného intervalu. Vezmeme-li nyni n od 1 do 99,
tyto intervaly disjunktné pokryji cela ¢isla pravé v rozpéti od 1 do 999 999. Proto
je v druhé zadané posloupnosti vétsina cisel vétsich nez %, tudiz je takovy i jejich
medidn. Dohromady dostavame, ze druhy median je vétsi nez prvni.]

5. Je ddn ostrotuhly riznostranny trojuhelnik ABC. Osa vnitrniho thlu u vrcholu A a osy
stran AB, AC' vymezuji trojihelnik. Dokazte, Ze priusecik jeho vysek leZi na téznici

z vrcholu A. (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

Umluva. V fesenich tloh budeme obsah trojihelniku XY Z znadit [XY Z].
Necht X je vnitini bod trojuhelniku ABC. Dokazte, ze X lezi na jeho téznici
z vrcholu A, pravé kdyz trojiuhelniky ABX a AC'X maji stejny obsah. [Ozna¢me
D prusecik poloprimky AX se stranou BC'. Trojuhelniky ADB a ADC maji
spolecnou vysku z vrcholu A, proto [ADB] : [ADC] = |DB]| : |DC|. Podobné
také [XDB] : [XDC| = |DB]| : |DC|. Dohromady dostavame

[ABX] [ADB]—[XDB] f5et - [ADC) — 158} - [X DC) _ |DB|

[ACX] ~ [ADC] — [XDC] _ [ADC] — [XDC] ~ Do)
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N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

Vidime, ze trojihelniky ABX a ACX maji stejny obsah, pravé kdyz |DB| =
= |DC|, tj. pravé kdyz D je stied BC' neboli AD je téznice trojihelniku ABC.
Jiny postup: Spojme vnitini bod X s vrcholy A, B, C' a stfedem D strany
BC'. Protoze [ X BD] = [XCD], rovnost [ABX]| = [ACX]| nastane, pravé kdyz
[ABX] + [XBD] = [ACX] + [XCD], tedy pravé kdyz dvojice tsetek AX, XD
puli obsah trojuhelniku ABC'. To zfejmé plati, pokud X lezi na tsecce AD, a
navic to ziejmé neplati, lezi-li X uvniti jednoho z trojihelniki ABD, ACD.|
Umluva. V tlohdch N2-N4 budeme zkoumat situaci ze soutézni tlohy. Necht
tedy v ostrotthlém ruznostranném trojuhelniku ABC znac¢i M stied strany AB,
N stred strany AC, K a L pruseciky osy thlu pri vrcholu A po radé s osami
stran AB a AC, jejichz prisecik je oznacen O; konecné H znadci prisecik vysek
trojuhelniku K LO.

Dokazte, ze vzdalenost bodu H od primky AC je rovna |KM|. [Z KH L
1 LN 1 AC mame KH || AC. Tim padem vzdédlenost H od AC je stejnd
jako vzdalenost K od AC'. Jelikoz K lezi na ose thlu BAC, ma od AC' stejnou
vzdélenost jako od AB, tedy |KM|.]

Necht pfimka HK protind stranu AB v bodé E a priimka HL stranu AC
v bodé F'. Dokazte, ze piimka AH déli usecku EF na dva shodné tseky. [Plati
HE || AC a HF || AB, takze AEHF je rovnobéznik. Jeho uhlopricky EF a AH
se proto navzajem puli.

Pri oznaceni z tlohy N3 dokazte, ze trojiuhelniky EM K a FNL jsou podobné.
[Plyne to z véty uu, protoze trojuhelniky maji u vrcholi M, N pravé uhly a také
jejich dhly u vrchou E, F jsou shodné (diky rovnobéiniku AEHF, viz FeSeni
N3).]

Uzitim vysledku tlohy N1 dokazte znamé tvrzeni, ze téznice libovolného trojtihel-
niku se protinaji v jednom bodeé. [V trojihelniku ABC ozna¢me T prusecik téznic
z vrcholu B a C'. Z tlohy N1 vime, ze [ABT] = [BCT] a [BCT]| = [ACT], odkud
[ABT] = [ACT], tudiz opét podle tlohy N1 bod T lezi na téznici z vrcholu A.]
V trojihelniku ABC' oznac¢me D prusecik osy tthlu BAC se stranou BC'. Dokazte,
ze |BD| : |DC| = |AB]| : |AC|. [Trojihelniky ABD a AC'D maji spole¢nou vysku
z vrcholu A, proto [ABD] : [ACD| = |BD| : |DC|. Zaroven vsak maji shodné
vysky z vrcholu D, takze [ABD] : [ACD] = |AB| : |AC|. Z obou rovnosti uz
plyne potiebny zavér.]

Osa tthlu BC' A trojtihelniku ABC' protne jemu opsanou kruznici v bodé R riizném
od bodu C, osu strany BC' protne v bodé P a osu strany AC v bodé Q. Stred
strany BC oznac¢ime K a sttfed strany AC oznac¢ime L. Dokazte, ze trojuhelniky
RPK a RQL maji stejny obsah. [IMO 2007, tloha 4, fes. IMO Shortlist 2007,
Problem G1.]
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6. Uvazujme posloupnost (a,)22, definovanou ndsledovné:

a1 =3 a a,=a1aas...a,—1 — 1 pro vsechna n = 2.

Dokazte, Ze existuje

a) nekonecné mnoho prvocisel délicich alesporn jeden clen této posloupnosti;
b) nekonecné mnoho prvocisel nedélicich Zadny clen této posloupnosti.

(Martin Melicher)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

V tlohach N1-N4 a D1 znaci (a,)32; posloupnost ze zadani soutézni ulohy.
Dokazte, ze kazdé dva ¢leny a,,, a, jsou v pripadé m # n dvé nesoudélnd cisla.
[Je-li m > n neboli m — 1 2 n, pak z rovnosti a,, = ajasas...a,—1 — 1 plyne
an | @+ 1. Pro nejvétsi spoleény délitel D cisel a,,, a, tak plati D | a,, a zaroven
D | ay, | am + 1, takze rovnéz D | (ay + 1) — apm, =1, tj. D = 1]

Pro kazdé n = 3 vyjadiete a,, pouze pomoci a,—1. [a, = (a1a2...ap—2)an_1 —
—1=(ap 1 +1)ap1—1=0a | +a, 1—1]

Necht p = 3 je prvocislo a necht p | a,, — 1 pro néjaké n. Dokazte, Ze p { a,, plati
pro kazdé m = n. [Jelikoz p 2 3 a a1 — 1 = 2, tak n # 1. Z predpokladu a,, =1
(mod p) podle vysledku N2 dostavame any1 = a2 +a, —1=12+1-1=1
(mod p). Matematickou indukci pak ziskavame a,, = 1 (mod p) pro kazdé
m = n. Relace p { a,, je toho dusledkem. |

Necht p 2 3 je prvocislo a necht p | a, — 1 pro néjaké n. Dokazte, ze p 1 a,, plati
pro kazdé m < n. [Pfipustme, ze naopak p | a,, pro néjaké m < n. To spolu
s rovnost{ a, = ajasas . ..a,_1 — 1 znamena, ze p | a, | ajasas ... an_1 = a, + 1.
Dohromady mame p | a, —lap|a,+1,atedyp| (a,+1)— (a, —1) =2, coz
odporuje predpokladu p = 3.]

Dokazte, 7e ¢isla a2, +a,, +1 a a2 +a, + 1 jsou v pifpadé m > n = 2 nesoudélna.
[Necht p je prvoéislo a p | a2 +a, + 1. JelikoZ 3 = a; | ajas ... a,_1 = a, + 1, tak
a, =2 (mod 3), a proto a2 +a, +1=22+2+1=1 (mod 3), takZe p # 3.
Podle vysledku N2 postupné dostavame a,.1 = a2 + a, — 1 = (a2 + a, + 1) —
—2=-2 (modp), ant2=a2 1 +ap1—1=(-2*+(-2)—1=1 (mod p),
Uni3=124+1-1=1 (mod p), ddle uz matematickou indukef ziskavame ay = 1
(mod p) pro kazdé k = n + 2. Proto ¢islo a,, (s indexem m > n) dava po déleni
p zbytek —2 nebo 1, tudiz ¢islo a2, + a,, + 1 déva zbytek 1 nebo 3. Z toho uz
plyne potiebny zavér p { a2, + a,, + 1, nebot (jak uz vime) p # 3.

Dokazte, ze existuje nekonec¢né mnoho prvocisel, z nichz kazdé je délitelem souctu
22" 41 pro nd&jaké piirozené &islo n. [Opakovanym uplatnénim vzorce 228 — 1 =
= (28 = 1)(2% + 1) dojdeme k rozkladu 22" — 1 = (22° +1)(22' +1)... (22" +1).
V piipadé 0 < n < m tak plati 22" + 1 | 22" — 1. Nejvétsi spolecny délitel dvou
lichych &fsel 22" + 1 a 22™ 41 je proto také délitelem ¢isla 22™ — 1 a tudiz i ¢isla
(22m + 1) — (22m — 1) = 2, takze je to nutné c¢islo 1. Posloupnost (22n + 1)2020
je tudiz slozena s navzajem nesoudélnych cisel. Pritadime-li proto kazdému n
jakykoli prvoéinitel ¢isla 22" + 1, dostaneme nekone¢nou posloupnost navzijem
ruznych prvoéisel vyhovujicich zadani tlohy.]
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D3.

D4.

D5.

Dokazte, ze existuje nekonec¢né mnoho prvocisel, z nichz kazdé je délitelem rozdilu
22"=1 — 1 pro néjaké pfirozené ¢&islo n. [Nejprve uZitim Eukleidova algoritmu
dokazte: Je-li d nejvétsi spolecny délitel prirozenych cisel a a b, pak nejvétsim
spolecnym délitelem ¢isel 20 —1 a 2°—1 je ¢islo 24 —1. V diisledku toho plati: Jsou-li
p a q dvé rizna prvocisla, pak ¢isla 2P — 1 a 29 — 1 jsou nesoudélnéd. Vybereme-li
proto ke kazdému lichému prvocislu p néjaky prvocinitel ¢isla 2P — 1, dostaneme
vybér nekone¢né mnoha prvocisel vyhovujicich zadani tlohy.]

Dokazte, 7ze existuje nekonecné mnoho prvocisel, kterd nejsou déliteli souctu
22" + 1 pro zadné piirozené ¢&islo n. [Vyhovuji vSechna prvocisla s vlastnosti
ze zadani ulohy D3 (kterych je nekonecné mnoho). Vezméme libovolné z nich,
feknéme p, a vyberme k nému dotyéné n s vlastnost{ p | 22"~ — 1. Piipustme, ze
pro né&jaké prirozené m rovnéz plati p | 22” + 1. Protoze ¢isla 2n — 1 a 2™*! jsou
nesoudélnd, diky tvrzeni uvedenému v feseni D3 jsou rovnéz nesoudélnd i ¢isla
22n=1 _ 1 5 92" _ 1. Jelikoz vSak 22" + 1 | 22" _ 1, 7 predpokladu p | 22" +1
dostéavame p | 22" — 1, zaroveii viak p | 22*~1 — 1, tudiZ p je spolecny délitel
dvou nesoudélnych ¢isel, a to je spor.]

Dokazte, ze existuje nekoneéné mnoho prvocisel, ktera nejsou déliteli rozdilu
22n=1 _ 1 pro 7zadné pfirozené éislo n. [Vyhovuji viechna prvoéisla s vlastnosti
ze zadani tdlohy D2 (kterych je nekoneéné mnoho). Dikaz sporem je stejny jako
v Teseni D4, protoze vychazi z téchze predpokladi: pro nékteré prvocislo p se
najdou pfirozend ¢isla m, n takovd, Ze p | 22" +1a p| 221 — 1]
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