72. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2022/2023)

Navodné a doplnujici alohy pro kategorii B

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéznich uloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich tloh. Tytéz tlohy i s FeSenimi (resp. odpovédmi
a nastiny Feseni ¢i internetovymi odkazy na né) najdete ve druhé ¢asti textu.

1. Na

tabuli napiseme deset navzajem riznych prirozenych cisel. V kaZdém kroku nejdri-

ve podtrhneme kazdé cislo, které neni souctem Zddnych dvou riznych cisel napsanych

na

tabuli, poté vSechna podtrZend cisla smazZeme. Napriklad:
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a) Dokazte, Ze pro libovolnych deset napsanyjch cisel zistane po konecném poctu kroki

tabule prazdnad.

b) Urcete nejuétsi pocet kroki, po jejichz provedent jesteé nemusi zustat tabule prdzd-

nd. Uvedte priklad deseti cisel, pro néz tohoto poctu dosahneme.

(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

Budeme se zabyvat pouze namétem ze soutézni tlohy.

Po kolika krocich bude tabule prazdna, pokud je na ni na za¢atku napsana pétice
nejmensich prirozenych cisel?

Kolik nejméné prirozenych ¢isel mtize byt na tabuli napsano, pokud chceme, aby
tabule ziistala prazdné az po dvou krocich?

Vyteste variantu soutézni tlohy, ve které budeme podtrhavat a nasledné mazat
prave ta cisla, kterd nejsou soucinem zadnych dvou riznych ¢isel napsanych na
tabuli.

Na zacatku mizeme na tabuli napsat libovolnou sedmici rtiznych pfirozenych
¢isel obsahujici ¢isla 1 a 2. Najdéte vSechny takové sedmice, pro které po tfech
krocich tabule jesté nebude prazdna.

Jak by se zménily zavéry soutézni tlohy, pokud by na zac¢atku bylo napsano na
tabuli jakychkoli deset navzajem rtuznych celych cisel?

Meéjme néjakou vychozi desetici riznych prirozenych ¢isel, pro kterou po ¢tytrech
krocich tabule jesté nebude prazdna. Mize se nejvétsi ¢islo z takové desetice
rovnat ¢islu 357
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2. Oznacme M pocet vsech moznych vyplnéni tabulky 3 X 3 navzdjem ruznymi priroze-
nymi ¢isly od 1 do 9. Ddle oznacme L pocet tech vyplnéni, kde jsou navic soucty vsech
cisel v kaZdém radku i sloupci lichd cisla. Urcete pomér L : M. (Jaromir Simsa)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.
D1.

D2.
D3.

D4.

Tabulka 3 x 3 je vyplnéna riznymi celymi ¢isly tak, ze soucty tii ¢isel v kazdém
radku i sloupci jsou licha ¢isla. Mohou byt v tabulce a) ¢isla od 1 do 9, b) ¢isla
od 2 do 107

Necht k£ > 1 je celé ¢islo. Méjme danu tabulku o k polich, kterou mame vyplnit
k danymi a navzdjem ruznymi ¢isly (tak, aby kazdé z nich bylo pouzito). Dokazte,
ze pocet vSech takovych vyplnéni je roven souc¢inu 1-2-...-(k—1)-k. Tento soucin
nazyvame faktoridlem cisla k£ a znac¢ime symbolem k!, ktery ¢teme ,k faktorial®.
Klademe také 1! =1a 0! = 1.

Reste soutézni ilohu pro tabulku 2 x 2 a ¢&isla od 1 do 4.

Méjme celd ¢isla 0 < k < n. Kolika zpusoby lze z n kulicek ruznych barev vybrat
nékterych k7

Reste soutézni tlohu pro tabulku 4 krat 4 a celd ¢isla od 1 do 16.

Do kazdého pole ¢tvercové tabulky n xn vepiseme jedno z ¢isel 1,2, ..., n tak, aby
v kazdém tadku i v kazdém sloupci byla bud vsechna ¢isla stejné, nebo vsechna
ruzna. Prikladem pro n = 5 je nésledujici tabulka

DO [ | =W | Ot
SN || o |
ot N
= Ot W (N
WIW W|Ww|Ww

Oznac¢me S soucet vsech ¢isel tabulky. Kolik rtiznych hodnot S pro dané n
existuje?

Je dano celé ¢islo n = 2. Kolika zpisoby lze vybarvit policka tabulky n x n
¢tyrmi barvami tak, aby v kazdém c¢tverecku 2 x 2 byla kazda barva pouzita
prave jednou?

3. Urcete véechny dvojice (a,b) redlnych cisel, pro néz maji kvadratické trojcleny P(x) =
= 2% +ar+b a Q(x) = 2% + bx + a ndsledugici viastnost: kaZdd z rovnic

aP(x) +bQ(x) =0 a aQ(x) +bP(x) =0

je kvadratickou rovnici s dvojnasobnym korenem. (Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

NI.

Rozhodnéte, pro které realné hodnoty parametru p je

(p+2)2 +2(p+ Dz +(p—1)=0
2
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N2.

D1.

D2.
D3.

D4.

D5.

kvadratickou rovnici s dvojnasobnym korenem.

Necht redlna ¢isla r, s, t spliuji soustavu dvou rovnic r? = 8st a s? = rt. Dokaite,
ze r = 2s. Rozmyslete si, jak tento vysledek vyuzit k feseni soutézni ulohy, kdyz
za r, s, t zvolite vhodné vyrazy.

Najdéte vSechny kvadratické trojcleny az? + bx + ¢ takové, ze pokud libovolny
z koeficienti a, b, ¢ zvétsime o 1, dostaneme novy kvadraticky trojclen, ktery
bude mit dvojnasobny koren.

V oboru realnych ¢isel r, s, t feSte soustavu dvou rovnic z tlohy N2.

Navzajem rtiznéa nenulova redlna ¢isla a, b, ¢ 1ze Sesti zptisoby doplnit jako koefi-
cienty kvadratické rovnice

Oz? + Oz +0=0.

a) Rozhodnéte, zda existuje trojice (a, b, ¢) takovd, Ze vSechny sestavené rovnice
maji alespon jeden realny koren.

b) Rozhodnéte, zda existuje trojice (a, b, c) takovd, ze pravé pét ze Sesti sestave-
nych rovnic ma alespon jeden realny koten.

a) Dokazte nerovnost 4(a? + b*) > (a + b)* + ab pro viechny dvojice kladnych
realnych cisel a, b.

b) Najdéte nejmensi realné &islo k takové, aby nerovnost k(a?+b?) = (a+0b)?+ab
platila pro vsechny dvojice kladnych realnych ¢isel a, b.

Najdéte vsechna realné feseni soustavy rovnic

1 1
+ 2z =1, +r=1 +y=1
r+y Yy+z z+x

4. V konveznim pétiihelniku ABCDE plati BC || DE, CD || AE, |XBAD| = |<DAE|
a |<CBD| = |<DBA|. Dokazte, Ze |CD| = |DE|. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

Rozmyslete si a zduvodnéte, ze pétithelnik ABCDFE ze soutézni tlohy lze ziskat
z jistého rovnobézniku ,,odstfihnutim“ jednoho jeho ,,rohu®.

Pripomenme, ze osou libovolného (konvexniho i nekonvexniho) thlu s vrcholem V
nazyvame tu polopiimku s poc¢atecnim bodem P, ktera dany thel rozdéluje na
dva shodné thly (tj. uhly téze velikosti). Pfipomerite si rovnéz a dokazte ,vétu
o ose thlu“: Osa 1thlu AV B, ktery ma velikost mensi nez 180°, je tvorena pravé
témi jeho body, které maji od obou primek VA, V B stejnou vzdalenost.
Kruznici pripsanou (ke) strané KL obecného trojihelniku K LM rozumime tu
kruznici, ktera se dotyka strany KL v jejim vnitfnim bodé a primek KM, LM
v bodech lezicich uvnitt poloroviny opac¢né k poloroviné K LM . Dokazte, ze stied
takové kruznice je prusecikem os vnéjsich thlt pri vrcholech K, L trojihelni-
ku KLM a ze jim prochazi rovnéz osa jeho vnitiniho thlu pti vrcholu M.
Dokazte, ze pro pétithelnik ABCDE' ze soutézni dlohy plati [<CDE| > 60°.

3
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D2. Necht ABC' je ostrouhly trojihelnik s nejdelsi stranou BC'. Uvnitt stran AB a
AC lezi po tadé body D a FE tak, ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Ozna¢me F
takovy bod, ze ABFC je rovnobéznik. Dokazte, ze |FD| = |FE)|.

D3. V trojihelniku ABC oznacme [ stied kruznice vepsané. Primky BI, C'I protnou
kruznici opsanou trojuhelniku ABC' postupné v bodech S # B, T # C.

Usecka ST protne strany AB, AC' v bodech K, L. Dokazte, Ze ¢tyfahelnik AKTL
je kosoctverec (pripadné Ctverec).

D4. V ostrothlém trojihelniku ABC jsou D a E vnitini body strany BC', pritom D
lezimezi B a E, |AD| = |CD| a |AE| = | BE|. Predpokladejme, ze osa thlu DAE
méa s osou usecky BC jediny spoleény bod, ktery oznac¢ime F'. Dokazte rovnost
|xBAC| + |<DFE| = 180°.

5. Zkoumejme trojice (a,b,c) kladnych celyjch éisel spliujicich podminku ab = c2.

a) Pro kazdé prvocislo p wvedte priklad trojice (a,b,c), pro kterou plati rovnost
a+b—2c=np.
b) Dokazte, Ze pro kaZdou trojici (a,b,c) je a + b+ 2¢ sloZené cislo.

(Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJicf ULOHY:

N1. Existuje n&jaka trojice (a,b,c) p¥irozenych éisel splitujici podminky ab = ¢* a
a+ b — 2c =17 Pokud ano, jak by se dala vyuzit k Teseni ¢asti a) soutézni tlohy
pro libovolné prvocislo p?

N2. Dokazte, ze pokud pro p¥irozena ¢isla u, v, w plati u? = v?w, je ¢slo w druhou
mocninou prirozeného ¢isla.

N3. Dokazte, ze pokud soucin dvou nesoudélnych prirozenych ¢isel u, v je roven druhé
mocniné celého ¢isla, jsou obé ¢isla u, v také druhymi mocninami celych ¢isel.

D1. Pro dané prvodcislo p najdéte vsechny trojice (a, b, ¢) kladnych celych ¢isel splnu-
jicich obé rovnosti ab = c? a a + b — 2¢ = p.

D2. Pravouhly trojuhelnik ma celociselné délky stran a obvod 11990. Navic vime, ze
jedna jeho odvésna ma prvociselnou délku. Urcete ji.

D3. Najdéte vSechny dvojice prvoéisel p a q, pro které plati p + ¢ = g + 145p°.
D4. Uréete viechny dvojice prvoéisel p a ¢, pro néz plati p + ¢* = ¢ + p°.

D5. Pfirozend &sla a, b splituji rovnost b*> = a? + ab + b. Ukazte, Ze b je druhou
mocninou prirozené¢ho cisla.
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6. Je ddn trojuhelnik ABC s praviym uhlem pri vrcholu B. Oznacme I stred kruznice
jemu vepsané, M stred prepony AC a X prusecik primky IM s primkou BC'. Dokazte,
ze pokud lezi body B, I, M, C na jedné kruznici, je trojuhelnik ABX rovnoramenny.

(David Hruska)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

Na kruznici se stfedem O jsou dény body B a C takové, ze |[£xBOC| = 120°.
Zvolme bod A na delsim oblouku BC' a oznac¢me |<AOB| = §. a) Zjistéte velikost
uhlu BAC, kdyz § = 140°. b) Zjistéte, jak mame volit ihel 0, aby byl ihel BAC
co nejvetsi. ¢) Na kratsim oblouku BC' zvolime bod A’. Zjistéte, jak mame volit
polohy bodu A, A’ (oba lezi na dané kruznici), aby soucet |<XBAC| + |£BA'C|
byl co nejvétsi.

Méjme dan konvexni ¢tyfuhelnik PQRS. Dokazte, ze jeho vrcholy lezi na jedné
kruznici, pravé kdyz |XPRQ| = |XPSQ).

V trojuhelniku ABC' ozna¢me [ stied kruznice vepsané a « velikost vnitiniho
tthlu u vrcholu A. Vyjadrete velikost thlu BIC' pomoci a.

V pravouhlém trojuhelniku ABC' oznacime M stred prepony AC a « velikost
vnitiniho thlu u vrcholu A. Vyjadiete pomoci « velikosti vSech vnitinich thli
v trojihelnicich ABM a BC'M.

Je dan pravouhly trojihelnik ABC' s pravym tthlem pii vrcholu C. Necht D je
libovolny vnit¥ni bod odvésny AC' a p kolmice z bodu D k pfeponé AB. Oznac¢me
E # D bod primky p takovy, ze body A, B, D, F lezi na kruznici. Oznac¢me jesté
F prusecik piimek p a BC. Dokazte, ze |AE| = |AF.

Necht ABC'D je konvexni ¢tyiihelnik, v némz AD 1 BD. Ozna¢me M prusecik
jeho thlopricek a sestrojme kolmy prumét P bodu M na primku AB a kolmy
prumét () bodu B na primku AC'. Dokazte, ze bod M je stfedem kruznice vepsané
trojuhelniku PQD.

Dokazte, ze stfedy kruznic vné pripsanych jednotlivym strandm libovolného
konvexniho ¢tyrthelniku lezi na téze kruzmici. (Kruznici pfipsanou napiiklad
strané AB konvexniho ¢tyfthelniku ABC'D rozumime kruznici, ktera se dotyka
strany AB a polopfimek opa¢nych k poloptimkam AD a BC.)

Je dana kruznice k a jeji prumér AB. Uvnitt tUsecky AB zvolime libovolny
bod C' a pak na kruznici k vybereme bod D tak, aby platilo |BC| = |BD|.
Osa uhlu ABD protne kruznici k& v bodé E (rizném od bodu B). Dokazte, ze
trojuhelniky AEC a C'BD jsou podobné

Ozna¢me [ stfed kruznice vepsané pravothlému trojihelnitku ABC' s pravym
tthlem pri vrcholu A. Déle oznacme jako M a N stredy tsecek AB a BI. Dokazte,
ze primka C'I je tecnou kruznice opsané trojuhelniku BM N.

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici dlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reSeni Ci o internetové odkazy na

né.
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NAVODNE ULOHY DOMACI CASTI KATEGORIE B

1. Na tabuli napiseme deset navzdjem riznych prirozenych cisel. V kaZdém kroku nejdri-
ve podtrhneme kazdé cislo, které neni souctem Zadnych dvou riznych cisel napsanych

na

tabuli, poté vSechna podtrZend cisla smazZeme. Napriklad:
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a) Dokazte, Ze pro libovolngch deset napsanijch cisel zistane po konecném poctu kroki

tabule prazdnd.

b) Urcete nejuétsi pocet kroki, po jejichz provedent jesté nemusi zistat tabule prdzd-

na. Uvedte priklad deseti cisel, pro mnéez tohoto poctu dosahneme.

(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

Budeme se zabyvat pouze namétem ze soutézni tlohy.

Po kolika krocich bude tabule prazdnd, pokud je na ni na za¢atku napsana pétice
nejmensich ptirozenych ¢isel? [Po dvou krocich. V prvnim kroku smazeme ¢isla
1 a 2, v druhém kroku zbyl4 ¢isla 3, 4, 5.]

Kolik nejméné prirozenych ¢isel mtize byt na tabuli napsano, pokud chceme, aby
tabule ztustala prazdna az po dvou krocich? [Budou-li na tabuli nejvyse dvé ¢isla,
bude tabule zfejmé prazdna hned po prvnim kroku. TTi napsand ¢isla nékdy ke
dvéma krokum vedou — obecné je to trojice (a,b,c), kde ¢ = a + b. Podrobnéji:
Chceme-li, aby tabule po prvnim kroku jesté nebyla prazdna, musi byt nékteré
z napsanych ¢isel ¢ souctem nékterych dalsich ¢isel a a b spliujicich a # b. Protoze
v rovnosti ¢ = a + b jsou vsechna ¢isla kladna, mame kromé a # b také ¢ > a a
¢ > b. Na tabuli tedy musi byt napsdna alespon tfi ¢isla, jako napt. (1,2,3).]
Vyteste variantu soutézni tlohy, ve které budeme podtrhavat a nasledné mazat
prave ta cisla, kterd nejsou soucinem zadnych dvou riznych ¢isel napsanych na
tabuli. [Je-li na tabuli ¢islo 1, bude v prvnim kroku smazano jako jediné. Jinak
v kazdém kroku budou mezi smazanymi dvé nejmensi ¢isla — vyjimkou mize byt
jen posledni krok, bude-li pri ném na tabuli jediné ¢islo. Z uvedenych poznatkt
uz plyne, ze tabule bude prazdna po nejvyse 6 krocich. Po 5 krocich jesté prazdna
byt nemusi, jak ukazuje priklad vychozich ¢isel 1, 2, 3, 6, 18, ..., kde kazdé ¢islo
pocinaje ¢tvrtym je rovno soucinu dvou ¢isel predchozich. Hledany nejvétsi pocet
krokt je tedy roven 5.]

Na zac¢atku mizeme na tabuli napsat libovolnou sedmici rtiznych ptirozenych ¢isel
obsahujici ¢isla 1 a 2. Najdéte vSechny takové sedmice, pro které po trech krocich
tabule jesté nebude prazdna. [Takové sedmice jsou ¢tyri: (1,2,3,4,7,10,17),
(1,2,3,4,7,11,18), (1,2,3,5,8,11,19) a (1,2,3,5,8,13,21). V kazdém kroku

6



72. ROCNIK MO (2022/2023) NAVODNE ULOHY DOMACI CASTI KATEGORIE B

D2.

musime smazat pouze dvé nejmensi ¢isla. Usporddejme cisla vzestupné. Treti
¢islo tak musi byt 1+ 2 = 3, ¢tvrté 14+ 3 = 4 nebo 2+ 3 = 5. Podobné po ¢islech
3,4 musi nasledovat ¢isla 7,10 nebo 7,11 a po ¢islech 3,5 ¢isla 8,11 nebo 8, 13.
Posledni sedmé ¢islo musi byt souctem péatého a Sestého ¢isla.

Jak by se zménily zavéry soutézni tlohy, pokud by na zacatku bylo napsano na
tabuli jakychkoli deset navzajem ruznych celych ¢isel? [Uz tvrzeni z ¢asti a) by
prestalo platit — uvazte napriklad desetici (—3,—-2,—1,0,1,2,3,4,5,6), ve které
zadné ¢islo nepodtrhneme, a tedy ani nesmazeme.]

D3. Méjme néjakou vychozi desetici riznych prirozenych ¢isel, pro kterou po ¢tyrech

krocich tabule jesté nebude prazdna. Muze se nejvétsi ¢islo z takové desetice
rovnat C¢islu 357 [Muze:

(1,2,3,4,7,10,11,17,18,35) — (3,4,7,10,11,17,18,35) —
— (7,10,11,17,18,35) — (17,18,35) — (35). ]

2. Oznacme M pocet vSech moznych vyplnéni tabulky 3 X 3 navzdjem riznymi priroze-
nymi ¢isly od 1 do 9. Dale oznacme L pocet tech vyplnéni, kde jsou navic soucty vsech

¢is

el v kazdém radku @ sloupct lichd cisla. Urcete pomer L : M. (Jaromir Simsa)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

N1

. Tabulka 3 x 3 je vyplnéna riznymi celymi ¢isly tak, ze soucty tifi ¢isel v kazdém
radku i sloupci jsou licha ¢isla. Mohou byt v tabulce a) ¢isla od 1 do 9, b) ¢isla
od 2 do 107 [a) ano, b) ne. V pripadé a) napriklad mizeme lichymi ¢isly, kterych
je b, zaplnit prvni fadek a prvni sloupec. Protoze 2 +3 + ...+ 10 = 54 je sudé
¢islo, musi byt v pripadé b) sudy soucet ¢isel v aspon jednom tadku (i v aspon
jednom sloupci).]

N2. Necht £ > 1 je celé ¢islo. Méjme danu tabulku o k& polich, kterou mame vyplnit

k danymi a navzajem rtznymi Cisly (tak, aby kazdé z nich bylo pouzito). Dokazte,
ze pocet vSech takovych vyplnéni je roven souc¢inu 1-2-...-(k—1)-k. Tento soucin
nazyvame faktoridlem cisla k& a znac¢ime symbolem k!, ktery ¢teme ,k faktorial®.
Klademe také 1! = 1 a 0! = 1. [Ozna¢me pole ¢isly od 1 do k a vybirejme pro
né c¢isla postupné takto: nejdrive pro pole 1, pak pro pole 2 atd., az nakonec
pro pole k. Poc¢ty moznosti téchto vybéra budou postupné k, k — 1 atd., az 1.
Celkovy pocet vyplnéni dostaneme, kdyz uvedené pocty moznosti mezi sebou
vynasobime.|

N3. Reste soutézni tlohu pro tabulku 2 x 2 a ¢isla od 1 do 4. [1 : 3. Mezi ¢isly od 1

do 4 jsou dvé licha a dvé suda, takze vsechny radkové a sloupcové soucty budou
liché, kdyz licha cisla 1 a 3 nebudou lezet ani ve stejném tadku ani sloupci, tj.
budou na jedné z obou diagondl. Vybrat diagondalu pro ¢isla 1, 3 mizeme dvéma
zpusoby, umistit na ni ¢isla 1, 3 dvéma zptsoby a na druhou diagonalu cisla 2, 4
téz dvéma zpisoby. Celkem tak existuje praveé 2-2-2 = 8 vyplnéni, kterd vyhovuji
zadani. Jelikoz podle N2 je pocet vsech vyplnéni roven 4! = 24, hledany pomér
je roven 8 : 24 neboli 1 : 3]
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D1.

D2.

D3.

Mé&jme celd ¢isla 0 £ k < n. Kolika zpusoby lze z n kulicek riznych barev
vybrat nékterych k? [Vybirejme téchto k kulicek jednu po druhé. V prvnim
kroku méame n moznosti, v druhém n — 1 moznosti atd., az v k-tém kroku mame
n — k + 1 moznosti. Uvédomme si, ze pokud vybereme tytéz kulicky v jiném
poradi, dostaneme stejny vysledny vybér. Moznych poradi k kulicek je podle N2
pravé k!. Hledany pocet k-tic je proto roven n'(n_l)';!("_kﬂ) = (njg)!-k:!' Vysledek

se nazyva kombinacni ¢islo a znadi se symbolem (7}), ktery ¢teme ,n nad k*]
Reste soutézni tilohu pro tabulku 4 krét 4 a cela ¢isla od 1do 16. [L : M = 8 : 715.
Pro pocet M vsech vyplnéni plati M = 16!. Ukazme dale, Ze pro pocet L téch
vyplnéni, kde jsou soucty vsech ¢isel v kazdém tadku i sloupci liché ¢isla, plati
L =144 -8!-8!. Odtud uz po rutinnim zkraceni zlomku (144 - 8!-8!) /16! vyplyne
uvedeny vysledek.

Mezi ¢isly od 1 do 16 je pravé osm lichych ¢isel. V kazdém tadku musi byt
bud jedno, nebo tii licha ¢isla. Celkem jich je 8, proto snadno zjistime, ze ve dvou
radcich rq, ro musi byt tii licha ¢isla a ve zbylych dvou tadcich rs, r4 jedno liché
¢islo. Stejny zavér plati také pro sloupce — ve dvou sloupcich s1, so musi byt tii
licha ¢isla a ve zbylych dvou sloupcich ss, s4 jedno liché ¢islo.

Ukazme, ze ve ¢tverici policek danych prinikem radkua r1, 7o se sloupci sq,
s9 jsou jen licha cisla. Oznacme jejich pocet z. Protoze v tadcich r a ry je do-
hromady 6 lichych ¢isel, coz plati i pro sloupce s; a s, mame 26—z < 8, odkud
x 2 4, tj. skuteéné x = 4. Zminénd ¢tverice policek tak obsahuje ¢tyti lichd ¢isla.
Zbyla dvé liché ¢isla z radka r1 a ro se pak nachazeji po jednom ve sloupcich ss
a 84, pro vybér jejich pozic tak mame 2 moznosti. Totéz plati pro zbyla dvé licha
cisla ze sloupcii s1 a so: pro vybér jejich pozic v tadcich r3 a r4 mame rovnéz
2 moznosti. Tim mame popsany mozné vyhovujici pozice vSech osmi lichych ¢i-
sel.

Celkovy pocet vyhovujicich vybéra pozic lichych a sudych ¢isel proto spoc-
teme takto: nejdiive zvolime libovolné dvojici fadku s1, se (6 moznosti) a dvojici
sloupcu 71, 79 (6 moznosti), potom provedeme vybéry pro pozice lichych éisel
ve dvojicich sloupcu sz, sy a r3, r4 (pro kazdy z obou vybéri méme jak vi-
me 2 moznosti). Pocet vyhovujicich vybéru pozic pro lichd a sudé ¢isla je tedy
6-6-2-2=144. Odtud uz plyne vyse uvedend hodnota L = 144 - 8! - 8!, nebof 8
pozic pro lich4 ¢isla stejné jako 8 pozic pro suda ¢isla mizeme vyplnit 8! zptisoby.|
Do kazdého pole ¢tvercové tabulky n xn vepiseme jedno z ¢isel 1,2, ..., n tak, aby
v kazdém tadku i v kazdém sloupci byla bud vsechna ¢isla stejna, nebo vsechna
rizna. Prikladem pro n = 5 je nasledujici tabulka

DO || || Ot
CUIN [ — | W &~
= lot N |w| -

=W N
WIW| W W | W

Ozna¢me S soucet vsech cisel tabulky. Kolik rtznych hodnot S pro dané n
existuje? [50-B-1-3]
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D4.

Je déno celé ¢islo n = 2. Kolika zpusoby lze vybarvit policka tabulky n x n
c¢tyfmi barvami tak, aby v kazdém c¢tverecku 2 x 2 byla kazda barva pouzita
pravé jednou? [23-3%"~3 zpiisoby. Vybarvéme nejprve prvnf fddek a prvnf sloupec
tak, aby v zadném ¢tverci 2 x 2 nebyla zadna barva pouzita vicekrat. Zacénéme
polickem v levém hornim rohu — pro jeho vybarveni mame 4 moznosti. Pak
postupné vybarvujme prvni sloupec shora doli — v kazdém kroku mame na vybér
ze t1i barev. Nakonec vybarvime prvni radek zleva doprava — v prvnim kroku
mame pouze 2 moznosti obarveni, ve zbylych krocich mame 3 moznosti. Celkovy
pocet vyhovujicich obarveni prvniho fadku a prvniho sloupce je proto roven
4.3771.2.3772 tj. 23.32"=3_ To je vysledek tilohy, nebot kazdé takové obarveni lze
rozsirit na vyhovujici obarveni celé tabulky pravé jednim zptisobem. Skutecné,
jakmile zname barvy tii policek nékterého ¢tverecku 2 x 2, barva ¢tvrtého policka
je jednoznacné urcena; takové dobarvovani mizeme provést napiiklad tak, ze
zleva doprava dobarvime n — 1 ¢tvereckt nejprve ve druhém radku, pak ve tretim
fadku atd. aZ nakonec v n-tém fadku. VyuZijeme pfitom vsech (n—1)? étverecki
2 x 2 v dané Sachovnici, takze ziskané obarveni je vyhovujici.]

3. Urcete vsechny dvojice (a,b) redlnyjch cisel, pro néz maji kvadratické trojcleny P(x) =
=22 +ar +baQ(x) =2+ br + a ndsledujici vlastnost: kaZdd z rovnic

aP(x) +bQ(x) =0 a aQ(x) +bP(x) =0

je kvadratickou rovnici s dvojndasobnym korenem. (Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

D1.

D2.

Rozhodnéte, pro které realné hodnoty parametru p je
(p+2)z* +2(p+ 1)z +(p—1)=0

kvadratickou rovnici s dvojnasobnym korenem. [Jedind hodnota p = —3. Pokud
p = —2, nejedna se o kvadratickou rovnici. Je-li p # —2, ma tato kvadraticka
rovnice dvojnasobny koten, pravé kdyz je jeji diskriminant nulovy. Ten je pritom
roven (2(p+1))2 —4(p+2)(p — 1), po tpravé 4(p + 3), coz je rovno nule pouze
pro p = —3.]

Necht redlna ¢isla r, s, t spliuji soustavu dvou rovnic r? = 8st a s?> = rt. Dokaite,
ze r = 2s. Rozmyslete si, jak tento vysledek vyuzit k feseni soutézni tlohy,
kdyZ za r, s, t zvolite vhodné vyrazy. [Vyndsobime-li prvni rovnici r, dostdavame
r3 = 8rst. Na pravé strané pak mizeme nahradit rt za s? diky druhé rovnici.
Obdrzime r? = 8s neboli 7* = (2s)3, coz skuteéné dava r = 2s, nebot funkce
y = 22 je jak zndmo rostouci, a tedy prosta. Uziti k feSeni soutézni tlohy zde
prozrazovat nebudeme. |

Najdéte vSechny kvadratické trojcleny az? + bz + ¢ takové, ze pokud libovolny
z koeficienti a, b, ¢ zvétsime o 1, dostaneme novy kvadraticky trojclen, ktery
bude mit dvojnasobny koten. [53-B-11-2]

V oboru redlnych ¢sel r, s, ¢ feste soustavu dvou rovnic z tilohy N2. [ReSenimi jsou
pravé trojice (r,s,t) = (4t,2t,t) a (r,s,t) = (0,0,t), kde t je v obou pripadech
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libovolné realné ¢islo. Podle N2 plati nutné » = 2s; po dosazeni takového r ziskaji
rovnice tvar 4s> = 8st a s? = 2st. Vidime, Ze v piipadé s =0jer =2s=0at
je libovolné; v piipadé s # 0 se obé rovnice 4s? = 8st a s? = 2st zjednodusi na
s = 2t, takze r = 2s = 4t, a tudiz (r, s, t) = (4t,2t,t), kde t je libovolné.]

D3. Navzajem riazna nenulova realna ¢isla a, b, ¢ 1ze Sesti zplisoby doplnit jako koefi-
cienty kvadratické rovnice

Oz2 + 0z +0=0.

a) Rozhodnéte, zda existuje trojice (a, b, c) takovd, Ze vSechny sestavené rovnice
maji alespon jeden redlny koren.
b) Rozhodnéte, zda existuje trojice (a, b, c) takova, ze pravé pét ze Sesti sestave-
nych rovnic m4 alespon jeden realny koren. [69-B-11-1]

D4. a) DokaZte nerovnost 4(a® + b*) > (a + b)* + ab pro viechny dvojice kladnych
redlnych cisel a, b.
b) Najdéte nejmensi realné éislo k takové, aby nerovnost k(a?+b?) = (a+0b)?+ab
platila pro vSechny dvojice kladnych realnych ¢isel a, b. [70-B-11-1]

D5. Najdéte vSechna redlna reseni soustavy rovnic

1 1
+2z=1, +z=1 +y=1.
r+y y+z Z+x

[69-A-T1-1]

4. V konveznim pétiihelniku ABCDE plati BC || DE, CD || AE, |XBAD| = |<DAE|
a |¥CBD| = |<DBA|. Dokazte, Ze |CD| = |DE|. (Patrik Bak)

NAVODNE A DoPLNUJici ULOHY:

N1. Rozmyslete si a zdivodnéte, ze pétithelntk ABC'DFE ze soutézni tlohy lze ziskat
z jistého rovnobézniku ,odstfihnutim* jednoho jeho ,rohu“. [Zadany konvexni
pétithelnik lezi jak v pasu mezi rovnobézkami BC a DFE, tak v pasu mezi
rovnobézkami C'D a AE. Proto lezi i v pruniku téchto dvou pastu, kterym je
rovnobéznik PCDE, kde P je prusecik (riznobéznych) piimek BC' a AE. Protoze
zbylé vrcholy A, B jsou vnitini body stran PFE, resp. PC, od rovnobézniku
PCDE oddélime trojihelnik APB.]

N2. Pripometime, ze osou libovolného (konvexniho i nekonvexniho) thlu s vrcholem V'
nazyvame tu polopiimku s poc¢atecnim bodem P, kterda dany thel rozdéluje na
dva shodné thly (tj. ahly téze velikosti). Pripomerite si rovnéz a dokazte ,vétu
o ose thlu“: Osa 1thlu AV B, ktery ma velikost mensi nez 180°, je tvorena pravé
témi jeho body, které maji od obou piimek V' A, V B stejnou vzdalenost. [Ozna¢me
a = |<AV B|. Sta¢i uvazovat jen vnitini body ihlu AV B, necht X je libovolny
z nich. Pii oznaceni oy = |[XAVX| a ag = |¥ XV B]| plati a1 + ag = a < 180°
a bod X ma od ptimek VA, VB vzdélenosti |V X|sinay, resp. |V X|sinay. Ty
se proto rovnaji, praveé kdyz plati sin oy = sin aip, coz pro konvexni tihly nastane
jen ve dvou pripadech: a3 = @y nebo a; + as = 180°. Druhy z nich je vSak
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N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

vyse vyloucen; prvni pripad znamena pravé to, ze X je vnitinim bodem osy
thlu AV B.]

Kruznici pripsanou (ke) strané KL obecného trojihelniku K LM rozumime tu
kruznici, ktera se dotyka strany KL v jejim vnitinim bodé a ptimek KM, LM
v bodech lezicich uvnitt poloroviny opacné k poloroviné K LM . Dokazte, ze stied
takové kruznice je prusecikem os vnéjsich thla pti vrcholech K, L trojuhelni-
ku K'LM a 7e jim prochdzi rovnéz osa jeho vnitiniho thlu pti vrcholu M. [Pru-
secik S zminénych dvou os vnéjsich 1hl je vnitinim bodem thlu K M L lezicim
v poloroviné opacné k poloroviné K LM a mé podle N2 stejnou vzdalenost v od
vSech ti1 ptimek KM, KL a LM, tedy (opét diky N2) lezi i na ose ithlu KM L.
Kruznice se stredem S a polomérem v je pak ziejmé pripsana strané KL troju-
helniku KL M .|

Dokazte, ze pro pétithelnik ABCDE ze soutézni dlohy plati |[<CDE| > 60°.
[Necht P je prusecik piimek BC a AE. Pak PCDE je rovnobéznik s body
A, B uvnitt stran PFE, resp. PC. Ozna¢me a = |XBAD| = |XDAE|, f =
= |«CBD| = |[£DBA| a 6 = |XCDE| = |<EPC|. Ze sou¢tu vnitinich uhlu
AAPB, ktery mé vyjadieni (180° — 2ar) + (180° — 23) + 6 = 180°, plyne rovnost
a+p =90°+ %5 . Porovname-li v AADFE vnitini tthel u vrcholu A s vnéjsim tthlem
pri vrcholu E, dostaneme « < 4. Stejné tak z ABCD obdrzime [ < §. Sectenim
dvou odvozenych nerovnosti vychazi a+f < 26, takze z rovnosti a+ 5 = 90° + %6
plyne 90° + %5 < 20, odkud § > 60°, jak jsme méli dokazat.

Necht ABC' je ostrouhly trojihelnik s nejdelsi stranou BC'. Uvnitt stran AB a
AC lezi po tadé body D a E tak, ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Ozna¢me F
takovy bod, ze ABFC je rovnobéznik. Dokazte, ze |FD| = |FE|. [T1-B-1 2]

V trojuhelniku ABC' oznac¢me [ stied kruznice vepsané. Piimky BI, C'I protnou
kruznici opsanou trojuhelniku ABC' postupné v bodech S # B, T # C.
Usecka ST protne strany AB, AC' v bodech K, L. Dokazte, Ze ¢tyfthelnik AKTL
je kosoctverec (pripadné ¢tverec). [71-A-S 2]

V ostroihlém trojihelniku ABC' jsou D a E vnittni body strany BC|, pritom D
lezimezi B a E, |AD| = |CD| a |AE| = | BE|. Predpokladejme, ze osa thlu DAE
méa s osou usecky BC jediny spoleény bod, ktery oznac¢ime F'. Dokazte rovnost

|¥BAC| + |¥DFE| = 180°. [70- A 11 3]

5. Zkoumejme trojice (a,b,c) kladnych celyjch éisel spliwjicich podminku ab = c2.

a) Pro kazdé prvocislo p uvedte priklad trojice (a,b,c), pro kterou plati rovnost

a+b—2c=np.

b) Dokazte, Ze pro kaZdou trojici (a,b,c) je a + b+ 2¢ sloZené cislo.

(Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

Existuje néjaké trojice (a,b,c) piirozenych é&isel splitujici podminky ab = ¢ a

a+ b — 2c =17 Pokud ano, jak by se dala vyuzit k TeSeni ¢asti a) soutézni tlohy
pro libovolné prvocislo p? [Ano, ale prozrazovat ji nebudeme, natoz zpusob, jak by
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N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.
D5.

se dala vyuzit. Zkuste vypsat vsechny trojice (a, b, ¢) ptirozenych ¢isel splnujicich
rovnici ab = ¢® pro malé hodnoty c. Vyhovuje néktera z nich i druhé podmince?]
Dokazte, ze pokud pro pfirozend ¢&isla u, v, w plati u? = v2w, je ¢&islo w
druhou mocninou prirozeného ¢isla. [Uvazme libovolné prvocislo p délici ¢islo w.
Z rovnosti u? = v?w plyne, Ze p je také délitel ¢isla u, takze ¢islo u? mé ve
svém rozkladu na prvocinitele sudy pocet vyskyti p, ktery ovsem musi byt vétsi
nez piipadny sudy pocet vyskyti p v rozkladu éisla v2. Odtud uz plyne, ze p
ma také sudy pocet vyskyta v rozkladu ¢isla w, které tudiz je druhou mocninou
ptirozeného ¢isla (plati to i v pripadé w = 1).]

Dokazte, ze pokud soucin dvou nesoudélnych prirozenych ¢isel u, v je roven druhé
mocniné celého ¢isla, jsou obé ¢isla u,v také druhymi mocninami celych cisel.
[Uvazme rozklady ¢isel u, v a uv na prvocinitele. V rozkladu druhé mocniny rovné
¢islu uv mé kazdé prvoéislo sudy pocet vyskyti. Cisla u, v viak nemaji zddného
spoleéného prvocinitele, proto také v jejich rozkladech ma kazdé prvocislo sudy
pocet vyskytu (v jednom z rozkladi u, v je to nula, ve druhém stejny pocet jako
v rozkladu uv).]

Pro dané prvocislo p najdéte vsechny trojice (a, b, ¢) kladnych celych ¢isel splnuji-
cich obé rovnosti ab = ¢® a a+b—2c = p. [{a,b} = {(n+1)p,np} a c = n(n+1)p,
kde n je libovolné prirozené ¢islo. Oznac¢me d nejvétsi spolecny délitel cisel a, b.
Protoze sou¢in ab ma byt druhou mocninou celého cisla, podle N2 a N3 plati
a = u?d, b = v?d pro vhodné pfirozend u, v, takze ¢ = uvd. Dosazenim do
a+b—2c = p po snadné tipravé dostavame d(u —v)? = p. Protoze p je prvoéislo,
musi byt nutné (v —v) = +1ad=p. V pifpadé u —v = 1 madme a = (v + 1)?p,
b=1v’pac=uv(v+1)p; v piipadé u —v = —1 podobné a = u?p, b = (u+1)?p a
c=u(u+1)p.]

Pravothly trojihelnik mé celoé¢iselné délky stran a obvod 11990. Navic vime, Ze
jedna jeho odvésna mé prvoéiselnou délku. Urcete ji. [71-B-1-1]

Najdéte vSechny dvojice prvocisel p a ¢, pro které plati p + ¢> = ¢ + 145p2.
[55-C-11-4]

Urcete viechny dvojice prvoéisel p a ¢, pro néz plati p+ ¢ = ¢+ p3. [55-B-11-1]
Piirozend &isla a, b splituji rovnost b* = a® + ab + b. UkaZte, Ze b je druhou
mocninou prirozeného ¢isla. [69-A-111-4]

6. Je dan trojihelnik ABC' s pravym thlem pri vrcholu B. Oznacme I stred kruznice
jemu vepsané, M stred prepony AC a X prusecik primky IM s primkou BC. Dokazte,
ze pokud lezi body B, I, M, C' na jedné kruznici, je trojuhelnik ABX rovnoramenny.

(David Hruska)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

Na kruznici se stfedem O jsou dédny body B a C takové, ze |[£xBOC| = 120°.
Zvolme bod A na delsim oblouku BC' a ozna¢me |<AOB| = §. a) Zjistéte velikost
thlu BAC, kdyz 6 = 140°. b) Zjistéte, jak mame volit tihel §, aby byl tthel BAC
co nejvétsi. ¢) Na krat$im oblouku BC' zvolime bod A’. Zjistéte, jak mame volit
polohy bodu A, A’ (oba lezi na dané kruznici), aby soucet |[XBAC| + |£xBA'C|
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N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

byl co nejvétsi. [V rovnoramennych trojihelnicich BOC, COA a AOB spoctéte
thly, nebo je vyjadiete v zavislosti na uhlu §. V ¢asti a) vyjde [« BAC| = 60°,
stejné jako v Casti b), a to nezavisle na volbé 0.* V ¢asti ¢) vyjde soucet 180°
nezéavisle na poloze bodu A nebo A’.*¥]
Méjme dan konvexni ¢tyfuhelnik PQRS. Dokazte, ze jeho vrcholy lezi na jedné
kruznici, pravé kdyz | £ PRQ| = |<PSQ|. [Uvodem konstatujme, ze diky konvex-
nosti PQRS lezi vrcholy R, S posuzovanych thla PR(Q), PS(Q uvnitt téze polo-
roviny s hrani¢ni primkou PQ). Predpokladejme nejprve, ze ¢tyrtuhelnik PQRS
mé vSechny ¢tyfi vrcholy na jedné kruznici. Rovnost |[<PRQ| = |<PSQ)| je pak
rovnosti dvou obvodovych thla této kruznice, které prislusi témuz oblouku PQ.
Predpokladejme naopak, ze thly PRQ a PS(Q jsou shodné a oznacme ¢
jejich velikost. Dokazeme, ze kruznice opsané trojuhelnikim PRQ a PS() ma-
ji stejny stfed, tim padem i stejny polomeér. V pripadé ¢ = 90° je to dusledek
Thaletovy véty. Posudme nyni ptipad ¢ < 90°. Stredy kruznic opsanych troja-
helnikim PRQ a PSQ pak lezi uvnitr poloroviny PQR = PQS a kazdy z nich
tvoti s body P a () rovnoramenny trojihelnik ze zakladnou P(Q), ktery méa pod-
le véty o obvodovém a stfedovém thlu u hlavniho vrcholu thel 2¢. Proto tyto
dva stredy splyvaji. V pripadé ¢ > 90° pak stfedy obou opsanych kruznic lezi
v poloroviné opacné k poloroviné PQR = PQS a odpovidajici rovnoramenné
trojihelniky tehdy maji u hlavniho vrcholu thel 360° — 2¢.***]
V trojihelniku ABC' oznac¢me [ stfed kruznice vepsané a « velikost vnitiniho
thlu u vrcholu A. Vyjadrete velikost ithlu BIC' pomoci av. [90° + %a. Oznacme
po tadé [, v velikosti vnitfnich thli u vrchold B a C'. Protoze bod I lezi na
osach obou téchto Uhli, ze souc¢tu vnitinich thla v trojuhelniku BIC dostavame
|¥BIC| =180° — 18 — 17 =90° + ia]
V pravoihlém trojihelniku ABC' oznacime M stred prepony AC a « velikost
vnittniho thlu u vrcholu A. Vyjadiete pomoci « velikosti vSech vnitinich Ghlu
v trojihelnicich ABM a BCM. [Trojice (v, cr, 180° — 2cx) a (90° — v, 90° — o, 2cx).
Vyuzijte toho, ze diky Thaletové vété jsou oba trojuhelniky ABM a BCM
rovnoramenné s hlavnim vrcholem M ]
Je dan pravouhly trojihelnik ABC' s pravym thlem pri vrcholu C. Necht D je
libovolny vnittni bod odvésny AC' a p kolmice z bodu D k pteponé AB. Oznac¢me
E # D bod primky p takovy, ze body A, B, D, F lezi na kruznici. Oznac¢me jesté
F prusecik piimek p a BC. Dokaite, ze |AE| = |AF|. [70-B-11-3]
Necht ABC'D je konvexni ¢tyttuhelnik, v némz AD 1 BD. Oznac¢me M prusecik
jeho uhlopricek a sestrojme kolmy primét P bodu M na primku AB a kolmy
prumét () bodu B na primku AC'. Dokazte, ze bod M je stfedem kruznice vepsané
trojihelniku PQD. [68-B-1-5]
Dokazte, ze stfedy kruznic vné pripsanych jednotlivym strandm libovolného
konvexniho ¢tyrthelniku lezi na téze kruzmici. (Kruznici pfipsanou napiiklad

* Oba fakty jsou dusledkem zndmé véty o obvodovijch a stredovijch hlech v libovolné kruznici.
** Vysledek ¢asti ¢) mé zndmé zobecnéni: Konvexni ¢tyfihelnik je tétivovy (tj. jeho vrcholy lezi na jedné
kruznici), pravé kdyz soucet velikost{ jeho protéjsich vnitinich uhlia je 180°.
*** Dokéazané tvrzeni je okamzitym dusledkem tzv. véty o ekvigondle usecky: MnoZina vSech bodiu, ze
kterych je dand usecka PQ vidét pod danym tdhlem «, kde 0° < a < 180°, je tvorena vnitfnimi body
dvou kruznicovych obloukt s krajnimi body P a @, které jsou soumérné sdruzené podle primky PQ.
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D4.

D5.

strané AB konvexniho ¢tyfthelniku ABC' D rozumime kruznici, ktera se dotyka
strany AB a poloprimek opa¢nych k polopfimkdam AD a BC.) [69-B-S-2]

Je dana kruznice k a jeji primér AB. Uvnitt tsecky AB zvolime libovolny
bod C a pak na kruznici k vybereme bod D tak, aby platilo |BC| = |BD|.
Osa thlu ABD protne kruznici k v bodé E (rizném od bodu B). Dokazte, ze
trojuhelniky AEC a CBD jsou podobné [68 B-S5-3]

Oznacme [ stfed kruznice vepsané pravouhlému trojuhelniku ABC' s pravym
thlem pri vrcholu A. Déle oznacme jako M a N stredy tusecek AB a BI. Dokazte,
ze primka CT je tetnou kruznice opsané trojihelniku BMN. [70-A-111-2]
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