72. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2022/2023)

7/

Ulohy domaci &asti |. kola kategorie A

1. V oboru redlnijch cisel reste soustavu rovnic

22 + y| = 2022,
3y + |22] = 2023.

(Symbol |a| znaci dolni celou Cast redlného cisla a, tj. nejuétsi celé cislo, které nend
vétsi nez a. Napr. |19 =1a |-1,1] =-2.) (Jaroslav Svréek)

RESENI. Jelikoz |y| a 2022 jsou celd éisla, z rovnice 2z + |y| = 2022 plyne, Ze
¢islo 2z je rovnéz celé, tudiz plati |2z] = 2z. Tim padem ze zadané soustavy eliminujeme
neznamou x, kdyz odec¢teme prvni rovnici od druhé. Dostaneme

3y — [y] = 1. (1)

Diky (1) je 3y celé ¢islo, takze ma (podle svého zbytku pii déleni tfemi) jedno z vyjad-
feni 3k, 3k + 1 nebo 3k + 2, kde k je celé ¢islo. Odtud (po vydéleni tfemi) vychazi, ze
pro ¢islo y plati bud y = k, nebo y = k + %, nebo y = k + %, kde pfitom k = [y|. Tyto
tTi moznosti ted rozebereme.

e V piipadé y = k je (1) rovnice 3k — k = 1 s necelociselnym Fesenim k = %

e V pifpadé y = k+ 3 je (1) rovnice (3k+1) —k = 1 s FeSenim k = 0, kterému odpovida
Yy = % Pivodni soustava rovnic je pak zfejmé splnéna, prave kdyz 2x = 2022 neboli
r = 1011.

e V pripadé y = k+ 2 je (1) rovnice (3k+2) — k = 1 s necelociselnym fesenim k = —1.

Zdvér. Jedinym fesenim zadané soustavy rovnic je dvojice (z,y) = (1011, 3).

PozNAMKA. Odvozenou rovnici (1) Ize Tesit také tak, Ze obecné redlné ¢islo y zapiSeme
ve tvaru y = k+r, kde k = |y] a ¢islo r € (0, 1) je tzv. zlomkova ¢ast ¢isla y. Dosazenim
do (1) dostaneme rovnici

3(k+r)—k=1 neboli 2k=1-3r.

Protoze 2k je celé ¢islo délitelné dvéma a ¢islo 1 — 3r zfejmé lezi v intervalu (—2,1),
rovnost téchto ¢isel nastane v jediném pripadé, kdy 2k =1—-3r=0,¢lik=0ar = %,
tj. y = %

JINE RESENI. Slovni{ definice, kterd je pfipojena k zadani tilohy, ndm ¥ika, ze |a] je
celé ¢islo, pro néz plati |a] < a a zaroven |a| + 1 > a. Celé ¢islo |a] tak spliuje odhady
a—1 < |a] £ a, platné pro kazdé realné ¢islo a. Podle nich z prvni rovnice dané soustavy

dostavame
2022 < 2x +y < 2023, (2)

podobné z druhé rovnice vychézi
2023 < 3y + 2z < 2024. (3)
1
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Ziskané nerovnosti muzeme zkombinovat dvéma zpusoby. Spojenim druhé ¢asti (2)
s prvni ¢asti (3) dostaneme 2x + y < 2023 < 3y + 2z, odkud z porovnani krajnich vyrazi
plyne y > 0. Upravime-li prvni éast (2) na 2024 < 2x + y + 2, pak ve spojeni s druhou
casti (3) obdrzime 3y + 2z < 2024 < 2z 4 y + 2, takze tentokrat z porovnani krajnich
vyrazi plyne y < 1.

Dohromady nam vyslo 0 < y < 1, takze plati |y]| = 0. Diky tomu se prvni rovnice ze
zadani redukuje na tvar 2x = 2022, kterému vyhovuje jediné x = 1011. Jeho dosazenim do
druhé zadané rovnice dostaneme rovnici 3y 42022 = 2023 s jedinym fesenim y = %, které
skute¢né spliuje podminku |y| = 0 uzitou v prvni rovnici. Dvojice (z,y) = (1011, %) je
proto jedinym TeSenim zadané soustavy rovnic.

PozNAMKA. Odvozeni rovnosti |y] = 0 lze urychlit tak, Ze prvni zadanou rovnici
odecteme od druhé a vysledek toho od¢itani zapiseme ve tvaru

2y =1+ (22 — |2z]) — (v — |y))-

Protoze v obou kulatych zavorkach napravo jsou ¢isla z intervalu (0, 1), mé zfejmé celd
prava strana hodnotu z intervalu (0,2). Plati tedy 0 < 2y < 2 neboli 0 < y < 1, odkud

uz plyne |y] = 0.

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. V oboru redlnych ¢&isel feste rovnici [3z + 5] = 10. [z € (2,2). Redlné &islo z splituje
danou rovnici, pravé kdyz 10 < 3z + 5 < 11. VSechna feSen{ této soustavy dvou nerovnic
tvori interval (2,2).]

N2. V oboru redlnych &isel Feste soustavu rovnic = + |2y| = 8, [3z] —y = 3. [(z,y) = (2, 3).
Podle prvni rovnice je ¢islo x celé, podle druhé je rovnéz ¢islo y celé. Tim padem |2y | = 2y
a |3xz] = 3z, takZe mdme soustavu z + 2y = 8, 3x — y = 3. Ta mé jediné FeSeni
(z,y) = (2,3), coz je i FeSeni puvodni soustavy (nebot obé éisla x, y vysla celd).]

D1. V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic 3z + |y| = 10, |4z| + = +y = 17. [Dvé
fefenf (z,y) = (3,2) a (z,y) = (4, —2). Podle prvni rovnice je &islo 3z celé, podle
druhé je rovnéz ¢islo  + y celé. Tim paddem nastane jeden ze tif piipadi: a) Cislo = je
celé. Pak i ¢isla y a 4z jsou celd. Dostavame soustavu 3z + y = 10, bx + y = 17, kterd
vSak nemd feseni v oboru celych é&isel. b) Cislo z je tvaru z = a2’ + %, kde 7/ je celé
¢islo. Pak y = ¢/ + 2 pro néjaké celé &islo y' a |4z] = 42’ + 1. Dostaneme tak soustavu
3z’ +y =9, 52" +y =15 s jedinym FeSenim (z’,y") = (3,0), kterému odpovida FeSeni
(z,y) = (%, %) piivodni soustavy. c) Cislo z je tvaru = ' + 2, kde @' je celé &islo.
Pak y = ¢’ + 3 pro n&jaké celé &slo y' a [4z] = 42’ + 2. Tentokrat ndm vyjde soustava
32’ +y =8, 52’ + ¢y’ = 14 s jedinym FeSenim (2/,y’) = (3, —1), kterému odpovidd FeSeni
(z,y) = (3, —2) plvodni soustavy.]

D2. V oboru redlnych ¢isel feSte soustavu rovnic |z + y| = —y, |5y + x| = by — x. [Dvé
feseni (z,y) = (0,0) a (z,y) = (3. i) Jelikoz obé éisla © — y a by — x jsou celd, jejich
soucet rovny 4y je rovnéz celé &islo. Proto ze zadanych rovnic plyne by —z = |5y + =] =
= dy+(y+2)] =4dy+ |y+z] =4y + (x—y) =3y +ux, tj. 5y — x = 3y + x, odkud nutné
y = x. Puvodn{ soustavu pak lze zapsat jako dvojici rovnic [2z] = 0 a |6z| = 4x. Této
soustavé vyhovuji pravé ta realné x, pro néz soucasné plati 0 < 2z < 1, 42 < 6x < 4o +1
a pritom ¢islo 4z je celé. Protoze vsechny nerovnice z posledni véty jsou splnény pouze
pro z € (0, 3), vyhovuji pravé hodnoty z =0 a z = 1]
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2. Je ddn ostrouhly trojuhelnik ABC'. Na poloprimkdch opacniych k CA a BA lezi
postupné body B’ a C' tak, Ze |B'C| = |AB| a |C'B| = |AC|. Dokazte, Ze stred
kruznice opsané trojuhelniku AB'C’ leZi na kruznici opsané trojihelniku ABC.

(Patrik Bak)

RESENT (viz obr. 1). Protoze tsecky AB’', AC’ maji podle zadani tutéz délku
|AB| + |AC]|, je AB’C' rovnoramenny trojtihelnik se zdkladnou B'C’. Znamena to, ze osa
tsecky B'C” splyva s osou uhlu BAC'. Necht S # A je prusecik této osy s kruznici opsanou
trojuhelniku ABC'. Dokézeme-li, ze S je stfed kruznice opsané trojuhelniku AB'C’,
budeme s fesenim hotovi. Jelikoz bod S lezi na ose strany B'C’, mame |SB’'| = |SC’|.
Zbyva proto dokézat, ze také |SA| = |SC|.

A

7
|
Cl d B/

Ze shodnosti obvodovych thli SAB a SAC plyne, ze bod S je sttedem oblouku BC,
a tudiz |BS| = |CS|. Kromé toho z tétivového ctyfihelniku ABSC méame |XACS| =
= 180° — |xSBA| = |xC'BS|. Dohromady s rovnosti |[CA| = |BC’| dostédvame,
ze trojuhelniky SAC a SC’B jsou shodné podle véty sus, a proto skuteéné plati
|SA| =|SC"|.

JINE RESENI. Definujme bod S jako v prvnim feSeni. Tentokrat potfebnou rovnost
|SA| = |SC’| ovéfime, kdyz ukdzeme, Ze bod S lezi na ose tsecky AC'.

Ve specialnim pripadé, kdy plati |[AB| = |AC/|, je stfedem tsecky AC’ ovsem bod B
(podle konstrukce bodu C"); staci tudiz ovérit, ze ihel ABS je pak pravy. To vsak plyne
z toho, ze tétivovy ctyrtuhelnik ABSC' je tehdy slozen ze dvou shodnych trojihelnikt
ABS a ACS, ma tedy uhly u protéjsich vrcholi B a C' shodné, a tedy pravé.

V piipadé, kdy |AB| # |AC|, muzeme bez Gjmy na obecnosti predpoklddat, ze plati
|AB| > |AC| jako v obrazku 2. V ném P a @ znaci kolmé pruméty bodu S po fadé
na piimky AB, resp. AC. Diky nasemu pfedpokladu |AB| > |AC| lezi bod P uvnitf
usecky AB, zatimco bod ) lezi na poloprimce opacné k poloprimce C'A. V souladu
s tvodnim odstavcem budeme dokazovat, Ze bod P je stfedem usecky AC'.

Z tétivového ¢tyrthelniku ABSC plyne |£SBP| = |XSBA| = 180° — |xSCA| =
= |xSCQ|, tj. vyznacené ihly SBP a SCQ jsou shodné. Diky pravym thla BPS a CQS
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jsou shodné i thly PSB a QSC. Kromé toho mame |PS| = |QS], nebot S lezi na ose
thlu C"AB'. Dostavame tak, ze trojihelniky PBS a QC'S jsou shodné podle véty usu.
Odtud plyne rovnost |BP| = |C'Q|. Navic ze shodnych pravouhlych trojihelniki ASP a
ASQ jesté mame |AP| = |AQ)|, takze dohromady vychazi

|AP| = |AQ| = |AC| + |CQ| = |C'B| + |BP| = [C"P|.
Bod P je tedy skutecné stfedem tsecky AC’, jak jsme méli dokédzat.

JINE RESENI (viz obr. 3). Tentokrat oznacime S stfed kruznice opsané trojihel-
niku AB’C’" a budeme dokazovat, ze body A, B, S, C lezi na jedné kruznici. Podle
tvodu prvniho Feseni vime, ze AB'C’ je rovnoramenny trojthelnik se zakladnou B'C’,
tudiz stied S kruznice jemu opsané lezi na ose ihlu C’AB’ neboli BAC. Body B a C
proto lezi v opa¢nych polorovinach s hrani¢ni ptimkou AS, tudiz nam staci ovérit rovnost

|XABS| = 180° — |x ACS|.

A

Obr. 3

Z rovnosti |AC'| = |AB'| a |AS| = |C'S| = |B'S| plyne, ze trojihelniky C'AS a
AB'’S jsou rovnoramenné a shodné podle véty sss. Trojuhelnik C’AS se tak v otoceni se

4



72. ROCNIK MO (2022/2023) DOMACI CAST I. KOLA KATEGORIE A

stfedem S o orientovany thel C'S A zobrazi na trojihelnik AB’S. Protoze B leZi na strané

C'A, C lezi na strané AB’ a pritom podle zaddni plati
zobrazuje B na C, a tedy thel C’BS na thel ACS. Proto plati

C'B| = |AC|, zminéné otoceni
xC'BS| = |[XACS],

odkud uz plyne |£ABS| = 180° — |« C'BS| = 180° — |x AC'S]|, jak jsme slibili ukazat.

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

Dokazte, Ze konvexni Ctyithelnik ABCD je tétivovy (tj. jeho vrcholy lezi na jedné
kruznici), pravé kdyz plati |XABD| = |XACD|. [a) Necht vrcholy A, B, C, D lezi na
kruznici se stfedem S. Podle véty o obvodovém a stfedovém thlu pak plati [XABD| =
= 2|XASD| = [£ACD]|. b) Necht naopak plati [« ABD| = | ACD|. Ozna¢me Sy, S»
stredy kruznic opsanych po fadé trojihelnikim ABD, AC'D. Oba tyto stfedy lezi na ose
tusecky AD a ve stejné poloroviné s hrani¢ni piimkou AD. Podle véty o obvodovém a
stfedovém tihlu navic plati |£AS1D| = 2|XABD| = 2|<xACD| = |« AS2D|. Dohromady
uz dostavame, ze S1 = Sa, takze kruznice opsané trojuhelnikim ABD, ACD splyvaji.]
Dokazte, ze konvexni ¢tyrthelnik ABCD je tétivovy, pravé kdyz soucet velikosti tthlu
ABC a ADC je 180°. [a) Necht vrcholy A, B, C, D lezi na kruznici se stfedem S. Konvexn{
a nekonvexni tthel ASC se dopliuji do thlu 360°. Soucet velikosti téchto dvou stredovych
1hli je roven dvojnasobku souctu velikosti obvodovych thldt ABC a ADC, ktery sam je
tudiz roven 180°. b) Necht naopak plati |XxABC| + |£ADC| = 180°. V pfipadé, kdy oba
thly ABC, ADC jsou pravé, plyne potrebny zavér z Thaletovy véty. V opacném pripadé
muzeme predpokladat, ze napt. ihel ABC je ostry a tthel ADC je tupy. Pak uvnitf
poloroviny ACB lezi jak stied S; kruznice opsané trojihelniku ABC, tak i stfed S
kruznice opsané trojuhelniku ADC| pfitom oba konvexni thly AS;C a AS>C maji po
fadé velikosti 2|XABC| a 360° — 2|XADC|, které jsou diky predpokladu stejné. Navic
oba body Si, Sy lezi na ose usecky AC, takze dohromady dostéavame S; = S, a tedy
kruznice opsané trojihelnikim ABC, ADC splyvaji.]

Dokazte tvrzeni ,,0 Svrékové bodu“: V libovolném trojtihelniku ABC' prochazi osa vniti-
niho thlu BAC stfedem toho oblouku BC kruznice opsané trojuhelniku ABC|, na kterém
nelezi vrchol A. [Ozna¢me S # A druhy prusecik osy ihlu BAC s kruznici opsanou troj-
thelniku ABC'. V tétivovém c¢tyfuhelniku ABSC plati |<CBS| = |XCAS| = |[«BAS| =
= |« BCS|. To znamen4, ze BSC je rovnoramenny trojihelnik se zdkladnou BC, tudiz S
je stfed prislusného oblouku BC'. Jinak lze vyuzit obecnéjsi tvrzeni: dva obvodové tihly
v téze kruznici jsou shodné, pravé kdyz jsou shodné oblouky, kterym tyto obvodové uhly
odpovidaji.]

Dokazte tvrzent , 0 trech prstech®: V daném trojuhelniku ABC oznac¢me I stied kruznice
vepsané a S stfed toho oblouku BC' kruznice opsané trojihelniku ABC, na kterém
nelezi vrchol A. Pak plati |[SB| = [SI| = |SC/|. [Stadi zfejmé dokdzat jen jednu rovnost
|SB| = |SI|. Pfi standardnim znaceni velikost{ vnitinich hla trojahelniku ABC' plati

|<SBI| = |«<SBC|+ |«CBI| = |XSAC|+ 5/2 =«a/2+ /2.
Protoze SIB je vnéjsi thel trojuhelniku ABI, plati rovnéz
|«<SIB| = |<IAB|+ |XABI| = a/2 + (/2.

Trojuhelnik STB tak skuteéné mé shodnd ramena SB a S1.]

Dokazte, ze osa vnéjsiho thlu pii vrcholu A libovolného trojahelniku ABC prochézi
stfedem toho oblouku BC' kruznice opsané trojiuhelniku ABC, na kterém lezi vrchol A.
[Ozna¢me N # A druhy priseéik osy vnéjsiho uhlu pfi vrcholu A s kruznici opsanou
(v pripadé |AB| = |AC|, kdy se tato osa kruznice opsané pouze dotyka, je tvrzeni tlohy
ziejmé). Uvazme rovnéz bod S z tlohy N3. Protoze S lezi na ose vnitiniho dhlu, N na ose
vnéjstho thlu a tyto dvé osy jsou navzdjem kolmé, plati |[<SAN| = 90°. Podle Thaletovy
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D3.

véty je pak SN primérem kruznice opsané. Jelikoz S je pritom stfed jejtho oblouku BC
neobsahujictho bod A, N je stfed druhého oblouku BC']

Je dan ostroihly trojuhelnik ABC'. Uvnitf strany AB lezi bod D a na poloptimce opa¢né
k CA lezi bod E tak, ze |BD| = |CE|. Dokazte, ze kruznice opsané trojihelnikim ABC
a ADE maji kromé bodu A jesté dalsi spoleény bod na ose tthlu BAC'. [Na polopiimky
opatné k CA a BA dokreslime po fadé body B’ a C’ uréené rovnostmi |B'C| = |AB]
a |C'B| = |AC|. Podle vysledku soutézni tlohy stied kruznice opsané AAB'C’ lezi na
kruznici opsané AABC. Tento vysledek miizeme uplatnit k AAB’C” jesté jednou, kdyz za
vychoz{ vezmeme trojihelnik ADFE a ptihlédneme k rovnostem |B’E| = |B'C| — |CE| =
=|AB|—|BD| = |AD| a |C'D| = |C'B| + |BD| = |AC| + |CE| = |AE|. Stfed kruznice
opsané AAB’C’ lezi proto rovnéz na kruznici opsané AADE. Nagli jsme tak prisecik
kruznic opsanych AABC a AADE, ktery je ruzny od bodu A a ktery lezi na ose
ihlu BAC - jde totiz o stfed kruznice opsané trojihelniku AB’C’ a ten je podle osy
ihlu BAC soumérny, nebot obé jeho strany AB’, AC’ maji délku |AB| 4+ |AC|. Jiny
postup: Oznacme S stied krat§iho oblouku BC' kruznice opsané NAABC. 7 tétivového
¢tyfthelniku ABSC méme |<DBS| = |XECS|, a proto trojihelniky DBS a ECS
jsou shodné podle véty sus. Odtud |[£ADS| = 180° — |XSDB| = 180° — |XSEC| =
= 180° — |« SEA|, takze podle tlohy N2 je rovnéz ¢tyfihelnik ADSE tétivovy.|
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3. Pro dané kladné celé cislo n uwvaZme obdélnikovy hraci plin 2n X 2 a na ném
2n Zetoni ocislovanych 1,2, ...,2n a rozmisténych jako na obrdazku vlevo. V jednom
tahu je mozné posunout jeden Zeton z jeho policka na policko sousedici stranou, pokud
je prazdné. Kolika nejméné tahy lze z puvodniho rozestaveni ziskat rozestaveni na
obrdzku vpravo?

Qee @ ®  @©e®

(Josef Tkadlec)

RESEN{. UkaZeme, Ze nejmensi potiebny pocet tahti je roven 2n? + 4n — 2.

Budeme rozlisovat tahy vodorovné a tahy svislé — podle toho, zda je Zeton posunut
v tadku, resp. ve sloupci. Potfebné pocty vodorovnych a svislych tahti odhadneme
oddélené.

Zactneme s vodorovnymi tahy. Stejné jako zetony oznacme i sloupce hraciho planu
zleva doprava Cisly 1 az 2n. Zeton 1 je na zacatku v sloupci 1 a na konci mé byt
v sloupci 2n, musime s nim proto vykonat aspon 2n — 1 tahi doprava. Obecné Zeton k
se dostane ze sloupce k nakonec do sloupce 2n + 1 — k, a tak v pripadé k£ < n je k tomu
zapotiebi aspon 2n + 1 — 2k tahu doprava, zatimco v pripadé k& > n aspon 2k — 2n — 1
tahti doleva. Celkovy pocet vodorovnych tahti proto nemtize byt mensi nezli soucet

Cn=1D)+02n-3)+...+1+1+...+(2n—-3)+(2n-1) =

TV Vv
za zetony 1 az za zetony n+1 az 2n

=2(143+4...+(2n—1)) = 2n".

Vodorovnych tahti je proto alespon 2n2.

Nyni se zaméfme na svislé tahy. Zeton nazveme lenivym, zistane-li po cely Cas
v dolnim tadku; ostatnim zZetontim fikejme akcni. VSimnéme si, ze nejvyse jeden zeton
muze byt lenivy — kazdé dva zetony jsou totiz v dolnim radku nakonec v opacném poradi,
nez byly na zacatku; kdyby tudiz oba byly lenivé, musely by nékdy stat na stejném
policku, coz neni mozné. Akénich Zetonii je tedy aspon 2n — 1 a s kazdym z nich byly
vykondny aspon 2 svislé tahy — nejdiive nahoru a pozdéji doli. Svislych tahii celkem
proto musi byt aspon 2 - (2n — 1) = 4n — 2.

Dohromady dostavame, Ze ke splnéni tikolu potiebujeme alespon 2n? + 4n — 2 tahtl.
V druhé ¢ésti feseni ukazeme, Ze tento pocet taht skutecné staci.

A RS PSR RS PE YRR I ©) ©))0)©) (0 @)
0PeOeEO® @ 1 -
L A Ar0e0® |
AMMMCO0C @@ee®e®
Obr. 1
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Jeden mozny postup pro obecné n ilustrujeme obrazkem 1 pro n = 4. Nejdrive vSech
2n zetont kromé prvniho presuneme do horniho fadku. Poté presuneme Zeton 1 po dolnim
radku z prvniho sloupce do posledniho. Nésledné presuneme postupné zZetony 2 az n;
kazdy z nich nejprve do dolntho fadku a vzépéti doprava na posledni volné policko (jez
je jeho cilové). Na zavér presuneme postupné zetony n + 1 az 2n — kazdy nejprve doleva
na policko jeho cilového sloupce a vzapéti do spodniho radku.

Pri pravé popsaném postupu odpovidaji poc¢ty svislych i vodorovnych taht presné tém
odhadum, které jsme odvodili v prvni ¢dsti feseni: svislych taht jsme provedli pravé 4n—2
a ani vodorovnych taht jsme s zadnym Zetonem nevykonali vice, nez bylo diive udano za
nutné. Celkovy pocet tahii pfi popsaném postupu je tedy skutecné 2n? + 4n — 2.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Uvazujme situaci soutézni tlohy pro n = 3. Vodorovngm nazveme kazdy tah, pii kterém
je zeton posunut v fadku. Udejte ptiklad posloupnosti tahi, kterou splnime cil tlohy
a kterd pritom obsahuje nejmensi mozny pocet vodorovnych tahii. [Tabulka méa Sest
sloupcii, proto s zetonem 1 musime provést aspon 5 tahti doprava, s zZetonem 2 aspon
3 doprava, s zetonem 3 aspon 1 doprava, s zetonem 4 aspon 1 doleva, s zetonem 5 aspon
3 doleva a s zetonem 6 aspon 5 doleva. Celkem tak potifebujeme aspon 18 vodorovnych
taht. Vyhovujici priklad s 18 vodorovnymi tahy: Nejprve presuneme zetony 2 az 6 nahoru,
pak zeton 1 do jeho cile, nésledné zetony 2 az 5 dolt a poté Zeton 6 do jeho cile. Takto
jsme vodorovnymi tahy pouze s zetony 1, 6 dosahli toho, ze se prohodily. Podobné pak
prohodime Zetony 2, 5 a nakonec Zzetony 3, 4.]

N2. Rovnost 14+2+4+5+...+(3n—2)+ (3n—1) = 3n? dokazte pro kazdé piirozené ¢islo n.
[UZijeme indukci vzhledem k ¢islu n. Pro n = 1 rovnost plati (142 = 3-1?). Plati-li pro
néjaké n = k, pak pro n = k + 1 ji odvodime takto: 1+2+ ...+ Bk +1)+ 3k +2) =
=3k + 3k +1) + (3k + 2) = 3k% + 6k + 3 = 3(k + 1)%. Jiny postup: Sectéte 2n rovnosti
i+ Bn—1i)=3nproie{l,2,...,3n—2,3n — 1} a vyslednou rovnost vydélte dvéma.]

N3. Zduvodnéte, ze v pribéhu taht vedoucich k cili soutézni tlohy se z kazdych dvou zetont
mus{ aspoii jeden nékdy dostat do horniho fddku hraciho planu. [Uvazme Zetony i a j,
kde i < j. Na zacatku je ¢ nalevo od j, ale na konci je ¢ napravo od j. Takto by se jejich
pofadi v dolnim fddku nemohlo vyménit, kdyby oba Zetony byly v tomto faddku potdd.]

D1. Uvazujme stejné pocatecni rozestaveni 2n zetonu jako v soutézni tloze. Kolika nejméné
tahy lze ziskat rozestaveni, kdy opét vSechny zZetony budou v dolnim fadku, avsak zeton 1
se ocitne v poslednim sloupci? [4n taht. V prvnim tahu musime posunout néjaky Zeton
nahoru a nékdy pozdéji ho posunout doli. S Zetonem 1 musime vykonat aspon 2n — 1
taht doprava. Abychom vysvétlili, Ze celkovy pocet tahii doleva je rovnéz alespon 2n —1,
ozna¢me sloupce zleva doprava ¢isly 1 az 2n a uvazujme proménnou veli¢inu, kterd
je rovna souctu 2n cisel téch sloupcti, ve kterych se jednotlivé z 2n Zetonu aktudlné
nachdzeji. Tato veli¢ina méa v pocétecnim i koncovém rozestaveni tutéz hodnotu (rovnou
1424 ---+42n), s kazdym tahem doprava vzroste o 1, s kazdym tahem doleva klesne
o 1 a pri tazich ve sloupcich se neméni — proto musi byt celkové pocty tahu doprava a
taht doleva dokonce stejné. Dokazali jsme tak, ze taht vSemi sméry musi byt alespon
24 (2n—1)+ (2n—1) = 4n. Pocet 4n tahu staci: Zeton 1 posuneme nahoru, pak vSechny
ostatni o 1 poli¢ko doleva a nakonec Zeton 1 do posledniho sloupce a doli.]

D2. V jedné tadeé stoji n zetonti postupné s ¢isly od 1 do n. V kazdém tahu mtzeme navzajem
vymeénit dva sousedni zetony. Kolika nejméné tahy lze puvodni poradi zetoni zménit na
opacné, tj. s ¢isly od n do 17 [@ taht. Kazdou dvojici zetontt musime nékdy (jako

sousedni dva zetony) piehodit. Protoze vSech dvojic je "("271) , potiebujeme asporni @

tahi. Tolik taht skute¢né staci — presuneme napiiklad nejprve zeton 1 na posledni misto
(n—1 tahu), pak Zeton 2 na predposledni misto (n — 2 tahi) atd., az nakonec Zeton n — 1

8
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D3.

n(n—1)

na druhé misto (1 tah). Tak vykondme pravé (n — 1)+ (n —2)+... +2+1 = =5

taht.]

V situaci ze soutézni tlohy je tentokrat v dolnim radku rozmisténo 2n zetont s ¢isly 1,
2,...2n v libovolném poradi. Kolika nejméné tahy lze vzdy dosdhnout toho, aby vsech 2n
zetonu bylo v dolnim radku rozmisténo vzestupne, tj. v poradi jako na zacatku puvodni
tlohy? [Tento pocet je stejny jako pocet tahti v soutézni tloze (ktery zde prozrazovat
nebudeme). Nejprve dokdzeme matematickou indukei nésledujici tvrzeni. Necht k je
prirozené ¢islo. Uvazujme hraci plan k x 2, na kterém je (pouze) v hornim radku néjaky
pocet zZetonu s urditymi navzdjem raznymi ¢isly vybranymi z mnoziny {1,2,...,k}. Pak
existuje takova posloupnost taht, kterd pro kazdé i premisti Zeton s cislem i (pokud
na pldanu je) na dolni policko i-tého sloupce a kterd k tomu pro kazdy Zeton vyuZije
nejmensi mozny pocet tahi. Pro k = 1 tvrzen{ zjevné plati. Necht je nyni ¥ = 2 a
necht pro vSechny hraci plany k' x 2, kde k' < k, tvrzeni plati. Na zadaném planu
k x 2 (ktery spliiuje predpoklady tvrzeni) vezméme Zeton s nejvétsim ¢islem, oznacme
je i, tento zeton posunme doli a pak ho presunme do i-tého sloupce. Nasledné diky
indukénimu predpokladu presuneme na spravnd mista vsechny Zetony, které se nachazeji
v prvnich 7 — 1 sloupcich. Poté budeme po jednom zleva presunovat jesté zetony, které
v zadaném planu k x 2 pripadné zustaly od i-tého sloupce napravo: Kazdy z nich, ma-li
¢islo j, presuneme nejdiive doleva do j-tého sloupce a potom dolti. Sestavili jsme tak pro
zadany plan 2 x k posloupnost taht, ktera ma zrejmé vSechny potrebné vlastnosti; diukaz
indukei je tak ukoncen.

Prejdéme k vlastni tloze D3. Pri libovolné vychozi situaci s tahy zacneme tak,
ze vsechny zetony — kromé toho s cislem 2n — posuneme nahoru a pak zeton 2n
presuneme na posledni misto (pokud uz tam nestél). Nésledné k Zetontim z prvnich 2n—1
sloupcii uplatnime posloupnost tahii z dokdzaného tvrzeni. Nakonec pak na spravné misto
presuneme pripadny Zeton z horniho policka posledniho sloupce. Pti takové konstrukci
bude pocet tahtt nejvétsi, budou-li na zac¢itku zetony usporadany sestupné. V tomto
pfipadé optimélnost konstrukee plyne z feseni pivodni dlohy.]
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4. Jsou ddana dvé lichd prirozend cisla k a n. Martin pro kaZdd dvé prirozend cisla i, j
spliugici 1 £ i < k a1l £ j < n napsal na tabuli zlomek i/j. Urcete medidn vsech
téchto zlomku, tedy takové redlné cislo q, Ze pokud vsechny zlomky na tabuli seradime
podle hodnoty od nejmensi po nejuétsi (zlomky se stejnou hodnotou v libovolném
poradi), uprostred tohoto seznamu bude zlomek s hodnotou q. (Martin Melicher)

SURVI . y . o 1 PR
RESENI. Ukazeme, Ze hledany median ma hodnotu ¢ = Pl V celém teseni bude
n
q znacit pravé toto cislo.
Protoze dané ¢isla n a k jsou lichd, zlomek s hodnotou ¢ je na tabuli skutecné zapsan
1
5(E+1)
s(n+1)
Podle porovnani s ¢islem g fekneme, ze néjaky zlomek je

— kuptikladu to je zlomek

> malyj, je-li jeho hodnota mensi nez ¢,
> stredni, je-li jeho hodnota rovna g,
> velky, je-li jeho hodnota veétsi nez q.

Pocet k-n vsech zapsanych zlomk je lichy; abychom ukazali, Ze pri jejich usporadani
podle velikosti bude mit prostfedni zlomek hodnotu ¢, stac¢i dokazat, ze malych zlomk je
na tabuli praveé tolik jako téch velkych. (Posledni bude také znamenat, Ze pocet stiednich
zlomkd je lichy, coz znovu potvrdi jejich existenci.)

Zlomky zapsané na tabuli sparujeme — kazdy zlomek i/j ddme do dvojice se zlom-
kem i'/j" (a naopak), pravé kdyZ bude / = k+1—ia j' =n+1— j, coz lze skuteéné
prepsat symetricky jako i +i = k+ 1 a j + 7/ = n+ 1. Uvédomme si, Ze nerovnosti
1=si<kal<sj<nziejmé plati, pravé kdyz plati 1 £ ¢ S ka1l < 5/ < n. (Praveé tyto
celociselné nerovnosti urcuji mnozinu zlomku zapsanych jako i/j, resp. i'/j'.)

Je ziejmé, ze pouze zlomek z konce druhého odstavce naseho teseni je takto ,sparo-
van“ sam se sebou a ze vSechny ostatni zapsané zlomky jsou skutecné rozdéleny do dvojic.
Pokud dale ukazeme, ze v kazdé takové dvojici je bud jeden maly a jeden velky zlomek,
anebo v ni jsou dva stfedni zlomky, vyplyne z toho uz potrebny zavér, ze pocet malych
zlomk je stejny jako pocet velkych zlomki.

Diky zminéné symetrii staci ovéfit, Ze pti zavedeném oznaceni je zlomek i’/ maly,
pravé kdyz je zlomek i/j velky. Ovéfeni cestou ekvivalentnich tprav je rutinni:

i k41 E+1—1 k+1
- < = - <
7 n+1 n+l—7 n+1
s (k+1)n+1)—in+ 1) < (k+1)(n+1)—(k+1)j <
1 k+1

& H>k+1)) & - > .
in+1) > (b+1)j & >

& (k+1—id)n+1)<(k+Dn+1-7) <

Tim je celé feseni hotovo.
POZNAMKY.

1. Namisto tprav nerovnosti v zavéru feseni jsme mohli provést tuto tivahu: Vezméme
Jj stejnych zlomku /5 a j" stejnych zlomku i’ /" — celkem to je j+j zlomki se souc¢tem
i+1', takze jejich aritmeticky prameér je roven (i +1')/(j +j') = (k+1)/(n+1) = q.
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Protoze jsme ovSem pramérovali nejvyse dvé rizné hodnoty, Slo bud o jedinou
hodnotu ¢, nebo o jednu hodnotu mensi nez ¢ a jednu hodnotu vétsi nez q.

2. Motivaci ke zvolenému parovani zlomku i/j a /5’ poskytuje nésledujici uzitené
pravidlo (z ndvodné tlohy N4): Pro libovolnou ¢tverici realnych cisel a, b, ¢ a d, kde
pritom b > 0 a d > 0, plati implikace

a c a a+c ¢

25d 7 b Sbtrd " d

Pti oznaceni z naseho feSeni totiz staci jen rozlisit, ktery ze dvou zlomku i/j a i'/j
ma mensi hodnotu, a podle toho uplatnit uvedenou implikaci. Dostaneme tak, ze
zlomek s mensi hodnotou je skuteéné maly a ze zlomek s vétsi hodnotou je skutecné

/

velky.

JINE RESEN{. Na tlohu se podivame geometricky — vyuzijeme k tomu rovinu s kar-
tézskou soustavou soutadnic Oxy. V ni kazdy zlomek i/j, ktery Martin zapsal na tabuli,
znéazornime jako bod B s dvojici souradnic [j,i].* Dostaneme tak pravé ty body B[j, i
nasi roviny, pro které j € {1,2,...,n} ai € {1,2,...,k}. MnoZinu téchto bodu, kterou
jsme na obrazku vykreslili pro n = 11 a k£ = 5, ozna¢ime M a budeme ji dale tikat
,mifzka“. Ma tvar obdélniku s vrcholy [1,1], [n, 1], [n, k] a [1, k]. Protoze ¢isla n, k jsou
lichd, m4 stied S tohoto obdélniku celodiselné soufadnice jo = 3(n+ 1) a ig = 5(k + 1).
Stied S[jo, 0] je tak sém bodem miizky M. Dodejme jesté, ze piimka OS méa smérnici
i0/Jo a Ze hodnotu tohoto zlomku stejné jako v prvnim feseni oznadime ¢ i v zavéru
tohoto reseni.

Y
A
©o o o o o o o o o o
’
o o o B o_ o o o o o o
~
0O ~_ S
Il o o o o o o o o o o
~
=2 N
o o o o o o T _ o o o
B
o © o o o o o o o o
O n=11 x

Vsimnéme si, ze podle stfedu S je soumérny nejen zminény obdélnik, ale soumérna
je i samotnd mrizka M (na obrazku jsme vyznadili jeji dva soumérné sdruzené body B
a B').** Sestrojime-li proto pfimku OS, bude uvnitt kazdé z obou vytatych polorovin
lezet stejny pocet bodu z M. Vyjasnéme, ¢im se tyto stejné pocetné skupiny bodiu ,,pod
primkou OS* a ,nad primkou OS“ lisi.

Bod Blj, ] mfizky M lezi pod ptimkou OS, pravé kdyz mé primka O B mensi smérnici
nez piimka OS, tj. pravé kdyz plati i/j < ig/jo = q. Pod pfimkou OS tudiz lezi prave ty
body Blj, i] miizky M, které odpovidaji malgm zlomkum i/j, jak jsme jim fikali v prvnim
feseni. Podobné body mrizky M nad ptimkou OS odpovidaji velkym zlomktim. Tak jsme
znovu ovérili potiebné tvrzeni, ze totiz malych i velkych zlomkt je stejny pocet.

* Duvodem k takové zméné poradi ¢isel i a j je, ze hodnota dotycného zlomku i/j se rovnd smérnici
primky, kterd spojuje podatek O[0,0] pravé s bodem Blj,1].
** K tomuto tvrzeni, které lze povazovat za ziejmé, se jesté vratime v pozndmce za FeSenim.
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P0OzZNAMKA. V druhém fesenf jsme vyuzili soumérnost se stredem S[jo, 7g]. Ta zobrazi
kazdy bod Blj,i] na bod B'[j’, '], kde (jak zndmo z analytické geometrie) plati j' = 2jo—j
a i’ = 2ig — i. Po dosazeni jo = £(n + 1) a ip = 3(k + 1) dostaneme symetrické rovnosti
j+j =n+1lai+7 =k+1. Vidime, Ze parovani zlomkiu z prvniho feSeni je vyjadienim
soumeérné sdruzenosti bodi mrizky M z druhého teseni. Tato dvé feseni tak jsou zalozena
vlastné na stejném népadu.

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

Martin napsal na tabuli hodnotu rozdilu i/j — j/i pro kazdou dvojici pfirozenych ¢isel
i £ 5, j £ 5. Urete medidn vSech ¢isel na tabuli. [Medidn je 0, protoze vzdy, kdyZ je
rozdil i/j — j/i kladny, je opaény rozdil j/i —i/j zaporny a naopak. Podrobnéji: ozna¢me
f@i,j) =1i/5 — j/i, pak na tabuli je 25 &isel, z nich 5 — f(1,1), f(2,2), f(3,3), f(4,4)
a f(5,5) — je rovno 0. Zbylych 20 ¢isel rozdélime do 10 dvojic: kazdé &islo f(4, ), kde
i # j, sparujeme s ¢islem f(j,4). V kazdé dvojici je zfejmé jedno ¢islo kladné a jedno ¢islo
zaporné. Na tabuli je tak 10 ¢isel kladnych, 10 zadpornych a 5 nul. Medidn je proto 0.]
Reste soutézni tlohu pro pifpad k = n. [V tomto pifpadé je mediin 1. Podobné jako
v tloze N1 vyclenime zvl4st zlomky i/i s hodnotou 1 — téch je k, tedy lichy pocet.
Ostatni zlomky zase rozdélime do dvojic: kazdy zlomek i/j sparujeme s prevracenym
zlomkem j/i. V kazdé dvojici je zfejmé jeden zlomek mensi nez 1 a jeden zlomek vétsi
nez 1. Zlomku mensich nez 1 je tedy stejny pocet jako zlomku vétsich nez 1, takze 1 je
medidn.]

Reste soutézni tlohu pro piipad n = 3. [V tomto piipadé je medidn (k + 1)/4. Na tabuli
méme pro kazdé i € {1,2,...,k} napsdny t¥i zlomky /1, i/2, i/3. Zaméfme se nejprve
na zlomky i/2. Protoze k je liché, ve vzestupném poradi téchto zlomku stoji uprostied
zlomek 3(1/2 + k/2) = (k + 1)/4, ktery tak je jejich medidnem. Porovndme s nim nyni
ostatnich 2k zlomku i/1 a i/3 s ¢itateli ¢ od 1 do k. Vyuzijeme k tomu jednak ekvivalence

i k+1 3(k+1) k+1—i k+1

- 1) — s
1<4<:>(k+)z> T © 3 >

jednak tytéz ekvivalence s opa¢nymi znaky ostrych nerovnosti. Plyne z nich, Ze pocet
téch zlomku i/1, které jsou mens{ (resp. vétsi) nez (k + 1)/4, je stejny jako pocet téch
zlomk /3, které jsou vétsi (resp. mensi) nez (k + 1)/4. Odtud uz plyne, Ze (k+1)/4 je
hledany median vSech 3k zlomk.]
Dokazte, ze pro libovolnou ¢tverici redlnych ¢isel a, b, ¢ a d, kde pritom b > 0 a d > 0,
plati implikace

a c a a—+c c

b d b “b+d o d
[Nerovnosti z pravé strany implikace jsou ekvivalentn{ s nerovnostmi a(b+ d) < (a + ¢)b,
resp. (a + ¢)d < ¢(b+ d). Ty jsou zfejmé obé ekvivalentni s nerovnosti ad < be, jez je
dusledkem nerovnosti z levé strany implikace.]
Napisme na tabuli soucet a + b+ c+ d+ e pro kazdou pétici (a, b, ¢, d, e) prirozenych isel
mensich neZ 6. Urcete medidn vsech 5° &fsel na tabuli. [Medidn je 15. Pétici (3,3, 3,3,3)
se souCtem 15 dejme stranou a ostatni pétice rozdélme do dvojic tak, ze kazdou pétici
(a,b,c,d, e) sparujeme s pétici (6 —a,6 —b,6 —c,6 — d,6 — e). V kazdé dvojici bud obé
pétice maji soucet 15, nebo jedna pétice ma soucet mensi nez 15 a druha pétice ma soucet
vetsi nez 15.]
Necht k, n jsou lichd prirozena ¢isla. Pro kazda dvé prirozend éisla ¢ < k, 7 < n napiSme na
tabuli zlomek (i—35)/(i+4). UrCete medidn vSech téchto zlomku. Vyuzijte k tomu vysledku
soutézni ulohy. [Ukazte, ze pro kladna ¢isla a, b, ¢, d plati (a—b)/(a+b) < (c—d)/(c+d),
pravé kdyz a/b < c¢/d. Z hlediska usporddani hodnot zlomku je tedy situace na tabuli
stejnd jako v soutézni uloze. Oznacime-li proto z/y medidn ze soutézni tlohy, bude
hledany medién roven (z —y)/(z + y).]

12



72. ROCNIK MO (2022/2023) DOMACI CAST I. KOLA KATEGORIE A

D3.

D4.

D5.

Uvazujme mnozinu {1,2,4,5,8,10, 16, 20, 32,40, 80,160} a vSechny jeji tiiprvkové pod-
mnoziny. Rozhodnéte, zda je vice téch, které maji soucin svych prvka vétsi nez 2006,
nebo téch, které maji soucin svych prvki mensi nez 2006. [56-A-S-2]

Martin pro kazdou neprazdnou podmnozinu M mnoziny {0,1,...,16} napsal na tabuli
zbytek souctu vsech prvkl z M po déleni ¢islem 17. Urcete, ktery zbytek mé na tabuli
nejvétsi pocet vyskyti. [Zbytek 0. Ukazeme, ze pokud bychom na tabuli nezapsali zbytek
souctu prvku celé mnoziny {0,1,...,16}, tak kazdy zbytek od 0 do 16 by mél na tabuli
stejny pocet vyskyti. K dikazu uvazme vSechny k-prvkové podmnoziny {0,1,...,16}
s pevinym k od 1 do 16. Rozdélme tyto podmnoziny do 17prvkovych skupin tak, ze v kazdé
skupiné budeme mit s kazdou mnozinou {z1, . ..,z } nésledujicich 16 mnozin (sé¢itan{ ddle
chapeme jako operaci se zbytky modulo 17): {1+x1,...,1+zi}, {2+21,..., 24z}, . ..,
{16+z1,...,16+ 24 }. Zbytky souctt prvki jednotlivych 17 mnozin v kazdé skupiné tedy
budou zbytky > x;, k+ > x;, 2k+ > x4,..., 16k+ )" ;. V tomto seznamu zbytki bude
kazdy ze 17 moznych zbytkl zastoupen pravé jednou, a to diky nesoudélnosti ¢isel k£ a 17.
Protoze to plati pro kazdou vytvofenou skupinu, kazdy zbytek bude zbytkem souctu
prvku stejného poctu k-prvkovych podmnozin, a to pro kazdé k od 1 do 16. Tim je
slibeny dikaz hotov. Protoze nezahrnutd 17prvkovd mnozina {0,1,...,16} mé soudet
prvki 136 se zbytkem 0, je tento zbytek zapsan na tabuli v po¢tu o 1 vétsim nez kazdy
jiny ze 16 zbytk.]

Zlomkovou ¢dsti {x} redlného &isla x nazyvame éislo {z} = x — |z], kde |x] znadi
celou ¢dst &isla x (viz soutézni tlohu 1). Uvazujme jednak median éisel {v/1}, {v/2},.. .,
{1/999 999}, jednak median &isel {/1}, {+/2},..., {/999999}. Ktery z téchto medidnii
je vetsi? [Vétsi je druhy medidn. Necht n je prirozené &islo. VSimnéme si, ze pro celd
¢sla i od n? do n? + n, kterych je n + 1, plati n < Vi < n+ 3, takze {Vi} < i.
Podobné pro celd &sla i od n? +n+ 1 do n? +2n = (n + 1) — 1, kterych je n, plati
{\ﬂ} > % Porovnanim obou poctu i zjistujeme, Ze pro nejtésnéjsi vétsinu celych ¢isel
i z intervalu (n?,(n + 1)2 — 1) je hodnota {v/i} mens{ nez . Nechdme-li n probihat
hodnoty od 1 do 999, uvazované intervaly disjunktné pokryji cela cisla pravé v rozpéti
od 1 do 999999. Proto je v prvni zadané posloupnosti vétsina ¢isel mensich nez %, tudiz
je takovy i jejich median. Podobné se nyni pro pfirozené n podivejme na hodnoty {+/i}
pro celd &fsla i z intervalu (n3, (n+1)% — 1). Pro uvazované i plati {V/i} < %, pravé kdyz
i< (n+ %)3 =n%+ 3n%+ 3n 4 L. Pocet dotyénych 4, které splituji posledni podminku,
je tedy pravé [3n®+ 3n+ &] + 1, coz nepfevysuje hodnotu 3n? + 2n + 2, ktera je diky
n = 1 mendf nez 1[(n + 1)3 — n®]. Nerovnost {V/i} < 5 tak spliluje mensina celych
C¢isel ¢ ze zkoumaného intervalu. Vezmeme-li nyni n od 1 do 99, tyto intervaly disjunktné
pokryji celd ¢isla pravé v rozpéti od 1 do 999999. Proto je v druhé zadané posloupnosti
vétsina Cisel vétsich nez %, tudiz je takovy i jejich median. Dohromady dostavame, ze
druhy medidn je vétsi nez prvni.
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5. Je ddn ostrotuhly riznostranny trojuhelnik ABC. Osa vnitrniho thlu u vrcholu A a osy
stran AB, AC vymezuji trojiuhelnik. Dokazte, Ze prusecik jeho vysek lezZi na téznici
z vrcholu A. (Josef Tkadlec)

RESENI. Necht v daném trojihelniku ABC znaéi M stied strany AB, N stied
strany AC', K a L pruseciky osy thlu CAB po tadé s osami stran AB a AC, jejichz
prusecik je oznacen O. Trojuhelnik KLO je tedy tim trojuhelnikem, o kterém je tec
v zadani ulohy. Prusecik jeho vysek jesté oznacime H. Vsechny pojmenované body jsou
vyznaceny na obréazku 1 nakresleném pro pripad |AB| < |AC|. (Pfipad |[AB| > |AC|
vypada analogicky, pripad |[AB| = |AC| je zaddanim vyloufen — body K, L, O tehdy
splyvaji v jeden bod.)

Obr. 1

Podle zadani mame dokazat, ze bod H lezi na téZnici z vrcholu A trojihelniku ABC.
Vyuzijeme k tomu vysledek navodné tlohy N1, podle kterého staci ukazat, ze trojuhelniky
ABH a AC'H maji stejny obsah.

Diky tomu, ze HL 1 OK 1 AB, plati HL || AB. Bod H tak ma od primky AB
stejnou vzdalenost jako bod L. Ta je ovsem rovna délce tsecky LN, nebof bod L lezi
na ose thlu CAB a N je kolmy prumét L na AC. Dohromady dostavame, ze obsah
prvniho trojihelnfku ABH je roven 3|AB|-|LN|. Analogicky zjistime, Ze obsah druhého
trojuhelniku ACH je roven |AC| - |KM|. Zbyvé tak dokdzat rovnost |AB|-|LN| =
= |AC| - |[KM|.

Pro body K a L lezici na ose uhlu CAB plati |[<MAK| = |<NAL|. Pravouhlé
trojuhelniky AKM a ALN jsou tudiz podobné podle véty wu, a proto plati tmeéra
|[KM]| : |[AM| = |LN| : |AN|. Odtud s ohledem na |[AM| = %|AB| a |AN| = 1]AC|
dostavame |KM| : |AB| = |LN| : |AC| neboli |AB| - |LN| = |AC| - |KM], jak jsme
pottebovali dokazat.

JINE RESENI. Kromé bodu z prvniho feSeni uvizime jesté prusecik E primek AB,
KH a F prusecik primek AC, LH. Opét si povSimneme, ze plati KH || AC a LH || AB,
takze ctyfihelnik AEHF je rovnobéznik (viz obr. 2).

Znovu vyuzijeme také podobnost trojihelniki AKM a ANL, podle které plati
|KM| : |[LN| = |AM]| : |AN| = |AB| : |AC|. Shodnost vnéjsich thla pfi vrcholech
E, F rovnobézniku AEH F znamend, ze | X KEM| = |XLFN|. Podobné jsou tak rovnéz
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pravoihlé trojihelniky EKM a FLN, odkud plyne, ze pomér |EM]| : |FN| je roven
poméru |K M| : |LN]|, tedy i poméru |AB| : |AC|. Proto plati

A A
AE| _ |AM| — |EM| _ fadl " |ANI - G55 - IFN] 4B
|AF| ~ |AN|—|FN| |AN| — |FN| - AC)

tudiz trojihelniky AEF a ABC' jsou podobné podle véty sus (shoduji se v thlu pti
vrcholu A a v poméru prilehlych stran). Dostavame tak rozhodujici relaci EF || BC.

Protoze v rovnobézniku AFHF' primka AH puli thlopricku EF, puli tato primka i
usecku BC', ktera je totiz s useckou E'F stejnolehla podle stifedu A. Jinak feceno, bod H
lezi na téznici z vrcholu A trojuhelniku ABC, jak jsme méli dokazat.

JINE RESENi. UvdZime body K, L, M, N, O, H, E, ' z druhého feSeni. Stejné
jako tam zdtvodnime, ze AEHF je rovnobéznik, a tudiz stied usecky EF lezi na
poloptimce AH. Na ni bude lezet i stfed P strany BC, pokud dokazeme, ze plati
EF || BC.

B TP C
Obr. 3

Diky konstrukci ze zadani ulohy a rovnobézniku AEHF je Sest uhla KAE, KAF,
KBA, LCA, AKE a ALF vyznacenych na obr. 3 shodnych. Podle véty uu tak plati
ANABK ~ ANACL a ANAKE ~ AALF. Podle prvni podobnosti plati |[AB| : |AC| =
= |AK| : |AL|, podle druhé podobnosti je |AK| : |AL| = |AE| : |AF|. Dohromady
dostavame |AB| : |[AC| = |AE| : |AF|, takze podle véty sus plati AAEF ~ AABC,
a tudiz EF || BC, jak jsme slibili dokazat.
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P0zZNAMKA. Ve vsech trech FeSenich jsme mlcky predpokladali, Zze H je vnitini bod
trojuhelniku ABC. Plyne to z ivahy o thlech v tfetim feseni, podle které ma trojuhelnik
AFEK tupy vnitini thel u vrcholu F, takze E lezi uvnitt usecky AM. Obdobné F' lezi
uvnitt usecky AN. Dohromady to uz znamend, ze vrchol H rovnobézniku AEHF je
skutecné vnitinim bodem trojtihelniku ABC' — lezi totiz uvnitt rovnobézniku AM PN.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

Umluva. V Fesenich tiloh budeme obsah trojihelniku XY Z znaéit [XY Z].

Necht X je vnitini bod trojihelniku ABC'. Dokazte, ze X lezi na jeho téznici z vrcholu A,
pravé kdyz trojthelniky ABX a ACX maji stejny obsah. [Oznadme D pruseéik polo-
piimky AX se stranou BC'. Trojuhelniky ADB a ADC maji spole¢nou vysku z vrcholu A,
proto [ADB] : [ADC] = |DB| : |DC|. Podobné také [XDB] : [XDC] = |DB| : |DC|.
Dohromady dostavame

[ABX] [ADB] - [XDB] {poi-ADC]— {5¢ - [XDC]  |DB
[ACX] [ADC]-[XDC] [ADC] — [X DC] Dol

Vidime, ze trojihelniky ABX a ACX maji stejny obsah, pravé kdyz |DB| = |DC|, tj.
praveé kdyz D je stted BC neboli AD je téznice trojihelniku ABC. Jiny postup: Spojme
vnitini bod X s vrcholy A, B, C a stfedem D strany BC. Protoze [ XBD] = [XCD],
rovnost [ABX] = [ACX] nastane, pravé kdyz [ABX] + [XBD] = [ACX] + [XCD], tedy
pravé kdyz dvojice tiseéek AX, X D puli obsah trojihelniku ABC'. To ziejmé plati, pokud
X lezi na useCce AD, a navic to zfejmé neplati, lezi-li X uvnitf jednoho z trojihelniku
ABD, ACD]

Umluwva. V Glohdch N2-N4 budeme zkoumat situaci ze soutézni tlohy. Necht tedy
v ostroihlém ruznostranném trojihelniku ABC' zna¢i M stied strany AB, N stied
strany AC, K a L prusec¢iky osy thlu pti vrcholu A po fadé s osami stran AB a AC,
jejichz prusecik je oznacen O; konecné H znadi prusecik vysek trojihelniku K LO.
Dokazte, ze vzdélenost bodu H od piimky AC je rovna |[KM|. [Z KH L LN 1 AC
méme KH || AC. Tim padem vzdalenost H od AC je stejna jako vzdalenost K od AC.
Jelikoz K lezi na ose tthlu BAC, mé od AC stejnou vzdalenost jako od AB, tedy |KM]|.]
Necht ptimka HK protind stranu AB v bodé E a ptimka HL stranu AC v bodé F.
Dokazte, ze pfimka AH déli tsecku EF na dva shodné tuseky. [Plati HE || AC a
HF || AB, takze AEHF je rovnobéznik. Jeho thlopticky EF a AH se proto navzajem
puli.]

Pfi oznaceni z tlohy N3 dokazte, Ze trojihelniky EMK a FNL jsou podobné. [Plyne
to z véty uu, protoze trojuhelniky maji u vrcholid M, N pravé uhly a také jejich uhly
u vrchotu F, F' jsou shodné (diky rovnobéZniku AEHF, viz feSeni N3).]

Uzitim vysledku tlohy N1 dokazte znamé tvrzeni, ze téznice libovolného trojihelniku se
protinaji v jednom bodé. [V trojihelniku ABC oznaéme T prusecik téznic z vrcholu B
a C. Z ulohy N1 vime, ze [ABT] = [BCT] a [BCT] = [ACT], odkud [ABT] = [ACT],
tudiz opét podle tlohy N1 bod T lezi na téznici z vrcholu A.)

V trojthelniku ABC oznacme D prusecik osy thlu BAC se stranou BC. Dokazte,
7e |BD| : |DC| = |AB| : |AC]|. [Trojihelniky ABD a ACD maji spolenou vysku
z vrcholu A, proto [ABD] : [ACD] = |BD| : |DC|. Zéaroven vSak maji shodné vysky
z vrcholu D, takze [ABD) : [ACD] = |AB| : |AC|. Z obou rovnosti uz plyne potfebny
Z4ver.]

Osa thlu BCA trojthelniku ABC protne jemu opsanou kruznici v bodé R rizném od
bodu C, osu strany BC' protne v bodé P a osu strany AC' v bodé Q. Stred strany BC
oznacime K a stied strany AC oznacime L. Dokazte, ze trojuhelniky RPK a RQL maji
stejny obsah. [IMO 2007, dloha 4, fes. IMO Shortlist 2007, Problem G1.]
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6. Uvazujme posloupnost (a,)22, definovanou ndsledovné:
a1 =3 a a,=a1aas...a,_1 — 1 pro vsechna n = 2.
Dokazte, Ze existuje

a) nekonecné mnoho prvocisel délicich alespon jeden clen této posloupnosti;
b) nekonecné mnoho prvocisel nedélicich Zadny clen této posloupnosti.

(Martin Melicher)

RESEN{. a) Matematickou indukci nejdiive dokdZeme, ze a, = 2 pro kazdé n. Pro
n = 1 an = 2 to plati, nebot a; = 3 a as = 2. Pfedpokladejme nyni, ze pro
nékteré n = 3 nerovnost ap = 2 plati pro kazdé k < n. Podle zadani pak méme
ap = 10203 ...ap—1 — 1 = ajas — 1 = 5, takze skutecné a,, = 2.

Ukazme nyni, ze vSechny ¢leny a,, jsou navzajem nesoudélna ¢isla. Pro libovolné dva
indexy k < n totiz plati a | a1az . ..a,—1 = a, + 1, odkud pro nejvétsi spolecny délitel D
¢isel ay, a ay dostdvame D | a, a zaroven D | a, + 1 (nebot D | a; a ay | a, + 1), takze
nutné D = 1, tedy a, a a jsou nesoudélna cisla.

S ohledem na a,, = 2 najdeme pro kazdy index n prvocislo, oznaéme ho p,, pro které
Pn | an. Diky tomu, ze vSechna a,, jsou navzdjem nesoudélnd, vSechna nalezend prvocisla
Pr jsou navzajem ruzné. Tvrzeni z ¢asti a) je tak dokdzano.

b) Je-li n = 2, tak a1 = ajazas . ..a,_1a, —1 = (a, + 1)a, — 1 = a2 +a, — 1. Dale
budeme pracovat s timto vyjadienim.

Predpokladejme, ze plati p | a, pro néjaké n = 2 a pro néjaké prvocislo p.
Pak a,1 = a2 +a, —1 = —1 (mod p). Odtud pro dalsi ¢len a, o dostaneme
Unto = a2, +any1 —1=(-1)*+(=1)—1=-1 (mod p), a tak nynf{ matematickou
indukei dochézime k zavéru, ze vSechny ¢Gleny ay s indexy k& 2= n + 1 davaji pi déleni p
stejny zbytek p — 1. Pokud uvedeny predpoklad p | a,, bude pro néjaké n = 2 splnén, dané
prvocislo p nazveme Spatné. Nasim tukolem je vlastné najit nekoneéné mnoho prvocisel
p = 5, kterd nejsou $patnd (podminku p = 5 klademe, aby neplatilo p | a; = 3).

Méjme nyni prvocislo p s vlastnosti, ze pro néjaké n = 2 plati a,, = 1 (mod p).
Potom any1 = a2 +a, —1 =12+1—-1 =1 (mod p), takze uzitim matematické
indukce dostdvame, Ze vSechny ¢leny ay s indexy k = n davaji pri déleni p zbytek 1.
Tehdy dané p nazveme dobré. VSimnéme si, Ze zadné prvocislo p = 5 nemize byt dobré i
Spatné zaroven — neni totiz mozné, aby pro dostatecné velka k platily obé relace ar = 1
(mod p) i ay = —1 (mod p). Proto nam staci dokéazat, ze existuje nekoneéné mnoho
dobrych prvocisel.

Ke hledani dobrych prvoéisel vyuzijeme posloupnost (b,)72; zadanou predpisem
b, = a, — 1 pro kazdé n = 1. Je zfejmé by = 2, by = 1 a pro kazdé n = 2 plati

bpi1 =api1 —1=(a2+a,—1)—1= (b, + 1)+ (b, +1)—1)—1=
= b2 4 3b, = by (b, + 3).
Prvodéislo p je pak dobré, pravé kdyz p | b, pro néjaké n = 2. Dostali jsme se tak k situaci
podobné té, kterou jsme fesili v ¢asti a) — potfebujeme dokazat existenci nekone¢né mnoha

prvocisel délicich aspon jeden ¢len nové posloupnosti (by, )52, uréené prvnim ¢lenem by = 1
a vztahem b, 11 = b, (b, + 3) pro kazdé n = 2.
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Zacneme povSimnutim, Ze by | b,, pokud 2 < k < n. Skuteéné z byy1 = b(br + 3)
mame by, | bxy1 a odtud uz indukei plyne by | b, pro kazdé n = k.

Nyni dokéazeme, ze za predpokladu 2 < k < n jsou éisla by + 3 a b, + 3 nesoudélna.
Jejich nejvétsi spolecny délitel D totiz spliuje D | by + 3 | b1 | by & zéroven D | b, + 3,
takze dohromady D | (b, 4+ 3) — b, = 3, a proto bud D = 1, nebo D = 3. Zbyva vyloudit
hodnotu D = 3: S ohledem na by = 1 plyne ze vztahu b, 11 = b, (b, + 3) snadnou indukei
relace b, = 1 (mod 3) pro kazdé n = 2, takze 3 { b,, a proto také 3 1 b, + 3, a tedy
D # 3.

Konec¢né vime, ze b, = 1 pro kazdé n (nebot a,, = 2), a tedy b, + 3 = 4. Pro kazdé
n tak najdeme prvodcislo p,, s vlastnosti p,, | b, + 3. VSechna tato prvodcisla p,, jsou podle
predchézejiciho odstavee navzdjem ruznd, navic z b, + 3 | byy1 vyplyva (pro nas klicova)
relace p,, | bpy1 pro kazdé n = 2. Nasli jsme tedy potfebnou nekoneénou posloupnost
prvocisel délicich aspon jeden clen posloupnosti (b,)2%,. Dikaz tvrzeni z ¢asti b) je
ukoncen.

PozNAMKA. Ukdzeme, Ze tvrzeni z Casti a) lze rovnéz dokdzat sporem. Pripustme

tedy, ze vsech prvocisel, kterd déli néktery ¢len posloupnosti (a,)5°;, je koneény po-

¢et — oznacme je pi,...,pr. Jisté najdeme tak velky index r, ze mezi déliteli prv-
nich r ¢lent aq,...,a, jsou vsechna prvocisla pq,...,pr. Pak ovSsem nasledujici c¢len
ary1 = aas...a, — 1 je celé cislo, neni délitelné Zzadnym z téchto prvocisel, a to je
(s ohledem na nerovnost a,+1 = 2 z tivodu FeSeni) spor.

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:
V tlohdch N1-N4 a D1 znaéi (a,)52; posloupnost ze zadani soutézni tlohy.

N1. Dokazte, ze kazdé dva Cleny a,,, a, jsou v pripadé m # n dvé nesoudélnd &isla. [Je-li
m > n neboli m — 1 2 n, pak z rovnosti a,, = ajazas...a,m—1 — 1 plyne a, | a,, + 1. Pro
nejvétsi spoleény délitel D ¢isel ayy,, ay, tak plati D | a,, a zaroven D | a,, | am + 1, takze
rovnéz D | (am +1) —am =1, tj. D =1]]

N2. Pro kazdé n = 3 vyjddiete a, pouze pomoci an_1. [an, = (a1a2...ap—2)an—1 — 1 =
= (an—l + 1)an_1 —1= ai_l + ap—1 — 1}

N3. Necht p = 3 je prvodislo a necht p | a, — 1 pro néjaké n. Dokazte, Ze p t a,, plati
pro kazdé m = n. [Jelikoz p =2 3 a a; — 1 = 2, tak n # 1. Z pfedpokladu a, =1
(mod p) podle vysledku N2 dostavame a,11 = a2 +a, —1=1>+1-1=1 (mod p).
Matematickou indukei pak ziskdvame a,, =1 (mod p) pro kazdé m = n. Relace p1 a,,
je toho dusledkem.|

N4. Necht p = 3 je prvocislo a necht p | a, — 1 pro néjaké n. Dokazte, Ze p 1 a,, plati
pro kazdé m < n. [P¥ipustme, Ze naopak p | a,, pro néjaké m < n. To spolu s rovnosti
ap = 410203 . ..0n—1 —1 znamend, ze p | anm, | ar1ag2a3 ... an—1 = an+1. Dohromady méme
plan,—lap|a,+1, atedyp]| (a,+1)—(a,—1) =2, coz odporuje pfedpokladu p = 3.]

D1. Dokaizte, ze &isla a2, + a, + 1 a a2 + a, + 1 jsou v pifpadé m > n = 2 nesoudéln4.
[Necht p je prvoéislo a p | a2 + a, + 1. Jelikoz 3 = a1 | ajaz...an_1 = a, + 1, tak
a, =2 (mod 3), aproto a2 +a, +1=22+2+1=1 (mod 3), takze p # 3. Podle
vysledku N2 postupné dostavame a, 1 = a2 +a, —1 = (a2 +a,+1)—2= -2 (mod p),
Uny2 = A +api1—1 = (=2)°+(-2)-1=1 (mod p),any3 =1>+1-1=1 (mod p),
déle uz matematickou indukei ziskdvame ar, = 1 (mod p) pro kazdé k = n + 2. Proto
&islo ayy, (s indexem m > n) dava po déleni p zbytek —2 nebo 1, tudiz &slo a2, + a,, + 1
dava zbytek 1 nebo 3. Z toho uz plyne potiebny zavér p { a2, + a,, + 1, nebot (jak uz
vime) p # 3.]

D2. Dokaite, Ze existuje nekoneéné mnoho prvoéisel, z nichz kazdé je délitelem souctu 22" +1
pro néjaké piirozené &islo n. [Opakovanym uplatnénim vzorce 228 — 1 = (28 — 1)(2F + 1)
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D3.

D4.

D5.

dojdeme k rozkladu 22" —1 = (22 +1)(22 +1)...(22" " +1). V pifpadé 0 £ n < m tak
plati 22" +1 | 22" _ 1. Nejvétsi spoleény délitel dvou lichych &isel 22" +1 a 22" +1 je
proto také délitelem é&fsla 22" — 1 a tudiz i ¢isla (22m + 1) — (22m — 1) = 2, takze je to
nutné cislo 1. Posloupnost (22n + 1)2020 je tudiz slozena s navzajem nesoudélnych cisel.
Pfitadime-li proto kazdému n jakykoli prvoéinitel ¢isla 22" + 1, dostaneme nekoneénou
posloupnost navzajem ruznych prvocisel vyhovujicich zadani ulohy.]

Dokazte, ze existuje nekonecné mnoho prvocisel, z nichz kazdé je délitelem rozdilu
22n=1 _ 1 pro néjaké piirozené ¢islo n. [Nejprve uzitim Eukleidova algoritmu dokazte:
Je-li d nejvétsi spolecny délitel prirozenych cisel a a b, pak nejvétsim spolecnym délitelem
¢isel 2¢ —1 a 2° —1 je ¢islo 22 — 1. V duisledku toho plati: Jsou-li p a ¢ dvé riizna prvoéisla,
pak ¢isla 2P —1 a 29—1 jsou nesoudélna. Vybereme-li proto ke kazdému lichému prvocislu p
néjaky prvocinitel ¢isla 2P — 1, dostaneme vybér nekoneéné mnoha prvoéisel vyhovujicich
zadan{ tlohy.|

Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho prvocisel, kterd nejsou déliteli souctu 22" 41
pro zadné piirozené ¢islo n. [Vyhovuji vSechna prvodéisla s vlastnosti ze zadani ilohy D3
(kterych je nekoneéné mnoho). Vezméme libovolné z nich, feknéme p, a vyberme k nému
dotyéné n s vlastnosti p | 22"~! — 1. Pfipustme, Ze pro né&jaké piirozené m rovnéz plati
D | 22" 1. Protoze &sla 2n—1 a 2% jsou nesoudélnd, diky tvrzeni uvedenému v fedeni
D3 jsou rovnéz nesoudélnd i ¢isla 22"~1 —1 a 22" _ 1. Jelikoz viak 22" +1 | 22" 1,
z predpokladu p | 22" + 1 dostévame p | 227" — 1, zaroveit viak p | 227~1 — 1, tudfz p je
spoleény délitel dvou nesoudélnych ¢isel, a to je spor.]

Dokazte, ze existuje nekone¢né mnoho prvocisel, kterd nejsou déliteli rozdilu 2271 — 1
pro z&dné piirozené ¢islo n. [Vyhovuji vSechna prvoéisla s vlastnosti ze zaddn{ dlohy D2
(kterych je nekone¢né mnoho). Dikaz sporem je stejny jako v feSeni D4, protoze vychézi
z téchze predpokladu: pro nékteré prvocislo p se najdou prirozena cisla m, n takova, ze
p|2%" +1ap|2?t —1]
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