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Matematicka olympiada - 48. r@&nik (1998/1999)

Komentai‘e k tloham tretiho kola pro kategorii Z9

Zadani uloh

Z9-111-1

Rovnost x2 +1% = 3ga mOZzeme zapsat ve tvaru  xZ + % = g.111. Prava strana této
rovnosti je d élitelnd ¢€islem 3, proto také sou éet x* +* nalevé stran é rovnosti musi byt

délitelny ¢€islem 3. VypiSeme-li vSechny mocniny p  firozenych ¢&isel mensi nez 999 (viz
tab.), zjistime, Ze uvedenou podminku spl  fuji pouze mocniny s cifernym sou  étem 9 (tj.
mocniny 9, 36, 81, 144, 225, 324, 441, 576, 729, 90 0). Proto i €islo 355 bude nasobkem
Cisla 9 (tj. 333, 666, 999). Poté jiz snadno zjistime, Zeplati: 22 +182 =Q0+2324 =332 a

15% + 217 =225+441=666.

Uloha ma tedy dv & feSeni; hledanymi é&isly x, yjsou é&isla 3, 18 a 15, 21.

1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

121 144 169 196 225 256 289 324 361 400

441 484 529 576 625 676 729 784 841 900

961 - - - - - - - - -

Poznamka: Ulohu Ize FeSit rovn &% metodou “pokus — omyl” bez nalezeni uvedené
zakonitosti d élitelnosti 3 resp. 9.

Hodnoceni:

maximum 6 bod 0 (nalezeni jednoho FeSeni 3 body)

Z9-111-2

V lichob ézniku MNCD plati |IDM| = [NC| =5 cm (1/5 z 25 cm), |XD| = 4 cm (1/5 z 20 cm) g pX
cm (podle Pythagorovy v éty). Trojuhelniky KLS a CDS (kde S je grsecik Use ¢éek KC, LD,
MN) jsou podobné (podle v éty uu) a plati |KL| : |CD| = 3: 1, tedy |KL| = 3.|CD] (viz obr. 1).

Pro délky zaklden lichob ézniku ABCD plati zarove i nasledujici vztahy: | AB| = |[KL| + 2.|MX|
= 3.|CD| + 6 a |AB| = |CD| + 10.|MX| = |¢B 30. Ze vztah & dostaneme | CD| =12 cma |AB| = 42
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cm.

Obvod a obsah lichob ézniku ABCD vypo éteme podle znamych vztah G,tedy o=a+b+c +
d=42+25+12+25=104 cm,

S=1/2(@+c).v = (42 + 12) . 10 = 540Tm

D C

. . '

Obr. 1

Hodnoceni:

maximum 6 bod G

objeveni podobnosti trojuahelnik G 2 body
vypo €et délek zakladen lichob ézZniku 2 body
vypo €et obvodu a obsahu lichob ézniku 2 body

Z9-111-3

Oznaéme hledana ¢isla pismeny a, b, c, d, e, f, g, lfviz obr. 2). Pro hledana ¢€isla plati
rovnosti a=h, b =g, c=f, d=¢ze odvodit ze vztah 0 mezi hledanymi ¢€isly, pop . ze
symetrie obrazku).

Podle pravidla uvedeného v zadani sestavime vztahy me  zi nezndmymi: c=a+b +d +g
(resp. c=a+2b+d),a=12+c,d=8+c,b =5+ 2c.

Po dosazeni do prvniho vztahu dostaneme c¢=12+c + 2(5+ 2c) + 8 + ¢ a odtud

vypo €éteme ¢ = — 6.

Tedya=h=6,b=g=-7,c=f=-6,d=e=2.

Reseni je znazorn éno na obr. 3.

4 4
3|a|3 3|6(5
2|ble 1 2|-7|-6 1
l|e|f|g|2 1 6|-7|2
h|3 5163
4 Obr. 2 4 Obr. 3

Hodnoceni:

maximum 6 bodi
objeveni rovnosti n ékterych neznamych 2 body
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30f3

sestaveni rovnosti pro neznamou ¢ 2 body
vypo €et neznamych 2bod y
Z9-111-4

Sou&et vnit fnich uhl & ve c":tymhelnl’ku je 360°, tedy plati e+ 3+ ¥+ & =360°. Upravou

& . .
tohoto vztahu dostaneme — + — + & + — =180°. To znamen4a, Ze sou ¢et dvou
2

2 2 2
protilehlych vnit Fnich ahl G étyfuhelniku KLMN (viz obr. 4) je 180°. Maji-li byt veli  kosti
vnit Fnich dahl G étyrahelnik G ABCD a KLMN shodné, pak musi nastat jednazt échtot i
moznosti:

1 @+ f=180"ny+ 8 =180"
a+ y=180" n v+ &=180"
a+ d=180" ~n f+y=180°

2.
3.

Upravou t &chto vztah G dosp &jeme k zav éru, Ze sou éty Uhl G pfi vrcholech &ty fuhelniku
KLMN jsou rovny 90° (nap F. &2 + £/2=90°, ¥#/2+ &/2 =90°). Uloha matedy Fedeniv

pfipadé, ze Ctyfuhelnik ABCD je ¢tverec, tj. a= f=y=5=

Obr. 4 ???
Hodnoceni:

maximum 6 bod U

. . T2 - S
objeveni vztahu —+ — + 4 + —=180° 2 body
2 2
nalezeni t fFi moznosti 2 b ody
vyvozeni zav éru, Zze rfeSenim je &tverec 2 body
Zadani uloh
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