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Matematicka olympiada - 49. ra@&nik (1999/2000)

Komentai‘e k tloham prvniho kola pro kategorii Z9

KATEGORIE 29
29-1-1

Na obrazku 5 jsou dany body J, K, L, M, N. Sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC s pfeponou
AB, jedtlize vite, Ze body J, K, L, M, N lezi po fadé na pfimkach AB, BC, CA, vc, Vc.

N
+

Obr. 5 5
} (Cernekova)
ReSeni:
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Obr. 6

Rozbor:

Bod C lezi na pfimce MN = v¢ a zaroven na Thaletové kruznici s primérem KL, nebot je
vrcholem pravého Uhlu ACB, resp. KCL. Body A, B lezi na pfimce p, ktera je kolma k pfimce
MN = v¢ a prochazi bodem J. Zaroven bod A lezi na pfimce CL a bod B na pfimce CK (viz obr.
6).

Postup konstrukce:
1.« MN

t,, . Thaletova kruinice s primérem KL
C.Cer,m < MN

oodepn pLles VN

= CL e CK

A Ae pmes CL

B Be pme CK

& ABC

o= B b

Poznamka: Za spravny povazujeme i postup konstrukce zapsany slovy.

Diskuse: Uloha mé pro zadané body dvé FeSeni (Thaletova kruznice protina pfimku MN ve
dvou bodech).

29-1-2

Najdéte Ctyfciferné Cislo zhed s ciframi a, b, ¢, d, pro které plati:
ab:bc=1:3 hcied=2:1
(b, bc,cd jsou dvojciferna ¢isla s ciframi a, b, c, d).

(Krallova)
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Reseni:

Ze zadanych pomérl zh ho=1'2 a b od =2 1 ziskdme postupny pomér

ab hc cd =2 6'3.Znéjje zfejmé, ze Cislo zh je délitelné dvéma, Cislo p- Sesti, ¢islo ¢d
tremi a Ze Cislo ¢ je dvojnasobkem &isla ¢, tedy cifry b a ¢ jsou sudé. Navic plati sz < 100,
resp. 2.cd <100, tudiz c={0, 2 4}. Z toho plyne, Ze h¢ = 42 nebo p¢= g4 . Zbyvajici cifry a a
d hledaného ¢&isla uréime ze zadanych pomeérd, resp. ze vztahll gh=Hc -3 acd=hc: 2.
ReSenim ulohy jsou &isla 1421 a 2842.

Z9-1-3

Polopfimky AX a BY déli uhly CAB a ABC trojuhelniku ABC v poméru 1 : 2 a protinaji se ve
stfedu kruznice opsané trojuhelniku ABC. Urc€ete velikosti vnitfnich uhli tohoto trojahelniku.

(Cernekova)
ReSeni:

Je-li bod S stfed kruznice opsané trojuhelniku ABC, pak trojuhelniky ABS, BCS, CAS jsou
rovnoramenné (viz obr. 7) a vnitfni Uhly pfi jejich zakladnach jsou shodné.

Shodné uhly XAB a YBA oznaéme #. Existuji tyto 4 moznosti déleni uhll e, §#:

1. Jestlize |3XAB| : |[%XAC| = 1: 2 a zaroven |¥YBA| : |3¥YBC|=1: 2, pak plati & = F =3¢,
v=4paw+ F+y=10p=180°,tedy o= 18". Vnitini ahly trojahelniku ABC maji velikosti
o= fF=54° y =720,

2. Jestlize |3XAB| : |[3XAC| = 2: 1 a zaroven |3YBA|: |¥YBC|=2: 1, pak plati ez= 3 = %tp,
Y=9aa+ F+y=49=180°,tedy o = 45°. Vnitfni ahly trojuhelniku ABC maji velikosti
m:ﬁ:—125 , ¥ =454",

3. Jestlize |3XAB| : [¥XAC| = 1: 2 a zaroven [¥YBA| : |XYBC|=2: 1, pak plati &= 3¢,

Lu]

ﬁ=%¢?, }f:zm%@:%@ aatfey-Tp-180° tedy g =129 Vnitni Ghly
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e A0 2700 . 4500
trojuhelniku ABC maji velikosti [ P T
4. Jestlize [¥XAB| : [¥XAC| = 2 : 1 a zaroven |[XYBA| : |XYBC| =1: 2, pak plati e =%¢;,

el

(=]

F=13p, }’:%Q}‘+2!}3‘: %qy aa+ fF+y="Tp=180", tedy ¢ = 180 . Vnitini uhly
e 2700 5407 - 450°

trojuhelniku ABC maji velikosti , i T, T
Poznamka: Reseni se podstatné zjednodussi pfi vyuZiti poznatku o stfedovém a obvodovém
ahlu, tj.
y = 180°-2¢ _90°— g

?

Z29-1-4

V Kocourkové nemaji haléfe. Zato tam maji specialni stroj na ménéni minci za papirove
bankovky. Nejprve se vhozend ¢astka zaokrouhli na desitky. Takto ziskana hodnota se
zaokrouhli na stovky. A potom jeSté na tisice. Vysledna ¢astka je vyplacena v bankovkach.

Honza se rozc€iloval, Ze ho Kocourkovsky ménici stroj pofadné “prevezl“. Nasypal do néj cely
svUj majetek a stroj mu vrétil jen pfiblizné 69% (zaokrouhleno na cela procenta) toho, co do néj
vhodil. Kolik Kocourkovskych korun mohl do stroje nasypat?

(Bednarovd)
Reseni:

Pokud do stroje vhodime ¢astku 444 korun a mensi, stroj nevyplati nic. Za ¢astku od 445 do
1444 korun dostaneme jednu tisicikorunu, za ¢astku od 1445 do 2444 korun dvé tisicikoruny
atd. Kocourkovsky stroj vyplatil Honzovi pfiblizné 69% vhozené Castky, tzn. alespon jednu
tisicikorunu.

Oznacime-li pocet vhozenych korun x a pocet vyplacenych tisicikorun y, pak plati nerovnost
68,5% z x = y.1000 < 69,5% z x, tj. 0,685.x = y.1000 < 0,695.x, po Upravé y.1438,8 < X =
y.1459,8. V pfipadé, Ze stroj vyplatil jednu tisicikorunu, mohl Honza vhodit do stroje ¢astku
1439, 1440, 1441, 1442, 1443 nebo 1444 korun. V pripadech, kdy stroj vyplati vice tisicikorun
nez jednu, je vyplacena ¢astka vzdy vysSi nez 69% vhozené Castky.

Honza mohl vhodit do stroje ¢astku od 1439 do 1444 Kocourkovskych korun.

Z9—-1-5

Sestistén ABCDE vznikl slepenim &tyFsténti ABCD a ABCE. Na kazdé jeho sténé je napsano
Cislo. Kazdy vrchol ma pfifazeno Cislo ziskané sectenim Cisel na vSech sténach, které tento

vrchol obsahuji. Najdéte vSechna takova o€islovani stén, aby vSem vrcholum byla pfifazena

stejna Cisla, jestlize vite, Ze dvé sousedni stény jsou popsany Cisly 4 a 9.
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(Cernekova)

Oznacime-li Cisla napsana na sténach ABD, BCD, CAD, BAE, CBE, ACE Sestisténu ABCDE
(viz obr. 8) po fadé a, b, c, d, e, f a €islo pfifazené vSem jeho vrcholim v, pak podle zadani

plati nasledujici rovnosti:

atb+c=v,d+e+f=vya+b+d+e=v,b+c+e+f=v,c+a+f+d=v.

Upravou této soustavy dostaneme vztahyv=0,a+d=0,b+e=0,c+f=0.

To znamena, Ze kazdému vrcholu je pfi vSech o€islovanich pfifazeno Cislo 0 a Ze stény, které
maji spole¢nou hranu AB, BC nebo CA, jsou popsany opacnymi Cisly.

Sténa ABD, kterou volime jako sténu, jeZ je popsana Cislem 4, ma tfi sousedni stény BCD,
CAD, ABE. Existuji tedy tfi moznosti o€islovani:a=4,b=9neboa=4,c=9neboa=4,d=

9

Je-lia=4,b=9,pakc=-13,d=-4,e=-9,f=13. Je-lia=4,c=9,pakb=-13,d=-4, e

=13, f=-9. Je-lia =4, d =9, pak feSeni neexistuje.

Uloha méa pouze dvé uvedena feseni.

Z9-1-6

Ve vrcholech ¢tverce jsou napsana €isla 1, 2, 3, 4. Pavel ménil €isla v trojicich sousednich
vrcholl nasledovné: Bud ke vSem tifem pficetl 1, nebo ode vSech odecetl 1. Ctverec se meénil

takto:

4

2

d

+1

—

3

2 2

a) Mlze popsanymi operacemi ziskat ¢tverec se samymi ¢tyrkami?

1

b) Mlze z trojuhelniku 2
?

3 témito operacemi vytvofit trojuhelnik 3 3
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6 of 7

c) Muze z pétithelniku 3 4 témito operacemi vytvofit pétidhelnik

S S

d) Muze ze sedmiuhelniku 4 5 témito operacemi vytvofit sedmidhelnik

7
7 /

(Zabka)
Reseni:
Zapisujme Cisla ve vrcholech n-thelnikd ve tvaru uspofadaneé n-tice (v, v, ..., v, J.
a) Ctverec pozadovanych vlastnosti miizeme ziskat napfiklad timto zpasobem:
(123 4)—=(23,3.8)=(0.445)—=(4555)—=4444)

nebo v pfipadé, Ze budeme pokra¢ovat v postupu naznaceném v zadani, takto:
(12,3,4)—=(233,8)=(1228=011141=(2,224)=(3 3,3 41— (4.4 4 4).

b) Trojuhelnik, ktery ma ve vSech vrcholech &islo 3, nelze popsanymi operacemi vytvofit, nebot
u trojuhelniku se vSechna Cisla méni najednou — nelze zménit rozdil isel ve dvou sousednich
vrcholech z 1 nebo 2 na 0.

c) V pétithelniku se kazdou operaci soucet Cisel v jeho vrcholech zvétsSi nebo zmensi o tfi.
Vychozi pétidhelnik ma soucet 15 a poZadovany 25. Rozdil souctd 25 — 15 = 10 neni
nasobkem Cisla 3, proto nelze pozadovany pétidhelnik danymi operacemi vytvorit.
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d) Sedmiuhelnik poZzadovanych vlastnosti Ize ziskat napfiklad timto zplisobem:
(123456 7)—=(233,4568—=(3444568 —=i(455456 8 —

5664568 —(6774568 —>(7.884568) =(7.7.73568 —

=1
=7 046 8= 700788 =0 786888 =786 7 77—
—{(7 7,8 788 7)—=(888783588] =
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