51. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Komentare k domacimu kolu kategorie Z8

1. Misa si mysli trojciferné cislo. Jirkovi prozradil, Ze ciferny soucet mysleného cisla
je 8. Petrovi prozradil jen ciferny soucin mysleného cisla. Petr spravné urcil, Ze
takovych cisel je 6 a Tekl to Jirkovi. Ten rekl: ,,UZ vim, jaké jsou cifry tohoto cisla,
ale jesté mi to nestaci.“ Misa obéma chlapcium vekl: ,,Druhd mocnina posledni cifry
nent délitelem mysleného cisla.”“ To uz chlapcum stacilo. Ktere to bylo cislo?

RESEN{. Probereme viechny moznosti a zapieme je do tabulky. Jirka hledd mozné
rozklady 8 na soucet t¥i nenulovych pfirozenych ¢isel — 1. sloupec. Témto rozkladtim
odpovida jisty ciferny soucin — 2. sloupec. Stejny ciferny soucin musi vzniknout z prave

Sesti rtiznych ¢isel (tomu vyhovuje pouze druhy fadek).

rozklad 8 ciferny | mozné rozklady
(ciferny soucet) | soudin | (pocet Cisel)
6,1, 1 6 6-1-1 (3)
3-2-1 (6) NEVYHOVUJE
5,2, 1 10 5-2-1 (6) VYHOVUIJE
43,1 12 6-2-1 (6)
3:-2-2 (3) NEVYHOVUJE
42,2 16 8-2-1 (6)
4-4-1 (3) NEVYHOVUJE
3,3,2 18 9-2-1 (6)
3-3-1 (3) NEVYHOVUJE

Nyni je zfejmé, ze staci uvazovat pouze cisla 125, 152, 215, 251, 512 a 521. Vyuzi-
jeme posledni podminku: ,,druhd mocnina posledni cifry neni délitelem hledaného ¢isla“.
Odtud je zfejmé, ze posledni cifra neni 1. Zbyvaji ¢isla 125, 152, 215 a 512. Vzhledem
k tomu, ze 125 je délitelné 25, 152 i1 512 jsou délitelna 4, zbyva jediné cislo 215, které je

hledanym cislem.

h/cm

2. Presné o pulnoct z 31.12. na 1.1. 2001 meli
v Plavakové slavnostné otevrit novy, 160 cm hlu-
boky bazén ve tvaru kvadru. Vodu do ného zacali
napoustét uz 30. 12. Graf na obrazku zndzornuje,
jak se ménila vyska vodni hladiny v zdvislosti na

case.

a) Stihli véas napustit bazén?
b) Kdy presné zacali bazén napoustét?
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RESEN{. Podivame-li se na graf vidime, Ze v 7 hodin byla hladina bazénu 90 cm
a v 11 hodin to bylo 106 cm, neboli se za 4 hodiny hladina zvysila o 16 cm. Vzhledem
k pravidelnosti bazénu (tvar kvadru) je jasné, Ze za hodinu se hladina vody zvysi o 4 cm.

a) Zbyva napustit jesté 160 — 106 = 54 cm. K tomu je zapotfebi jesté 54 : 4 = 13,5
hodiny. Vidime tedy, ze bazén bude plny az 30 minut po pilnoci, tedy nebude vcas
napustén.

b) K napusténi 90cm je tieba 90 : 4 = 22,5 hodiny, coz znamené Ze napusténi
bazénu zacalo 30.12. v 8 hodin 30 minut.

3. Stary farmdr se rozhodl, Ze cely svij majetek — stddo ovci — rozdéli mezi svoje
déti. Nejdrive rozdélil stado na dvé casti v pomeru 1 : 3. Mensi z nich dal nejstar-
sitmu synovi, vetsi opét rozdelil ve stejném pomeéru. Z novych ¢dsti tu mensi pridélil
druhorozenému, vétsi znovu rozdelil v pomeéeru 1 : 3. Takto pokracoval, aZ kaZdy
z jeho syni dostal svug dil, a zbyvajict c¢ast potom daroval své jedin€ dceri. Zjistéte,
kolik mél farmar syniu, pokud vite, Ze jen jeden z mich dostal vic ovci nez dcera?

RESEN{. Pokud si pocet ovci ve farméiové stadu oznacime z, musime si uvédomit, ze
prvnimu synovi dava ¢tvrtinu stada, druhému Sestnactiny atd. Prace s takovymi zlomky
miuze ¢init zaktm jisté potize. To lze obejit tak, ze oznacime pocet ovci ve farmarove
stadu jako néjakou mocninu ¢tyt, napt. predpokladejme, ze farmar meél 1 024x ovci. Pak
uz je feseni snadné a mizeme ho schematicky zapsat do tabulky:

syn dostal ovci zbyva

-1024x = 2562 | 1024x — 2562 = 768z
768x = 192z | T768x — 192x = 576x
576x = 144x | 576x — 144x = 432z
432x = 108z | 432x — 108z = 324x
324r = 8lzx 324xr — 8lx = 243x | « to dostane dcera
243x = 6lx | 243x — 61z =182x | NELZE - dcera by

méla méné nez 2. syn
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Vidime, Ze farmar mél 5 synu (pokud by jich mél vice, dostala by dcera méné ovci nez
druhorozeny syn).

4. Urcete nejvétsi mozny pocet mickiu o pruméru 100 mm, které lze uloZit do krabice
tvaru kvadru o rozmeérech 100 cm x 100cm X 10cm.

RESEN{. Nabizi se jednoduché feseni, dat mic¢ky do 10 ¥ad po 10, tj. celkem 100 mic-
ki, ale to neni bohuzel spravné. Druhd moznost je pokusit se vyplinovat ,mezery mezi
fadami“ (obr. 1).

Obr. 1



Predevsim musime urcit v tj. vysku rovnostranného trojihelniku. Z Pythagorovy
véty snadno zjistime, ze v = 5 - /3 = 8,66cm. Vidime tedy, Zze pokud pfidame fadu
timto zptusobem ,zabereme* pruh o Sifce 8,66 cm, tj. x = 18,66 cm. Avsak v prvni takto
pridané radé je pouze 9 mickt, v dalsi 10 a situace se stale opakuje. Nyni musime zjistit
kolik fad mé& mit 10 a kolik 9 mick.

1. vartanta: prvni fada mé 10 mickd, druha 9, tieti 10 atd., celkem dame 10 fad.
Zabereme tak 10+9-8,66 = 87,94 cm. Posledni 11. fada bude mit opét 10 micki. Celkem
dame do krabice 6 - 10 + 5 -9 = 105 micku (a v krabici zistane cca 2 cm Siroky volny
pruh).

2. varianta: Postupujeme stejné jako v prvnim pripadé, ale ddme pouze 9 rad.
Zabereme tak 10+ 8- 8,66 = 79,28 cm. Posledni dvé fady 10. a 11. budou mit 10 mickd.
Celkem dame do krabice 7 - 10 + 4 - 9 = 106 mickd, coz je hledané feseni.

5. U nakladniho automobilu se pneumatiky na prednich kolech opotrebuji po 15000 km,
na zadnich — dvojitijch kolech po 20000km. Ridi¢ prdveé nakoupil soupravu Sesti
novych pneumatik. Kolik kilometri mazximdlné mizZe na nich najezdit?

RESENI. Schematicky si miizeme nékladni automobil predstavit takto:
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7 obrazku je patrné, ze se v uvahach sta¢i omezit napf. na pravou stranu auta
a uvazovat pouze 3 pneumatiky. Pfedstavme si, co se stane, pokud ridi¢ pneumatiky
neméni. Pak ujede 15000 km, predni pneumatika je znicena a obé€ zadni jsou opotiebeny
ze %, coz je stejné jako kdyby ridic¢i zbyla jedna pneumatika opotiebena z jedné poloviny.
Pak ale je jasné, ze k ujeti 15000km potiebuje 2,5 pneumatiky. Mame zjistit kolik
kilometri ujede na tii pneumatiky. Jedna se o primou amérnost, tj.

15000km ......... 2,5 pneumatiky
zkm ......... 3 pneumatiky
15000 - 3
= = 18000
YT s

Uvedeny vysledek také dava névod ridic¢i jak mé pneumatiky meénit. Je zfejmé, ze kazda
z pneumatik musi byt vpredu stejnou dobu, tj. 6 000 km. Zkouskou se snadno oveéri,
ze pri takovémto zptisobu vymeény budou soucasné opotiebeny vsechny pneumatiky po
ujeti 18 000 km.

Ke stejnému vysledku Ize dojit sestavovanim rovnice ¢i vyuzitim nejmensiho spo-
le¢cného nasobku.



6. Uhlopricky déli kosoctverec s obvodem 40 cm na ¢tyii trojihelniky s celociselnymi
délkami stran, z nichZ kazZdy ma obvod 24 cm. Jaky nejvétsi obvod mize mit
a) trojuhelnik,
b) ctyruhelnik,
c) pétiuhelnik
sloZeny z téchto trojuhelnikia? (Trojuhelniky se nesméji prekryvat a véechny ctyri je
treba pouZit.)

RESENI. Ze zadani piikladu je ziejmé, Ze kosoétverec se rozdéli na ¢tyfi shodné
pravouhlé trojuhelniky o stranach 10, 8 a 6 cm. Jejich slozenim mame vytvofit po-
stupné trojahelnik, ¢tyithelnik a pétithelnik o maximalnim mozném obvodu. Ulohu lze
fesit zpocatku pokusné a teprve po urcitych zkuSenostech cinit jisté obecnéjsi zaveéry.
Nasledujici obrazky ukazuji moznéa reseni.

a)

6 10

6 10

Obvod je 8+8+ 10+ 10+ 6 + 6 = 48 cm.
b) Lze uvazovat i nekonvexni ¢tyfthelniky.

10 10

10 10

Obvod je 10 +10 + 8 + 10+ 10 4+ 8 = 56 cm.
c¢) Lze uvaZovat i nekonvexni pétithelniky.

10 10

10 10

Obvod je 10 +10+ 10 + 8 + 10 + 8 = 56 cm.



