52. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Komentare k domacimu kolu kategorie Z8

1. Do tabulky na obrdzku vepiste navzdjem ruznd prirozend cisla tak, aby soucin cisel
v kaZdéem radku, kazZdém sloupci i na obou uhloprickdach byl 1000 a soucet ¢isel v prunim
radku a prunim sloupci byl co nejvetsi.

RESENT. Soutézici budou tilohu Fesit vétsinou experimentem, tzn. po jisté dobé na né-
které feseni prijdou. Abychom vsSak experiment usnadnili a vnesli do ného systém, vyuzijeme
znalosti zakt z délitelnosti. RozloZime ¢islo 1000 na prvodinitele (1000 = 23-53) a vypiseme
vSechny pfirozené délitele ¢isla 1000 (1, 2, 4, 5, 8, 10, 20, 25, 40, 50, 100, 125, 200, 250, 500,
1000). Dale miizeme napsat vSechny souéiny tii rtiznych pfirozenych ¢isel, jejichz soucin je
1000:

1-2-500, 1-4-250, 1-5-200, 1-8-125, 1-10-100, 1-20-50, 1-25-40,
2-4-125, 2-5-100, 2-10-50, 2-20- 25,
4.5-50, 4-10-25, 8-5-25, 5-10-20.

P7i feSeni je stézejni obsazeni prostfedniho policka. V ném muze byt pouze ¢islo obsazené
v minimalné c¢tyrech soucinech, tedy jedno z cisel 1, 2, 4, 5, 10, 25. Moznosti postupné
vyzkousime. Reseni dostaneme jediné v piipadé, kdy je uprostied ¢islo 10 (zdivodnit to lze
napt. tak, ze ¢islo 100 ma praveé ¢tyfi dvojice sdruzenych délitelt (1-100, 2-50, 4-25, 5-10).
Nyni jiz tabulku snadno vyplnime. Existuje celkem 8 moznosti, jak tabulku podle zadani
vyplnit:
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Ve skutecnosti jsou vSak feSeni pouze dvé, nebot moznosti v prvnim rfadku vyjadiuji
tutéz tabulku (pouze otoc¢enou), podobné moznosti ve druhém fadku jsou riizné otoceni téze
tabulky. Vzhledem k podmince maximéalnich sou¢tt ¢isel v prvnim fadku i sloupci vychazi
jedina moznost
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2. Mravenec obiha rychlosti 1 cm za 4 sekundy po drdze tvaru pravidelného Sestiuhelniku se
stranou délky 1 cm okolo matice znazornéné na obrazku. Jak daleko od mista, ze kterého
vystartoval (bod S), bude za dvé a cturt minuty?

R

RESEN{. Nejprve uréime dridhu, kterou mravenec za 135 sekund ubéhne. S vyuzitim
znamého vzorce s = v - t dostaneme délku drahy 33,75 cm. Mravenec tedy obéhne pétkrat
dokola matici (obvod mé délku 6 cm) a pii Sestém obéhu skon¢i v bodé X (viz obrazek).
Ukolem je uréit délku usecky SX.

S

Vzdalenost stfedu Sestithelnika od kazdé strany je rovna § cm (jednd se o vysku

v rovnostranném trojihelniku), vzdalenost dvou rovnobéznych stran je tedy v/3 cm. Nyni
z Pythagorovy véty urcime:

N2 49 7
\SX\:\/(\/§)2+<Z> — /15 = 1= L5

Mravenec bude ve vzdalenosti 1,75 cm od bodu S.

3. Na obrdzku je nakreslen trojboky hranol. Kolik existuje trojuhelniki, jejichZ strany jsou
hranami nebo uhloprickami stén hranolu? Vypiste je.

y

RESEN{. Podobné jako v prvni iloze budou soutézici ziejmé postupovat experimentem,
do néhoz je nutno vnést systém. Vyhodné je oznacit vrcholy hranolu A, B, C, D, E, F
a nalezené trojuhelniky zapisovat pomoci oznaceni vrcholi (soucasti spravného Feseni je
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také vypsani danych trojuhelniki, nikoliv jen uvedeni ¢isla oznacujictho pocet). Zvolime
nyni oznaceni podle obrazku. Trojboky hranol ma dvé podstavné stény ABC, DEF tvaru
trojuhelnika a t¥i boéni stény ABED, CBEF, CADF tvaru obdélnika nebo ¢tverce (toto
rozliSeni nemé pro tlohu vyznam). Obé podstavy jsou trojuhelniky (ABC, DEF), jejichz
zéddna strana neni sténovou tthloprickou hranolu. V kazdé sténé lze definovat 4 trojihelniky
(ABE,ADE,ABD,BED; BEF,CBF,CBE,EFC; ACD,CDF,ACF,ADF). Vypsanych
12 trojihelnikid ma tu vlastnost, ze pravé jedna jejich strana je sténovou thlopiickou hranolu
a vSechny lezi v rovinach stén hranolu.Nyni zbyvaji trojuhelniky, u nichz jedna ze stran je
hranou hranolu a dvé strany jsou sténovymi tthlopfickami hranolu. Téchto trojuhelniki je
celkem 6 (ABF, AEF, CDE, ACE, BCD, BDF). Dalsi pfipad zfejmé nemuze nastat,
hledanych trojihelnikt je celkem 20.

4. Na matematickém tdabore se 80 déti rozdelilo do péti skupin. Vedouct vsak nebyl spokojen
a pozddal, aby pétina déti z proni skupiny presla do druhé. Ani pak se mu rozdélent
nelibilo a chtel, aby petina déti presla ze druhé skupiny do treti. Potom jeste pétina ze
treti skupiny musela prejit do cturté. Pak Zadal, aby pétina clenu ctvrte skupiny presla
do pdté a konecné péetina z paté skupiny se pridala k pruni. Tak vznikly stejné pocetné
skupiny. Jaké bylo puvodni rozdéleni déti?

RESENI. Ulohu je sice mozno fesit od neznamého ptivodniho rozdéleni déti ke koned-
nému pomoci algebraickych rovnic, tato metoda vsak vede k znac¢né slozitym vyrazim. Proto
je lepsi tesit ulohu ,,od konce“ pomoci experimentu. Pfi koneéném rozdéleni déti jich bylo
v kazdé skupiné 16. Nyni budeme modelovat situaci od posledniho presunu k prvnimu. Vzdy
je nutno si uvédomit, ze pocet ¢lend skupiny, ze které pii daném presunu pétina déti odesla,
je roven ¢tyfem pétindm poctu déti pred presunem. Pouzijeme tabulku (skupiny piSeme
v poradi: prvni, druhd, tfeti, ¢tvrta, pata):

Presun | Pocet po pfesunu | Pocet pred presunem
paty 16 16 16 16 16 12 16 16 16 20
ctvrty 12 16 16 16 20 12 16 16 20 16
treti 12 16 16 20 16 12 16 20 16 16
druhy 12 16 20 16 16 12 20 16 16 16
prvni 12 20 16 16 16 1517 16 16 16

Je-1li po pfesunu pétiny déti ve skupiné 16 déti (tj. ¢tyii pétiny ptivodniho pocétu), musel
byt ptivodni pocet (pét pétin) roven 20 (tyka se druhé az paté skupiny pii druhém az patém
pfesunu). Zbylo-li po prvnim pfesunu v prvni skupiné 12 déti, je jedna pétina rovna 3 détem,
a proto puvodni pocet déti v prvni skupiné je 15. Ptvodni rozdéleni déti tedy bylo 15, 17,
16, 16, 16.

5. Slecna Vectorova dala Hermioné tuto ulohu: ,Narodila jsem se v den, jehoZ datum
zapsané bez tecek je soucasné potadovym cislem tohoto dne v roce (napt. 14.1. dd
¢islo 141, ale je to jen 14. den v roce). Kdyz vynasobite den a mésic mych narozenin,
dostanete miyg vek v roce 2201.“ Vypocitejte, kdy se slecna Vectorovd narodila.

RESEN{. Nejprve je nutno ur¢it vSechny dny v roce, které vyhovuji dané podmince
pofadového ¢isla. Opét neni nutno zkoumat poradova ¢isla vsech 365 (366) dni v roce,
ale je mozno uzit riznych tvah, které pocet zkoumanych dnti podstatné omezi. Lze volit
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napf. tuto: Vyjdeme z potadového c¢isla dne v roce. V lednu muze byt podminka splnéna
pouze pro 1., 11.,21., 31. den v roce (protoZe zépis lednového data je 7.1.). Ani jeden z téchto
dnti podmince nevyhovuje. V tinoru se mize jednat pouze o 32., 42. a 52. den. Ani jeden
nevyhovuje (32. den je 1.2., 42. den je 11.2., 52. den je 21.2.). V bfeznu se dile muze jednat
o den 63., 73., 83., z nichz ani jeden nevyhovuje. Takto pokracujeme dale az do mésice zari,
kdy vyhovuje datum 26.9. (je to 269. den v roce). V fijnu uvazujeme pouze data 1.10., 2.10.,
3.10, z nichz zadné nevyhovuje (dalsi data v ¥{jnu jiz vedou k vétsim potradovym ¢islim
nez 365). Analogicky vylou¢ime vSechny dny v listopadu a v prosinci. Vysledkem téchto
uvah je zjisténi, ze dané podmince vyhovuje jediny den v roce, a to vyse uvedené datum
26.9. Podobnych tivah, jak dospét k tomuto zjisténi, muze byt cela fada. Vzdy se vsak jedna
o jistou formu experimentu, kterou nelze nijak jednoduse algoritmicky popsat. Mame-li jiz
urceno datum, neni problémem urcit rok narozeni. Protoze 26 - 9 = 234, bude mit slecna
Vectorova v roce 2201 vék 234 let. Odectenim urcime rok narozeni 1967. Sleéna Vectorova
se narodila 26.9. 1967.

6. Radka rada posilda z mobilu textové zpravy (ddle jen SMS). KaZdy den posle tri. Zaslani
jedné stoji 2,50 K¢. Po zaslani urcitého poctu SMS ma mozZnost vybrat si pravé jednu
z ndsledugicich prémii:

— po 10 poslanych SMS lze poslat 1 SMS zdarma,
— po 100 poslanych SMS lze poslat 10 SMS zdarma,
— po 1000 poslanych SMS lze poslat 100 SMS zdarma.
Kolik nejméné zaplati za odeslané SMS za jeden rok od prvni odeslané zpravy?

RESEN{. Za jeden rok posle Radka 3-365 = 1095, popf. v prestupném roce 3-366 = 1098
zprav SMS. O prestupnosti roku se v zadani nehovoii, nebot tento fakt nemé pro feSeni
vyznam. Po zaslani 1000 SMS Radka posila 100 SMS zadarmo, tedy vSechny zpravy od
1001. dale jsou zdarma. Otazkou tedy je, kolik SMS bude zadarmo z poslanych 1 000. Béhem
1000 SMS vycerpa celkem 9 prémii za kazdych 100, tedy z téchto prémii bude zadarmo
9-10 = 90 SMS. Nyni uré¢ime pocet prémii za 10 SMS. Od 1. do 999. zpravy odesle 99 desitek
zprav (999 = 99 - 10 4+ 9), coz urcuje narok na 99 nejnizsich prémii jedné neplacené SMS.
Z nich vsak 9 téchto prémii je ,prekryto* prémii vyssi (po 100 SMS, 200, 300, 900 SMS),
které jsme jiz vyftesili. Celkem tedy Radka vyuzije 90 prémii jedné SMS, 9 prémii 10 SMS
a jednu prémii 100 SMS. Zdarma tedy bude celkem 90 + 90 = 180 zprav do 1000 SMS
a vsSechny nésledujici az do konce roku. Platit bude potom 820 - 2,50 K¢ = 2050 K¢. Radka
zaplati za rok 2050 K¢.



