RESENT. Nejprve uréime ,magicky“ soudet. Za¢neme ¢islem, které je ,samo“ v ¥ad-
ku nebo sloupci, napt. ¢islem 9, a vybereme k nému podle daného pravidla ¢tyri dalsi:

94+0+84+7+2=26.
Pak opét vybirame podle daného pravidla ¢tyri ¢isla a k souctu 26 dopocteme paté,

napr.
6+8+9+2+x =26,

tedy x = 1 (z je prostfedni ¢islo v 1. fadku);
6+5+9+2+y =26,

tedy y =4 (y je 2. ¢islo v 1. fadku) atd., az je vyplnéna celd tabulka.




54. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Komentare k domacimu kolu kategorie Z9

1. Dvoumistné cislo se nazyvd exkluzivni, jestliZze mad ndsledugici vlastnost: cislice ex-
kluzivniho c¢isla navzdjem vyndsobime, po pricteni souctu vsech cislic exkluzivniho
cisla k predchozimu vysledku ziskame toto exkluzivni cislo. Napriklad 79 je exklu-
zivng, nebot 79 = 7- 9+ (7+ 9). Najdéte vsechna exkluzivni ¢isla.

RESENT. Kazdé dvoumistné é&islo miizeme psat ve tvaru 10a + b, kde a a b jsou
¢islice. Potom hledand ¢isla musi spliiovat nésledujici rovnici: 10a +b = a - b+ a + b,
odkud dostavame 9 - a = a - b. Protoze hledané ¢islo je dvoumistné, musi byt a # 0,
a tedy b = 9. Danou podminku splnuje kazdé dvoumistné ¢islo, jehoz cislice na misté
jednotek je 9. Hledana ¢isla jsou: 19, 29, 39, 49, 59, 69, 79, 89, 99.

2. Uwnitr pravidelného Sestithelniku o strané délky 2+/3 cm se pohybuje kruh o pri-
meru 1cm tak, Ze se stale dotykd obvodu pravidelného Sestiuhelniku. Vypocitejte
obsah té casti Sestiuhelniku, ktera nemuze byt nikdy prekryta pohybujicim se kru-
hem.

RESENT. Neptekrytou oblast si rozdélime na dvé ¢asti. Prvni z nich jsou ,kouty®
u vrcholi, druhou vnitini ¢ast — Sestitthelnik. Nejprve vypoc¢teme obsah S; ,kouta“.
Pokud bychom je dali ,k sobé“, dostali bychom néasledujici obrazec:
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S1 je potom rovno rozdilu obsahu pravidelného Sestitthelniku opsaného kruhu s prime-
rem 1cm a obsahu tohoto kruhu. Sestitthelnik rozdélime na Sest shodnjch rovnostran-
nych trojuhelniki, které maji vysku 0,5cm. Stranu a; tohoto trojuhelniku vypocteme
z Pythagorovy véty: a3 = (%al)z +0,52, odtud a; = % 3 cm. Obsah celého Sestitthelniku
je6-3-3v/3:0,5 = 1v/3 (cm?). Obsah kruhu je n-0,52 = 1r (cm?). Odtud Sy = $v/3— 17
(cm?).

Nyni vypocéteme obsah Sy ,vnitiniho Sestitthelniku“. Stejnymi tivahami a uzitim
podobnosti zjistime, ze strana as tohoto Sestitthelniku méii % - 2v/3cm a vyska v pii-
slusného rovnostranného trojuhelniku 2 cm.
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Odtud 52:6‘%-%-2\/32:8\/5 (cm?).
Celkovy obsah je roven S; + Sy = % 3— in +8y3= %17\/7 - %n (cmz).

3. Kolika zpusoby lze vybrat sedm cisel z mnoziny{1,2,...,8, 9} tak, aby jejich soucet
byl délitelny tremi?

RESENI. Ulohu je vihodné Fesit obracené: Kolika zptisoby miizeme vybrat dvé ¢isla
z mnoziny {1,2, ..., 8,9} tak, aby soucet zbylych sedmi byl délitelny tFfemi? Soucet vSech
¢isel z této mnoziny je 1 +2 43+ ...+ 8 + 9 = 45, coz je ¢islo délitelné tfemi. Soucet
dvou ¢isel, kterd musime odebrat, je tedy také délitelny tfemi. Nyni si rozdélime cisla
v mnozin€ na tii skupiny:

1. skupina: {3,6,9} — ¢isla délitelna tfemi,

2. skupina: {1,4,7} — ¢isla davajici po déleni tfemi zbytek 1,

3. skupina: {2,5,8} — ¢isla davajici po déleni tfemi zbytek 2.

Miazeme vybrat dvojici ¢isel z prvni skupiny, to jsou tii moznosti. Pokud vezmeme
jedno ¢islo (ze t¥i) z druhé skupiny, musime spolu s nim vzit i jedno (libovolné) ¢islo ze
treti skupiny; mame 3 - 3 = 9 moznosti vybéru. Celkem tedy 3 + 9 = 12 moznosti.

4. Jsou ddany kruh a ctverec se stejnym obsahem. Do daného kruhu vepiseme ctverec,
do daného ctverce vepiseme kruh. Ktery z vepsanych obrazci ma vétsi obsah?

RESENT. Ozna¢me r polomér daného kruhu a a stranu daného étverce. Ze zadani

vyplyva, ze S = r? = a?. Kruh vepsany do daného étverce mé primér a, tedy polo-

mér 2a. Odtud obsah vepsaného kruhu je S1 = 7+ (2a)? = 1na?, po dosazeni nr? za a?

dostavdme: Sy = 1n?r2,



Obdobné budeme postupovat i pii urcovani obsahu ¢tverce vepsaného do daného
kruhu. Tento ctverec je rozdélen uhlopfickou na dva shodné pravouhlé trojuhelniky,
jejichz prepona mé délku 2r a vyska na tuto preponu r. Obsah jednoho takového troj-
thelniku je S = % -2r -7 =12, obsah S5 celého vepsaného étverce je dvojnasobny, tedy
S2 = 27”2.

Protoze ¢islo inz je vétsi nez 2, je i So > S1. Vepsany kruh mé veétsi obsah nez
vepsany Ctverec.

5. Pan Sudy mel sudy pocet ovecek, pan Lichy lichy pocet ovecek. Pocet vsech ovecek
dohromady tvoril troymistné cislo, ktere melo vsechny cislice stejné. KaZdé ovecce
pana Sudéeho se narodily tri ovecky, kaZdé ovecce pana Lichého dvé ovecky. Jednoho
dne vsak vlk zadadvil t¥i ovecky panu Sudému. Ted md pan Sudy stejné velké stdado
jako pan Lichy. Kolik ovecek mél puvodné kazdy z chovateli?

RESENT. Oznaéme 2z pocet ovecek pana Sudého a 2y+1 pocet ovecek pana Lichého.
Potom pocet vSech ovecek dohromady (tj. 2z + 2y + 1) je jedno z ¢isel 111, 333, 555,
777,999 (musi to byt liché ¢islo). Odtud x+y je 55, 166, 277, 388 nebo 499. Po narozeni
ovecek mél pan Sudy celkem 2x+3-2x = 8x ovecek a pan Lichy 2y+1+42-(2y+1) = 6y+3
ovecek. Pak musi platit: 8x — 3 = 6y + 3. Dosazovanim 55 — z,166 — x, ... postupné
za y dostavame rovnice, z nichz jen jedind ma feseni v oboru prirozenych cisel: © = 24,
y = 31. Pan Sudy mél tedy 2 - 24 = 48 ovecek a pan Lichy 2-31 + 1 = 63 ovecek.

6. Pet deti postupne rika: ,Vcera bylo pondéli.“ ,Dnes je cturtek.“ ,, Pozitri bude pa-
tek.“ ,Zitra bude sobota.“ , Predevcirem bylo utery.“ Pokud byste vedéli, kolik z déti
lhalo, hned by bylo jasné, ktery je den. Ktery je tedy den?

RESEN{. Déti vlastné postupné tvrdily, Ze je: itery, ¢tvrtek, stieda, patek, ctvrtek.
Lhéat musely aspon tfi z nich. Pokud lhaly tfi a dvé mluvily pravdu, je ¢tvrtek. Pokud
lhaly ¢tyfi a jedno mluvilo pravdu, maze byt utery, stifeda nebo patek. Pokud lhaly
vSechny déti, mtze byt pondé€li, sobota nebo nedéle. Jestlize ale stac¢i védét, kolik z déti
lhalo, k tomu, abychom védéli, ktery je den, musi byt tento den jednoznacné urcen
,poctem lharu“. Je tedy ¢tvrtek (tii déti lhaly).



