55. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Komentare k domacimu kolu kategorie Z5

1. Doplri do prdzdnich policek pFirozend ¢isla od 1 do 20 (kazdé cislo muzes pouZit
jen jednou) tak, aby platily matematické vztahy:

;2 +4 -3 27
X 4 -2 02 +2
+6 -2 -1 14
X 5 -1 27 X 4

RESENT. Za¢neme poslednim fadkem. Ve tietim étverecku musi byt ¢islo délitelné
sedmi, tj. 7 nebo 14. Kdyz zkusime 7, dostaneme:

X 5 -1 -7 X 4

Do prvniho ¢tverecku nemame co doplnit. Vyhovuje tedy ¢islo 14 a posledni fadek bude:

1 - 4
3 X215 14 0 o XA g

Nyni si vSimneme prvniho fadku. Ve ¢tvrtém ctverecku musi byt cislo délitelné
sedmi (7 nebo 14), ale 14 je jiz v poslednim fadku, takze doplnime ¢islo 7. Odtud
doplnime cely radek:

. 4 _ .
12 : 2 6 ha 10 5 7 7 1

Pokrac¢ujeme druhym radkem. V prvnim ¢étverecku nemize byt ¢islo vétsi nez 5,
¢isla 1, 2, 3 jsou jiz pouzita, takze tam muze byt 4 nebo 5. Nevyhovuje vsak 4 (ve tfetim
¢tverecku by se opakovalo ¢islo 14), takze doplnime éislo 5. Cely fadek bude vypadat
takto:

4 9 - 9
5 2 20 18 -2+ o 24 11




Zbyva nam treti radek. Ve ¢tvrtém ctverecku musi byt ¢islo délitelné ¢tyrmi, které
neni dosud pouzité, tj. 4 nebo 16. Z nich vyhovuje jen 16 (¢islo 4 by vedlo ke sporu
v patém ¢tverecku, protoze Cislo 1 je uz pouzité). Pouzitim ¢isla 16 doplnime cely Fadek:

13 0 o =2 7 =L s A
Celkové Feseni:

1o |2 6 Ao =2 7 = )

R S v = R 2 P = Y

13 S 1o =2 17 =L 16 |4 4

5 20 s = g T g XA s

2. Blecha Skdkalka skdce po ciselné ose. Dokdze vsak jen dva druhy skoki. Jednim
preskoci o 14 cisel doprava nebo doleva, druhym preskoci o 18 cisel doprava nebo
doleva. Pravé stoji na cisle 2.

a) Najdi zpisob, jak md blecha skdkat, aby se dostala pravé ctyrmi skoky na de-
sitku.

b) Blecha turdi, Ze véera byla na tFindctce. Mluvi pravdu, nebo [Ze? Zduvodni.

RESEN{. (a) Skdkalka se musi dostat o 8 ¢isel doleva. To znamend, ze bude délat
kratké skoky smérem doprava a dlouhé skoky smérem doleva. Jeden mozny zptisob je:
18 —14 18 —14
— 3

— —
2 20 6 24 10

(b) Protoze blecha stoji na sudém ¢isle a mohla skdkat jen o sudy pocet €isel na
obé strany, byla vzdy jenom na sudém c¢isle. Na tfinactce byt nemohla.

3. Pohadkovy nafukovaci ctverec, ktery umi mluvit, mél pred 5 minutami délku strany
8cm. Pri kaZdé 1Zi zvetsi svij obvod dvojnasobné, pri kazZdée vyslovené pravdé se
zmensi delka kazZdé jeho strany o 2cm. Za poslednich 5 minut dvakrat lhal o dvakrat
mluvil pravdu.

a) Jaky nejuétsi obvod mize ted mit?
b) Jaky nejmensi obvod mize ted mit?
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RESENT. Zkusime vypodéitat vechny obvody, jichZz mohl ¢tverec dosdhnout:

LLPP (8:-2:2—-2—-2)-4cm = 112cm,
LPLP [(8-2—2)-2—2]-4cm = 104 cm,
LPPL (8-2—2-2)-2-4cm = 96cm,
PLLP [(8—2)-2-2—2] 4cm = 88cm,
PLPL [(8—2)-2—2]-2 4cm = 80cm,
PPLL (8—2-2)-2-2-4cm = 64cm.

(a) Nejvétsi mozny obvod je 112 cm. (b) Nejmensi mozny obvod je 64 cm.

4. Pepa na pouti koupil ctyri auticka — bilé, cervene, zelené a modré. Bilé stalo
dvakrat tolik co cervené, zelen€ trikrat tolik co bilé a za modré zaplatil tolik, co za
cervené a bilé dohromady. Pritom cervené stalo o 70 K¢ méné neZ zelené. Kolik
stdla jednotliva auticka?

RESEN{. Jestlize bilé stoji dvakrat tolik, kolik Gervené a zelené tiikrat tolik, kolik
bilé, pak zelené stoji Sestkrat tolik, kolik ¢ervené. Soucasné je zelené o 70 korun drazsi
nezli cervené, takze 5 Cervenych musi stat 70 korun. Odtud jedno cervené stoji 14 korun.
Zelené pak stoji 84 korun a bilé 28 korun. Za modré zaplatil tolik, kolik za cervené a bilé
dohromady, to jest 42 korun.

5. Mdma stonozka md dve déti a manzZela. KaZdy z nich ma sto nohou a vsichni
st berou denné cisté ponozky. V sobotu rano v 6:00 zacala mama stonozka ddvat
Spinavé ponozky do pracky. Najednou se ji do pracky vejde 357 ponoZek. Tato jedna
varka se vypere za dvée a pul hodiny. Zjisti, kdy skonci s pranim, pokud vis, Ze
ponozky pere jenom jednou za tyden, uloZeni ponoZek do pracky ji trva 2 minuty
a jejich vyndani 3 minuty.

RESENI.
Mama 100
Déti 200
Tata 100

400 ponozek denné,
to je 400 - 7 = 2800 ponozek tydné. Musime zjistit, kolikrat mama pustila pracku.

Vyjde 2800 : 357 = 7, zbytek 301. Pracku pusti osmkrat, ¢ili samotné prani bude trvat
20 hodin. Vkladéani a vybér ponozek ji bude trvat 8 - (3 4+ 2) = 40 minut, takze

6:00 + 20:40 = 26:40 = 24:00 <+ 2:40.

Maminka stonozka skon¢i s pranim nejdiive v nedéli rano ve 2:40.
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6. Maminka ma v lednici cihlu syra, kterd je zndzornénd na obrdzku. Postupné z ni
odrezava 1cm silné pldatky na smaZeni. Nejprve odrizla zepredu platek s rozmery
21 cm, 8cm, 1cm pro tatinka. Pak z boku odrizla pro Jirika, zezadu pro sebe a na-
konec z druhého boku pro Anicku. Napis, jaké rozméry maji jednotlive platky. Urci

rozmery zbytku syra.
/ sobé

8cm

Jifikovi

Anicce
—_—

/ 12cm

21 cm
tatinkovi
RESEN{
Tatinek  21cm, 8cm, lcm
Jirik 11cm, 8cm, 1lcm
Maminka 20cm, 8cm, lcm
Anicka 10cm, 8cm, lcm

Cihla po okrajeni méla rozmeéry 19 cm, 10cm a 8 cm:




55. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Komentare k domacimu kolu kategorie Z6

1. Doplri do prdzdnich policek pFirozend ¢isla od 1 do 20 (kazdé cislo muzes pouZit
jen jednou) tak, aby platily matematické vztahy:

;2 +4 -3 27
X 4 -2 02 +2
+6 -2 -1 14
) -1 7 x 4

RESEN{. Za¢neme poslednim fadkem. Ve tietim ¢tveredku musi byt éislo délitelné
sedmi, tj. 7 nebo 14. Kdyz zkusime 7, dostaneme:

X 5 -1 -7 X 4

Do prvniho ¢tverecku nemame co doplnit. Vyhovuje tedy cislo 14 a posledni radek bude:

1 - 4
3 |2 15 a0 o XA g

Nyni si vSimneme prvniho fadku. Ve ¢tvrtém ctverecku musi byt cislo délitelné sedmi
(7 nebo 14), ale 14 je jiz v poslednim fadku, takze doplnime ¢islo 7. Odtud doplnime
cely radek:

. 4 _ .
12 : 2 6 ha 10 5 7 7 1

Pokracujeme druhym fadkem. V prvnim ¢tverecku nemtze byt ¢islo vétsi nez 5, cisla
1, 2, 3 jsou jiz pouZita, takze tam miuze byt 4 nebo 5. Nevyhovuje vSak 4 (ve tfetim
¢tverecku by se opakovalo ¢islo 14), takze doplnime éislo 5. Cely fadek bude vypadat
takto:

4 9 - 9
5 2 20 18 -2+ o 24 11




Zbyva nam tieti radek. Ve ¢tvrtém ctverecku musi byt ¢islo délitelné ¢tyimi, které neni
dosud pouzité, tj. 4 nebo 16. Z nich vyhovuje jen 16 (¢islo 4 by vedlo ke sporu v patém
¢tverecku, protoze ¢islo 1 je uz pouzité). Pouzitim ¢isla 16 doplnime cely radek:

13 S g =2 17 =L 16 |24 4
Celkové feSeni:

12 |20 6 Ao =2 7 T

P S P i e B i e = Y

13 0 o =2 7 =L e A

5 20 s =L T o XA s

2. Snéhurka se sedmi trpasliky sbirala liskové ofisky. Mela jich tolik, kolik vsichni
trpaslici dohromady. KdyZ se vraceli, potkali veverku Loudilku. Snéhurka i kaZdy
trpaslik ji dali stejny pocet oriskiu. KdyZ pak trpaslici a Snéhurka vysypali zbylé
orisky na stul, zapsal Profa jejich pocty: 120, 316, 202, 185, 333, 297, 111 a 1672.
Kolik oriskiu dostala veverka Loudilka?

RESENi. Veverka dostala od kazdého x ofiski, takze
120 4+ 316 + 202 + 185+ 333 + 297 + 111 + 72 = 1672 + z,
1564 4+ 7z = 1672 4 x,
6z = 108,
r = 18.
Veverka dostala od kazdého trpaslika i od Snéhurky 18 oriskl, celkem dostala
144 orisky.
3. Kdyz jsme cisla 80 a 139 vydélili stejnym prirozenym cislem, ziskali jsme zbytky 8
a 13. Jakym cislem jsme délili?

RESENT. Hledané ¢&islo musi byt vétsi nez zbytek 13. Kdybychom hledanym é&islem
delili ¢isla (80 — 8) a (139 — 13), vyslo by déleni beze zbytku. Jde tedy o ¢isla 72 a 126.
Obé c¢isla maji spolecné délitele 1, 2, 3, 6, 9, 18, z nichz je vétsi nez 13 pouze ¢islo 18:

80 : 18 = 4 (zb. 8).
139 : 18 =7 (zb. 13).

(Snadno se ukéze, ze spoleény délitel ¢isel (80—13) a (139 —8) nevyhovuje zadani tlohy.)
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4. Obvod trojihelniku je 16 cm. Jak dlouhé muzZe mit strany, kdyZ jsou to v centi-
metrech prirozend cisla a soucet délek dvou stran je o 6 cm vétsi neZ délka treti
strany?

RESENT. Trojthelnik m4 strany v centimetrech dany piirozenymi é&isly a, b, c. Ozna-
¢eni a, b mizeme zvolit tak, aby platilo a < b. Plati:

a4+ b+ c=16,
a+b=c+6.

Dosazenim z druhé rovnice do prvni dostaneme

(c+6)+c=16,
2c+ 6 =16,

2c =10,

c=5.

Je ¢ =5, pak a + b = 11. Jsou tyto moznosti:

a | b |c |trojuhelnikova nerovnost
1 (10 |5 neplati
21915 neplati

31 8|5 neplati

4 | 7|5 plati

51 6 |5 plati

Uloha mé 2 feSeni: Strany trojihelniku méfi 4 cm, 5 cm, 7 cm nebo 5cm, 5 cm, 6 cm.

5. Maruska dostala pét rizne tézkych koldci. Prumérna hmotnost jednoho kolace byla
200 grami. Maruska jeden kolac snédla a prumérna hmotnost zbylych kolacu pak
byla 160 grami. Jakou hmotnost mél koldac, ktery Maruska snédla?

RESENT. Oznaéime hmotnosti kolact a, b, ¢, d, e gramii. Priimérna hmotnost je

at+b+c+d+e
5

= 200,
tj.
a+b+c+d+e=1000.

Predpokladejme, ze Maruska snédla kola¢ hmotnosti e gramii. Pro zbyvajici kolace plati

a+b+c+d

=160
4 )

tj.
a+ b+ c+ d=640.
Protoze 1000 — 640 = 360, mé€l snédeny kola¢ hmotnost 360 g.
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6. Urci obsah Sedé plochy vypliujici ¢dst dtvaru mezi dvéma ¢tverci (rozméry na ob-
rdazku jsou v centimetrech).

3 1

RESEN{. Pocitejme bez jednotek cm a cm?. Ozna¢me S; obsah velkého éEtverce
(obr.):

Si = 4% = 16,
S5 obsah malého étverce:
Sy =3%=09,
S35 obsah pravouhlého trojihelniku:
1-4
53 - T = 2

(v obrazku jsou dva takové shodné trojihelniky), S obsah Sedé plochy:
S=85-5-25=16—-9-2-2=16—-9—-4=3.

Sed4 plocha mé obsah 3 cm?.

4
>4
1 S S
4
3 SQ 53
1a
3 1



55. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Komentare k domacimu kolu kategorie Z7

1. Pat a Mat upravovali novy asfalt na cesté. Nejprve s vdlcem jeli 10 m dopredu, po-
tom 7Tm couvli. Pak opét popojeli 10m dopredu a 7m couvli atd. Takto pokracovali,
nez poprvé sjeli z nového asfaltu.

a) Kolik metri ujeli na novém 540m dlouhém useku cesty?
b) Kolikrat prejeli po 19. metru nového asfaltu?

RESENT. a) Na jeden cyklus vpred-vzad se vélec posune o 3 metry dopiedu a ujede
pritom 17 metri. Na 540 metrovy usek by takto pripadlo 540 : 3 = 180 cykli. Na konec
540 metra dlouhého tseku vsak valec poprvé dorazi uz diive: Po 175 cyklech je totiz
na 525. metru, pii posunuti o 10 m dopfedu se dostane az na 535. metr, potom se vraci
zpét na 528., dale jede dopredu na 538., zpét na 531. metr a uz mu staci jen 9 metria
dopredu, aby sjel z Cerstvého asfaltu. To mame 177 celych cykli a jesté 9 m vpred, tedy
celkem 177 - 17m + 9m = 3018 m, které valec najezdil po 540 metri dlouhém useku
nového asfaltu.

b) Poprvé se smérem dopfedu dostane valec do vzdalenosti 10 metri, potom se
vraci zpét do vzdalenosti 3 metry od zacatku, jede vpred az do vzdalenosti 13 metri,
vraci se zpét do vzdalenosti 6 metri od zacatku, jede vpred az do vzdalenosti 16 metri,
vraci se zpét do vzdalenosti 9 metri od zacatku, jede vpred az do vzdalenosti 19 metri,
(ted byl na 19. metru poprvé), vraci se zpét do vzdalenosti 12 metri od zacatku (cestou
podruhé prejede pres 19. metr), jede vpred az do vzdalenosti 22 metrta (potfeti prejede
pres 19. metr), vraci se zpét do vzdalenosti 15 metri od za¢atku (poctvrté prejede pres
19. metr), jede vpied az do 25 metri (popaté prejede pres 19. metr), vraci se zpét
do vzdalenosti 18 metru od zacatku (pfejede pres 19. metr posSesté), jede vpred az do
vzdalenosti 28 metru (pfejede pres 19. metr posedmé), vraci se zpét do vzdalenosti
21 metri od zacatku... Pri dalsim jezdéni se uz na 19. metr nedostane, celkem se tedy
na 19. metru vyskytoval sedmkrat.

2. Zjisti obsah a velikosti vnitrnich uhli mnohotuhelniku zndzornéného v kosoctvercove
siti na obrazku, jestlize vis, Ze primky sité sviragi uhel 80° a jeden maly kosoctverecek
md obsah 1cm?. (Pozor, obrdzek je nepiesny!)

AV /N
Y VAVA
/N [/ /
/N\/ VA
yAVAV

[ L7
[/
9




RESENT. Nejprve zjistime pocet celych kosoétvercii obsazenych v mnohotihelniku:
téch je 16. Kromé nich se tam vyskytuji trojuhelniky, které jsou ,polovinami“ malych
kosoctverci. Takovych trojuhelnikii je celkem 8. Obsah mnohothelniku je tedy

16 -1cm? + 8- 0,5 cm? = 20 cm?.

Vnitini Ghly mnohotihelniku si oznac¢ime jako na obrazku.

Ptimky sité sviraji tthel 80°, tedy a = 80°. Déale vyuzijeme skutecnosti, ze uh-
lopricky kosoctverce jsou soucasné i osami jeho vnitinich hli a tedy je déli na dveé
stejné Casti, proto B = 180° — 80° 4 80° : 2 = 140°. Uhlopticky v kosoétverci jsou
navzajem kolmé, tedy v = 90°. Takto postupné dopocitame vsSechny vnitini thly
0 = 180° + 100° : 2 = 230°, w = 360° — 100° = 260°, ¢ = 100° : 2 = 50°,
p = 80° + 50° = 130°, m = 50°, p = 360° — 90° = 270°, 7 = 90°, ¢ = 50° + 80° = 130°,
1= 360° — 80° = 280°.

3. Na obrazku vidis tzv. kvadroladu (specidlni druh rolddy). Je vyrobena z bilé a hnédé
marcipanové hmoty, pricemZ obé hmoty maji stejnou tloustku, a to 1cm. Celd
kvadrolada ma délku 15 cm. Prodavad se rozkrajend na 10 shodnych platku. Zjisti

a) rozméry jednoho pldtku,
b) kolik grami hnédé hmoty a kolik gramd bilé hmoty je treba na jeji pripravu,
jestlize vis, Ze 1cm® marcipdnu md hmotnost 2 gramy.

1lcm

15cm

lcm

RESENT. a) Rozméry jednoho kousku rolady (dle obrazku) jsou 9cm, 8 cm, jeho
tloustka je 15cm : 10 = 1,5 cm.
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b) Hnéda hmota: Z fezu uré¢ime hnédou plochu:

1-(8+8+7+6+5+4+3+2+1)=44cm>

Délka rolady je 15cm, tedy objem hnédé hmoty je

a hmotnost

Bila hmota: Z fezu urcime bilou plochu:

Vi = 44 - 15 = 660 cm®

mH:VH-Q:66O~2:1320g.

1-(7T+6+5+4+3+2+1)=28cm”

Délka rolady je 15 cm, tedy objem bilé hmoty je

a hmotnost

4. Najdi vSechna pétimistna prirozend cisla, ktera se skrtnutim pruni a posledni cislice

zmensi 250krat.

RESEN{. Z podminky ,ptivodni é&slo se skrtnutim prvni a posledni ¢islice zmensi
250krat“ vyplyva, ze puvodni ¢islo musi byt beze zbytku délitelné cislem 250, tedy
musi koncit n€kterym z nasledujicich trojcisli: 000, 250, 500 nebo 750. Po skrtnuti prvni
a posledni ¢islice dostaneme tedy trojmistné cislo typu *00, %25, x50 nebo *75. Protoze
nejvétsi pétimistné cislo je 99999 a 99999 : 250 < 400, mize se na misté * vyskytovat

Vg = 28 -15 = 420 cm?

mp=Vp-0=420-2=2840g.

pouze 0, 1, 2 nebo 3. Zbyva tedy ovérit nasledujicich 16 moznosti:

000 -
025 -
050 -
075 -
100 -
125 -
150 -
175 -

Prvni dvé ¢isla jsou moc mald, z dalsich vyhovuji podminkédm tlohy jen 125-250 =
= 31250, 250 - 250 = 62500 a 375 - 250 = 93 750, tedy existuji jen tfi pétimistna cisla

250 =0

250 = 6 250
250 = 12500
250 = 18750
250 = 25000
250 = 31250
250 = 37500
250 = 43750

200 -
225 -
250 -
275 -
300 -
325 -
350 -
375 -

pozadovanych vlastnosti, a to 31250, 62500 a 93 750.
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5. Pavel mel za domact ukol vyjadrit desetinnymsi cisly zlomky % a 1—73 Chtel udélat pani
uditelce radost a misto do sesitu psal na latky skolniho plotu. Nejprve vyjadroval %,
takZe nahoru na prvni latku napsal nulu, na druhou desetinnou édrku, na treti 4.
Takto pokracoval, dokud nenapsal ¢islici na posledni latku. Potom vyjadroval 1—73
Na proni latku doli napsal nulu, na druhou desetinnou édrku, na treti 5 atd. Kolik
bylo v ploté laték, vis-li, Ze ¢islici 5 napsal presné 667krdt a Ze na 668 latkdch byla
dvojice stejnych cislic?

RESEN{. Postupnym délenim lze pfijit na to, Ze % lze vyjadrit jako periodické de-

setinné ¢islo 0,428 571 a 1—73 jako periodické desetinné ¢islo 0,538 461. Podivejme se, jak
bude vypadat né€kolik prvnich laték, které Pavel popsal:

latka ¢islo |1]2|3(4(5|6(7(8|9|10|11|12|13|14 |15
nahore 0|,(4|2|8(5|7|1(4]2 |8 |5 |7 |14
dole 0|,(5]3|8(4]6|1|5|3|8]4]6|1]|5

Vidime, ze obsah laték se pravidelné po Sesti opakuje. Neni to ndhoda — tento
fakt vyplyva z toho, Ze oba zlomky vyjadfené jako desetinné c¢isla maji periodu stejné
délky (6) a stejny pocet mist pfed desetinnou ¢arkou. Vime, ze Pavel 667krat napsal
¢islici 5. V jednom ,,cyklu®“ jsou dvé pétky, musel tedy napsat 333 celych cykla a jeden
cyklus netplny (na 1, 2 nebo 3 latky).

2+ 333 -6 = 2000.

Laték mohlo byt 2001, 2002 nebo 2003, podle toho zda pii psani skonéil na latce s ¢isly
4/5, 2/3 resp. 8/8. (Na 5/4 uz skonéit nemohl — to by napsal 668krat pétku.) Déle
vime, Ze na 668 latkdch byla napsana dvojice stejnych ¢isel, tedy kromé prvni latky
s ¢isly 0/0 jesté na 667 dalsich. V jednom cyklu jsou dvé takové dvojice 8/8 a 1/1, to
znamend 333 celych cyklli a jeden ,necely“, tedy laték muselo byt 24333-6+3 = 2003,
24333-6+4 = 2004 nebo 2+ 333-6+5 = 2005. Protoze z prvni podminky vyplynulo,
ze laték bylo 2001, 2002 a nebo 2003, a z druhé, zZe jich bylo 2003, 2004 nebo 2005,
muselo jich byt 2003.

6. V Kocourkové jsou dvé smendrny. V soucasnosti maji tyto kurzy:

1. sméndrna 2. sméndarna
Nakupujeme | Proddvame Nakupujeme | Proddvdme
1 euro 123 Kk 132 Kk 1 euro 134 Kk 148 Kk

Slavek Mazany mel nékolik eur. V druhé smeénarné je vymeénil za kocourkovské
koruny a ty potom vymeénil v pruni smendrné zpét za eura. Takto vydélal 1 euro.
Kolik eur mél puvodné?

RESENI. Za z eur dostal Slavek 134z Kk, za né zase %m eur. Z rovnice
134z 41
132

plyne, ze z = 66.
Na zacatku mél Slavek 66 eur.
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55. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Komentare k domacimu kolu kategorie Z8

1. Soucin ciferného soucinu a ciferného souctu dvojmistného prirozeného cisla je 126.
Které cislo to je? Najdéte vsechna moznd tesent.

RESEN{. Z rozkladu 126 = 2-3-3-7 a z podminky, ze ciferny soué¢in dvojmistného
¢isla déli 126, uréime mozné dvojice ¢islic takového ¢isla. Pro kazdou dvojici provedme
zkousku, zda c¢isla mohou byt c¢islicemi hledaného cisla:

S(141) # 126
(142) # 126
(143) # 126
- (146) # 126
(147) # 126
(149) # 126
(24 3) # 126
(2+7)
(2+9)
(3+7)
(6+7)
(7+9)

—_
—_

(24 7) =126 ... vyhovuje
(249) # 126
-(3+7) #£ 126
(6+7) # 126
(7T+9) # 126

T O WM DN
O J J O J W O JO Wi

Jde o ¢isla 27 nebo 72.

2. Pani Zrucnd se uchdzela o misto v pernikarné. Pri pohovoru s vedoucim chtéla rict,
za kolitk minut ozdobi kolik perniki. Byla nervozni, a proto omylem prohodila pocet
minut s poctem perniku. Vedouct podle vyslechnutych udaji spocital, kolik pernikd
by méla pani Zrucna stihnout ozdobit za pétihodinovou pracovni dobu, a tolik ji dal

tkolem. Pani Zrucné vsak trvala prace o 2 hodiny a 12 minut déle. Kolik pernikd
ozdobila?

RESEN{. Zruénd omylem nahlasila za p minut m perniki. Vedouci tedy vypocital,
ze za 1 minutu ozdobi m/p perniki, za 5 hodin (300 minut) ozdobi 300m/p perniku.
Ve skute¢nosti Zruénad udéla p pernikt za m minut, tj. 1 pernik za m/p minut. Vyse
stanovenych 300m/p perniki by zdobila

300m m 300m?

= 5— minut
p p p
a trvalo ji to 432 minut, tedy
300m?
T 432,
p

m? = 1,44p?,

m = 1,2p.
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Pocet perniki, které pani Zrucna ozdobila:

-1,2
300m _ 300-1,2p 360,
p p

3. Na obrazku vidis tzv. kvadroladu (specidlni druh rolddy). Je vyrobena z bilé a hnédé
marcipdnové hmoty, pricemz obé hmoty maji stejnou tloustku, a to 1cm. Celd
kvadrolada ma délku 15 cm. Prodavd se rozkrajend na 10 shodnych platku. Zjisti

a) rozméry jednoho pldtku,
b) kolik gramu hnédé hmoty a kolik gramu bilé hmoty je treba na jeji pripravu,
jestlize vis, Ze 1cm® marcipdnu md hmotnost 2 gramy.

1lcm

15cm

lcm

4. Roman psal na list papiru celd cisla do Tady tak, Ze kaZdé nasledujict ziskdval z pred-
choziho stiidave ndsobenim dvéma a odecitanim tii. (Napr. fada cisel 1, 2, —1, —2,
—&, —10 vyhovuge jeho pravidlu, ale fada 10, 7, 4, 8, 16, 32 jeho pravidlo nespliuje.)
Po chvili secetl poslednich 5 cisel, ktera napsal, a vyslo mu 114. Kterych pét cisel
napsal naposledy?

RESEN{. Prvni z poslednich péti ¢isel ozna¢ime a. Potom jsou dvé moznosti, jak
muze fada pokracovat:

a) 2a:
a+2a+ (2a —3) + (4a — 6) + (4a — 9) = 114,
13a = 132.
Rovnice nemé feSeni v oboru celych ¢isel.
b) a — 3:
a+(a—3)+ (2a—6) + (2a —9) + (4a — 18) = 114,
10a = 150,
a = 15.

Poslednich pét napsanych cisel bylo po fadé 15, 12, 24, 21, 42.
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5. Urcete polomeér vétsi kruznice, vite-li, Ze malé kruznice maji polomér 1 cm (kruznice
maji celkem osm vzdjemnych dotyki).

RESENT. Oznaéime podle obr. stfedy malych kruznic Si, S, S3, S4 a S stied velké
kruznice. Trojuhelnik S7.55S53 je rovnoramenny pravouhly s odvésnami délky 2 cm. Z Py-
thagorovy véty je |S195] = 2v/2cm, pak [SS;| = v2cm a polomér velké kruznice je
(14 v2) cm.

6. Zdk Pazout mél v loriském rocniku primér vsech zndmek 4,15. Z nich byly pouze
ctyri jednicky, zato pravé jedna tretina byly pétky. Kolik znamek musel PaZout mi-
nimdlné dostat?

RESENT. Pro aritmeticky primér plati:

soucet znadmek

- . = 4,15,
pocet znamek

soucet znamek = 4,15 - pocet znamek = 20 pocet znamek,

z toho plyne, ze pocet znamek je nasobek dvaceti. Protoze tfetina znamek byly pétky,
musi byt pocet zndmek rovnéz nasobkem c¢isla 3.

Pocet znamek je tedy nasobkem disla 60.

a) Kdyby mél Pazout 60 znamek, bylo by

60 - 4,15 = 249.

15



Odecteme-li 4 jednicky a 20 pétek (tj. 104), zbyva 145 na 36 zndmek. I kdyby to byly
samé ¢tyiky, bylo by to méné nez 145 (36 - 4 = 144).
b) Kdyby mél Pazout 120 znamek:

120 - 4,15 = 498.
Odecteme-li 4 jednicky a 40 pétek, zbyde 294 na 76 zndmek. To lze splnit (294 : 76 = 3,9),

napt. 10 trojek a 66 ctyrek.
74k Pazout musel letos dostat minimélné 120 znamek.
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55. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Komentare k domacimu kolu kategorie Z9

1. Urcete pocet prirozenych cisel od 100 do 999, kterd maji prdave dvé stejné cislice.

RESEN{. Piiklad je mozné fesit vice zptisoby napf:

1. Pocet cisel, ktera maji prave dveé stejné cislice a neobsahuji nulu: 9 - 8 - 3 = 216.

Pocet ¢isel, kterda obsahuji pravé 1 nulu (jsou tvaru 110, 220, ..., 101, 202, ...):
2.-9=18.

Pocet ¢isel, kterd obsahuji pravé dvé nuly (jsou tvaru 100, 200, ...): 9.

Celkem: 216 + 18 + 9 = 243.

2. Pocet vsech trojcifernych cisel: 900.

Pocet cisel, kterda maji kazdou cifru jinou: 9-9 -8 = 648.

Pocet cisel, ktera maji vsechny cifry stejné: 9.

Vysledek: 900 — 648 — 9 = 243.

Cisel s touto vlastnosti je celkem 243.

2. Na obrazku jsou tri rovnostranné trojuhelniky, tri malé polokruznice dotykajici se
jedné velké polokruznice o poloméru 1dm. Urcete délku usecky AB.

e\

RESENT. Trojthelniky jsou rovnostranné, jejich stranu ozna¢me a. Jejich vyska je
%a\/g (obr). Polomér malych polokruznic je %a.

| XY|=1dm,
1 1
|XY| = 5@\/§+ 5&,

1 1
§a\/§+ 5@ = 1dm.

Odtud

a = 2 dm = 0,732 dm.

1++3
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AR

X 1dm

3. V soustavé souradnic jsme zndzornili body A[8,2], B[—1,1], C[—2,4] a jejich
obrazy A’, B’, C’ ve stfedové soumérnosti se stredem v pocdtku soustavy souradnic.
Vypoditejte obsah Sestiuhelniku ABCA'B'C'.

RESEN{. Mizeme postupovat réiznymi zpisoby, napi. nasledovné.
Vyjdeme z obdélniku PQRS (obr.). Od jeho obsahu budeme postupné odéitat

\?J

sl o N/ R

IANES A

=Y

A \Y

obsahy dalsich obrazct:
Spors = = 48,
Sacrga = Sacsar = 3,

Samc'p = Sancs = 1,5,
SparLp = SaaxkB = 2,
Spmrar = Srnka = 8.

Je tedy Sapcarpcr =48 —2-(3+1,5+2+8)=19.
Obsah Sestitthelniku ABCA’'B’C’ je 19.

4. Stary podnikatel zemrel a zanechal po sobé dva bankovni ucty, jeden dluh a zdvét.
V' zavéti je psano, Ze penize z prvniho uctu si maji rozdélit proni a druhy syn
v pomeru 1 : 2, penize z druhého uctu proni a treti syn v poméru 1 : 8 a dluh maji
zaplatit druhy a treti syn v poméru 2 : 3. Zjistéte, kolik korun bylo na prunim, kolik
na druhém uctu a jaky dluh museli synove zaplatit, vite-li, Ze v konecnem disledku
kazZdy z nich ziskal 123 456 korun.
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RESENT. Céstky, které si synové rozdélili, oznac¢ime takto (pocitdme v korunéch):

1. syn z 1. uctu ... z, 2.synz 1. uctu ... 2x,
1. syn z 2. Gctu ... y, 3.syn z 2. aétu ... 3y,
2. syn z dluhu ... 2z, 3. syn z dluhu ... 3z,

prvni syn dostal: x4y = 123456,
druhy syn dostal: 2x — 2z = 123 456,
tfeti syn dostal: 3y — 3z = 123 456.

Ziskali jsme soustavu tii rovnic o tfech nezndmych. Vyjadfime x z prvni rovnice a do-
sadime do druhé:

2y + 22 = 123 456,
3y — 3z = 123 456.

Jejim vyfesenim dostavame: z = 72016, y = 51440, z = 10288. Na prvnim uctu
bylo 216 048 K¢, na druhém 205760 K¢ a dluh ¢inil 51440 K¢.

5. Dwva rovnostranné papirové trojuhelniky, z nichZ mensi md obsah 60cm?, jsme po-
loZili pres sebe tak, Ze jejich primikem byl pravoiuhly trojuhelnik s obsahem 30 cm?.
Jaky nejmensi obsah mohl mit vétsi z rovnostrannych trojuhelnika?

RESEN{. Polovina malého trojihelniku lezi pies velky trojuhelnik.
Pravouhly trojahelnik vznikne, kdyz vysku malého trojuhelniku polozime pies
stranu velkého trojuhelniku. Vétsi trojuhelnik bude mit nejmensi mozny obsah, jestlize

jeho strana bude prochazet vrcholem mensiho trojahelniku (viz obréazek). Strana malého
trojahelniku je zaroven vyskou velkého trojuhelniku. Délku strany velkého trojuhelniku,

C

30 cm?

malého trojihelniku a vysku malého trojuhelniku ozna¢ime po fadé a’, a, v.
av3
v=—",
2
r_2a

73
19
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Obsah malého trojuhelniku:

1
60 = - ~lg§ a?.
Obsah velkého trojuhelniku:
1 V3
r_ - N2 2
S=9 59
S = (1.@.&).%7
2 2 3
4
S =60 =
37
S = 80 (cm?)

Vétsi rovnostranny trojihelnik bude mit obsah minimalné 80 cm?.

6. Provéerka obsahovala 26 otdzek, jeZ byly rozdéleny podle obtizZnosti do tri skupin.
V prond byla kazdd spravnd odpovéd hodnocena tiemi body, ve druhé péti body a ve
treti osmi body. Maximdlni pocet bodi byl 111. Kolik otdzek mohlo byt v jednotlivych
skupinach?

RESENT. Poéty otdzek v prvni, druhé a tieti skupiné oznac¢ime po fadé a, b, c. Ze
zadani vime:

a+b+c=26,
3a + 5b + 8c = 111.

Odecteme-li od druhé rovnice trojnasobek prvni rovnice, ziskdme rovnici
2b + 5¢ = 33, (1)

a tedy

33 — 5¢
b= 5

Aby bylo b pfirozené ¢islo, musi byt ¢ liché a navic 5¢ < 33, takze ¢ € {1,3,5}.
Vsechna mozna feseni jsou uvedena v nasledujici tabulce.

Jiné feseni se dostane k rovnici (1) nasledujici ivahou: 26 otazek po tfech bodech
by dalo 78 bodt a zbylych 33 bodd musime rozdélit po dvou na pétibodovou otazku
a po péti na osmibodovou otazku.
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