55. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Komentare k domacimu kolu kategorie Z7

1. Pat a Mat upravovali novy asfalt na cesté. Nejprve s vdlcem jeli 10 m dopredu, po-
tom 7m couvli. Pak opét popojeli 10 m dopredu a 7m couvli atd. Takto pokracovali,
nez poprve sjeli z nového asfaltu.

a) Kolik metri ujeli na novém 540 m dlouhém useku cesty?
b) Kolikrat prejeli po 19. metru nového asfaltu?

RESEN{. a) Na jeden cyklus vpted-vzad se vélec posune o 3 metry dopfedu a ujede
pritom 17 metri. Na 540 metrovy tisek by takto pfipadlo 540 : 3 = 180 cyklti. Na konec
540 metrt dlouhého tseku vsak valec poprvé dorazi uz diive: Po 175 cyklech je totiz
na 525. metru, pti posunuti o 10 m dopredu se dostane az na 535. metr, potom se vraci
zpét na 528., dale jede dopredu na 538., zpét na 531. metr a uz mu stacéi jen 9 metri
doptedu, aby sjel z ¢erstvého asfaltu. To mame 177 celych cykli a jesté 9 m vpred, tedy
celkem 177 - 17m + 9m = 3018 m, které valec najezdil po 540 metr dlouhém tseku
nového asfaltu.

b) Poprvé se smérem dopfedu dostane véalec do vzdalenosti 10 metrd, potom se
vraci zpét do vzdalenosti 3 metry od zacatku, jede vpred az do vzdélenosti 13 metri,
vraci se zp€t do vzdalenosti 6 metrti od zacatku, jede vpred az do vzdalenosti 16 metri,
vraci se zpét do vzdalenosti 9 metri od zacatku, jede vpred az do vzdalenosti 19 metri,
(ted byl na 19. metru poprvé), vraci se zpét do vzdalenosti 12 metri od zacatku (cestou
podruhé piejede pres 19. metr), jede vpied az do vzdalenosti 22 metrt (potieti prejede
pres 19. metr), vraci se zpét do vzdalenosti 15 metri od zacatku (poétvrté prejede pres
19. metr), jede vpfed az do 25 metri (popété prejede pres 19. metr), vraci se zpét
do vzdélenosti 18 metri od zacatku (pfejede pres 19. metr posesté), jede vpied az do
vzdalenosti 28 metri (pfejede pres 19. metr posedmé), vraci se zpét do vzdélenosti
21 metra od zacatku... PTi dalSim jezdéni se uz na 19. metr nedostane, celkem se tedy
na 19. metru vyskytoval sedmkrat.

2. Zjisti obsah a velikosti vnitrnich whli mnohothelniku zndzornéného v kosoctvercové
sttt na obrazku, jestlize vis, Ze primky sité sviraji uhel 80° a jeden maly kosoctverecek
md obsah 1cm?. (Pozor, obrdzek je nepresny!)
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RESENI. Nejprve zjistime pocet celych kosoctvercii obsazenych v mnohothelniku:
téch je 16. Kromé nich se tam vyskytuji trojihelniky, které jsou ,polovinami“ malych
kosoctvercii. Takovych trojihelnik je celkem 8. Obsah mnohothelniku je tedy

16 - 1cm? 4+ 8- 0,5cm? = 20 cm?.

Vnitini thly mnohothelniku si oznac¢ime jako na obrazku.

Primky sité sviraji tthel 80°, tedy o = 80°. Déle vyuzijeme skutecnosti, ze h-
lopricky kosoctverce jsou soucasné i osami jeho vnitinich hlt a tedy je déli na dveé
stejné ¢asti, proto B = 180° — 80° + 80° : 2 = 140°. Uhlopiicky v kosoctverci jsou
navzajem kolmé, tedy v = 90°. Takto postupné dopocitdme vsSechny vnitini dhly
0 = 180° + 100° : 2 = 230°, w = 360° — 100° = 260°, ¢ = 100° : 2 = 50°,
@ =80°+50° =130°, m = 50°, o = 360° — 90° = 270°, 7 = 90°, 0 = 50° + 80° = 130°,
©=360° — 80° = 280°.

3. Na obrazku vidis tzv. kvadroladu (specidalni druh rolddy). Je vyrobena z bilé a hnédé
marcipdnové hmoty, pricemZ obé hmoty maji stejnou tloustku, a to 1cm. Celd
kvadroldda md délku 15 cm. Proddvd se rozkrdjend na 10 shodnych pldtka. Zjisti

a) rozmeéry jednoho platku,
b) kolik grami hnédé hmoty a kolik grami bilé hmoty je treba na jeji pripravu,
jestlize vis, Ze 1cm® marcipdnu md hmotnost 2 gramy.

lcm

15cm

lcm

RESENT. a) Rozméry jednoho kousku rolady (dle obrazku) jsou 9cm, 8cm, jeho
tloustka je 15cm : 10 = 1,5 cm.
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b) Hnéda hmota: Z fezu urc¢ime hnédou plochu:

1-8+8+7+6+5+4+3+2+1)=44cm?

Délka rolady je 15 cm, tedy objem hnédé hmoty je

a hmotnost

Vi = 44 - 15 = 660 cm?

Bila hmota: Z fezu urc¢ime bilou plochu:

mH:VH-,Q:660-2:1320g.

1-(T+6+5+4+3+2+1)=28cm>

Délka rolady je 15 cm, tedy objem bilé hmoty je

a hmotnost

4. Najdi vSechna péetimistnd prirozend cisla, kterd se skrtnutim proni a posledni c¢islice

zmenst 250krat.

RESENI. Z podminky ,ptivodni &islo se krtnutim prvni a posledni ¢islice zmensi
250krat“ vyplyva, ze ptvodni ¢islo musi byt beze zbytku délitelné cislem 250, tedy
musi koncit nékterym z nasledujicich troj¢isli: 000, 250, 500 nebo 750. Po skrtnuti prvni
a posledni ¢islice dostaneme tedy trojmistné ¢islo typu %00, 25, x50 nebo *75. Protoze
nejvétsi pétimistné ¢islo je 99999 a 99999 : 250 < 400, mlize se na misté * vyskytovat

Vg = 28 - 15 = 420 cm®

mp=Vg-0=420-2=840g.

pouze 0, 1, 2 nebo 3. Zbyva tedy ovérit nasledujicich 16 moznosti:

000 -
025 -
050 -
075 -
100 -
125 -
150 -
175 -

Prvni dvé ¢isla jsou moc mald, z dalsich vyhovuji podminkadm tlohy jen 125-250 =
= 31250, 250 - 250 = 62500 a 375 - 250 = 93 750, tedy existuji jen t¥i pétimistna cisla

250 =0

250 = 6250
250 = 12500
250 = 18750
250 = 25000
250 = 31250
250 = 37500
250 = 43750

200 -
225 -
250 -
275 -
300 -
325 -
350 -
375 -

pozadovanych vlastnosti, a to 31250, 62500 a 93 750.

11

250 = 50000
250 = 56 250
250 = 62500
250 = 68750
250 = 75000
250 = 81250
250 = 87500
250 =93 750



%. Chtel udelat pani
ucitelce radost a misto do sesitu psal na latky skolniho plotu. Nejprve vyjadroval %,
takZe mahoru na proni latku napsal nulu, na druhou desetinnou cdrku, na treti 4.
Takto pokracoval, dokud nenapsal ¢islici na posledni latku. Potom vyjadroval %
Na pruni latku doli napsal nulu, na druhou desetinnou édrku, na treti 5 atd. Kolik
bylo v ploté latek, vis-li, Ze ¢islici 5 napsal presné 667krdt a Ze na 668 latkdch byla
dvojice stejniyjch éislic?

5. Pavel mél za domdci ukol vyjadrit desetinnymi ¢isly zlomky % a

RESEN{. Postupnym délenim lze pfijit na to, Ze % lze vyjadrit jako periodické de-
setinné ¢islo 0,428 571 a % jako periodické desetinné ¢islo 0,538 461. Podivejme se, jak
bude vypadat nékolik prvnich laték, které Pavel popsal:

latka ¢islo [1|2(3|4|5(6|7[8|9]10(11|12|13|14|15
nahore 0|,[4(|2|8|5|7|1|4]|2 |8 |5 |7|1|4
dole 0|,[5(3|8]4|6|1|5|3|8|4]6]|1]5

Vidime, ze obsah laték se pravidelné po Sesti opakuje. Neni to ndhoda — tento
fakt vyplyva z toho, Ze oba zlomky vyjadiené jako desetinné ¢isla maji periodu stejné
délky (6) a stejny pocet mist pfed desetinnou ¢arkou. Vime, ze Pavel 667krat napsal
¢islici 5. V jednom ,cyklu“ jsou dvé pétky, musel tedy napsat 333 celych cykla a jeden
cyklus netplny (na 1, 2 nebo 3 latky).

24333 -6 = 2000.

Laték mohlo byt 2001, 2002 nebo 2003, podle toho zda pfi psani skonéil na latce s ¢isly
4/5, 2/3 resp. 8/8. (Na 5/4 uz skonéit nemohl — to by napsal 668krat pétku.) Dale
vime, Ze na 668 latkdch byla napsana dvojice stejnych cisel, tedy kromé prvni latky
s Cisly 0/0 jesté na 667 dalsich. V jednom cyklu jsou dvé takové dvojice 8/8 a 1/1, to
znamend 333 celych cykld a jeden ,necely”, tedy laték muselo byt 2+333-6+3 = 2003,
2+333-6+4 = 2004 nebo 24333 -6+ 5 = 2005. Protoze z prvni podminky vyplynulo,
ze lat€k bylo 2001, 2002 a nebo 2003, a z druhé, Ze jich bylo 2003, 2004 nebo 2005,
muselo jich byt 2003.

6. V Kocourkové jsou dvé sméndrny. V soucasnosti maji tyto kurzy:

1. sméndrna

Nakupujeme

Proddvame

1 euro

123 Kk

152 Kk

2. sméndrna

Nakupujeme

Proddavdme

1 euro

13] Kk

143 Kk

Slavek Mazany mél nekolik eur. V druhé smeéndarné je vymeénil za kocourkovské
koruny a ty potom vymeénil v pruni sméndrné€ zpét za eura. Takto vydélal 1 euro.
Kolik eur mél pivodné?

RESENI. Za x eur dostal Slavek 1342 Kk, za né zase %x eur. Z rovnice
134z 1
=z
132

plyne, ze © = 66.
Na zacatku mél Slavek 66 eur.
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