55. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Komentare k domacimu kolu kategorie Z9

1. Urcete pocet prirozenych cisel od 100 do 999, kterd maji prdve dvé stejné cislice.

RESEN{. Piiklad je mozné fesit vice zptisoby nap:

1. Pocet cisel, kterd maji prave dvé stejné cislice a neobsahuji nulu: 9 -8 - 3 = 216.

Pocet ¢isel, kterd obsahuji pravé 1 nulu (jsou tvaru 110, 220, ..., 101, 202, ...):
2.-9=18.

Pocet ¢isel, kterd obsahuji pravé dvé nuly (jsou tvaru 100, 200, ...): 9.

Celkem: 216 + 18 + 9 = 243.

2. Pocet vsech trojcifernych cisel: 900.

Pocet cisel, ktera maji kazdou cifru jinou: 9-9 -8 = 648.

Pocet cisel, ktera maji vsechny cifry stejné: 9.

Vysledek: 900 — 648 — 9 = 243.

Cisel s touto vlastnosti je celkem 243.

2. Na obrazku jsou tri rovnostranné trojuhelniky, tri malé polokruznice dotykajici se
jedné velké polokruznice o poloméru 1dm. Urcete délku usecky AB.

e

RESENT. Trojthelniky jsou rovnostranné, jejich stranu ozna¢me a. Jejich vyska je
%a\/g (obr). Polomér malych polokruznic je %a.

| XY|=1dm,
1 1
|XY| = 5@\/§+ 5&,

1 1
§a\/§+ 5@ = 1dm.

Odtud

a= 2 dm = 0,732 dm.

1+3
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3. V soustavé souradnic jsme zndzornili body A[3,2], B[—1,1], C[—2,4] a jejich
obrazy A’, B’, C’ ve stfedové soumérnosti se stredem v pocdtku soustavy soutadnic.
Vypoditejte obsah Sestiuhelniku ABCA'B'C'.

RESEN{. MiZeme postupovat réiznymi zpiisoby, napi. nasledovné.
Vyjdeme z obdélniku PQRS (obr.). Od jeho obsahu budeme postupné od¢itat
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obsahy dalsich obrazct:
Spors = = 48,
Sacrga = Sacsar = 3,

Samc'p = Sance = 1,5,
SparLp = SaaxkB = 2,
Spymra = SRNkA =

Je tedy Sapcarpcr =48 —2-(3+1,5+2+8)=19.
Obsah Sestitthelniku ABCA’B’C’ je 19.

4. Stary podnikatel zemrel a zanechal po sobé dva bankovni iucty, jeden dluh a zdvét.
V' zavéti je psano, Ze penize z prvniho uctu si magji rozdélit proni a druhy syn
v pomeru 1 : 2, penize z druhého uctu proni a treti syn v poméru 1 : 8 a dluh maji
zaplatit druhy a treti syn v poméru 2 : 3. Zjistéte, kolik korun bylo na prunim, kolik
na druhém uctu a jaky dluh museli synové zaplatit, vite-li, Ze v konecnem disledku
kaZdy z nich ziskal 123 456 korun.

18



RESENT. Céstky, které si synové rozdélili, oznac¢ime takto (poc¢itdme v korunéch):

1. syn z 1. uctu ... z, 2.synz 1. uctu ... 2x,
1. syn z 2. Gctu ... y, 3.syn z 2. Gétu ... 3y,
2. syn z dluhu ... 2z, 3. syn z dluhu ... 3z,

prvni syn dostal: x4y = 123456,
druhy syn dostal: 2x — 2z = 123 456,
tfeti syn dostal: 3y — 3z = 123 456.

Ziskali jsme soustavu tii rovnic o tfech nezndmych. Vyjadfime x z prvni rovnice a do-
sadime do druhé:

2y + 22 = 123 456,
3y — 3z = 123 456.

Jejim vyfesenim dostavame: z = 72016, y = 51440, z = 10288. Na prvnim uctu
bylo 216 048 K¢, na druhém 205760 K¢ a dluh ¢inil 51440 K¢.

5. Duva rovnostranné papirové trojuhelniky, z nichZ mensi md obsah 60 cm?, jsme po-
loZili pres sebe tak, Ze jejich primikem byl pravoiuhly trojuhelnik s obsahem 30 cm?.
Jaky nejmensi obsah mohl mit vétsi z rovnostrannych trojuhelnika?

RESEN{. Polovina malého trojihelniku lezi pies velky trojuhelnik.
Pravouhly trojahelnik vznikne, kdyz vysku malého trojuhelniku polozime pfes
stranu velkého trojuhelniku. Vétsi trojuhelnik bude mit nejmensi mozny obsah, jestlize

jeho strana bude prochazet vrcholem mensiho trojahelniku (viz obrézek). Strana malého
trojahelniku je zaroven vyskou velkého trojuhelniku. Délku strany velkého trojihelniku,

C

30 cm?

malého trojihelniku a vysku malého trojuhelniku oznaéime po fadé a’, a, v.
av3
v=—",
2
r_2a
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Obsah malého trojuhelniku:

1
60 = - ~lg§ a?.
Obsah velkého trojuhelniku:
1 V3
r_ - NY 2
S=9 59
S = (1.@.&).%7
2 2 3
4
S"=60- =
37
S = 80 (cm?)

Vétsi rovnostranny trojihelnik bude mit obsah minimalné 80 cm?.

6. Provéerka obsahovala 26 otdzek, jeZ byly rozdéleny podle obtizZnosti do tri skupin.
V prond byla kazdd spravnd odpovéd hodnocena tiemi body, ve druhé péti body a ve
treti osmi body. Maximdlni pocet bodi byl 111. Kolik otdazek mohlo byt v jednotlivych
skupinach?

RESENT. Poéty otdzek v prvni, druhé a tieti skupiné oznac¢ime po fadé a, b, c. Ze
zadani vime:

a+b+c=26,
3a + 5b + 8c = 111.

Odecteme-li od druhé rovnice trojnasobek prvni rovnice, ziskdme rovnici
2+ 5¢ = 33, (1)

a tedy
33 — 5¢
b= .
2
Aby bylo b pfirozené ¢islo, musi byt ¢ liché a navic 5¢ < 33, takze ¢ € {1,3,5}.
Vsechna mozna feseni jsou uvedena v nasledujici tabulce.

Jiné Teseni se dostane k rovnici (1) nasledujici tivahou: 26 otazek po tfech bodech
by dalo 78 bodt a zbylych 33 bodd musime rozdélit po dvou na pétibodovou otazku
a po péti na osmibodovou otazku.
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