MATEMATICKA OLYMPIADA

pro Zaky
zakladnich $kol a niZSich roéniku viceletych gymnazii

56. ROCNIK, 2006/2007

http://math.muni.cz/mo

Mili mladi pratelé,

mate radi zajimavé matematické tlohy a chtéli byste si v jejich fe-
Seni zasoutézit? Jestlize ano, zveme vas k Gcasti v matematické olym-
piadé (MO). Soutéz je dobrovolna a nesouvisi s klasifikaci z matematiky.
Mohou se ji zicastnit zaci 5. az 9. ro¢nikd zakladnich skol a zaci jim
odpovidajicich ro¢nikt viceletych gymnazii vzdy ve svych kategoriich. Po-
drobnéjsi rozdéleni uvadi nasledujici tabulka.

rocnik kategorie
7S | 8leté G | 6leté G
9 4 2 79
8 3 1 78
7 2 — 77
6 1 — 76
5 — — 75

Se souhlasem svého ucitele matematiky muzete soutézit i v nékteré
kategorii uréené pro vyssi ro¢nik nebo v nékteré kategorii A, B, C, P, které
jsou urceny pro studenty stfednich skol. Soutézni tlohy pro kategorie A,
B, C, P jsou uverejnény v letdku Matematickd olympidda na stfednich
skolach.

Prubéh soutéze
Soutéz v jednotlivych kategoriich probiha ve dvou nebo ve t¥ech kolech.

Kategorie Z9 mé skolni, okresni a krajské kolo.
Kategorie Z8, 77, Z6 a 7Z5 maji skolni a okresni kolo.

Skolni kolo: V tomto vstupnim kole soutéze, organizovaném na skolach,
fesi zaci ve svém volném case (doma) Sest uloh uvefejnénych v tomto
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letaku. Do soutéze budou zafazeni zaci, kteri odevzdaji svym uciteltim
matematiky Teseni alespon ¢tyf tloh. Vsem soutézicim vsak doporucuje-
me, aby se snazili vyfesit vSechny tlohy, protoze v dalsim priib&hu soutéze
mohou byt zadany podobné tlohy.

Reseni tiloh odevzdévejte svym uéiteliim matematiky v téchto termi-
nech:

Kategorie Z5, Z9: prvni trojici tloh do 3. listopadu 2006 a druhou
trojici aloh do 3. ledna 2007.

Kategorie Z6 az Z8: prvni trojici iloh do 8. prosince 2006 a druhou
trojici uloh do 2. biezna 2007.

Vasi ucitelé ulohy opravi a ohodnoti podle stupnice 1 — vyborné, 2 —
dobre, 8 — nevyhovuje. Pak je s vami rozeberou, vysvétli vam pripadné
nedostatky a sezndmi vés se spravnym, popfipadé i jingm Fesenim. Uspés-
nymi Fesiteli Skolniho kola se stanou ti soutézici, kteri budou mit alespon
u Ctyt uloh Feseni hodnocena vyborné nebo dobfe.

Prace vsech uspésnych tesiteld kategorii Z6 az 79 zasle vase skola
okresni komisi MO. Ta z nich vybere nejlepsi fesitele a pozve je k tcasti
v okresnim kole soutéze. Vybér ucastniki v kategorii Z5 provadéji po
dohodé s okresni komisi MO skoly, které okresni kolo pofadaji (viz nize).

Okresni kolo se uskuteéni

pro kategorii Z9 24. ledna 2007,

pro kategorii Z6 az Z8 11. dubna 2007,
pro kategorii Z5 24. ledna 2007.

Okresni kolo pro kategorie Z6 az Z9 se porada zpravidla v okresnim
mésté, v kategorii Z5 okresni kolo probihd na nékolika sSkolach okresu
povérenych poradanim.

Zaci pozvani do okresniho kola kategorie Z9 budou Fesit samostatné
v pritbéhu 4 hodin 4 soutézni ilohy. Pozvani zaci kategorii Z6 az Z8 budou
samostatné fesit 3 tlohy v prubéhu 2 hodin. Pozvani Zaci kategorie Z5
budou samostatné fesit 3 tlohy v pribéhu 1 hodiny.

Ve vSech kategoriich se feSeni tloh oboduji a podle souc¢tu ziskanych
bodii se sestavi pofadi i¢astniktt okresniho kola. Ucastnici, ktefi ziskaji
predepsany pocet bodl (zpravidla aspon polovinu z dosaZitelnych bodit),
se stanou uspésnymi fesiteli okresniho kola a nejlepsi z nich budou odmé-
néni.

Krajské kolo pro kategorii Z9 se bude konat 28. bfezna 2007 v nékte-
rém mésté vaseho kraje. Priibéh soutéze a jeji vyhodnoceni je stejné jako
pri okresnim kole. Nejlepsi tcastnici krajského kola jsou vyhlaseni jeho
vitézi.



Matematickou olympiadu potadaji Ministerstvo skolstvi, mlddeze a té-
lovgchovy, Jednota ceskyjch matematiki a fyzikiu a Matematicky istav Aka-
demie véd Ceské republiky. Soutéz organizuje ustredni komise MO, v kra-
jich ji ¥idi krajské komise MO p¥i pobockach JCMF a v okresech okresni
komise MO. Na jednotlivych skoléch ji zajistuji povéreni ucditelé matema-
tiky. Vy se obracejte na svého ucitele matematiky.

Pokyny a rady soutéZicim

Reseni sout&Znich tiloh vypracujte &itelnd na listy formatu A4. Kazdou
tilohu zaénéte na novém list& a uvedte vlevo nahofe zahlavi podle vzoru:

Karel Vesely

8. B

ZS, Kulaté ndm. 9, 62979 Luzany
okres Znojmo

2006,/2007

Uloha Z8-1-3

ReSeni piste tak, aby bylo mo7no sledovat vas myslenkovy postup,
podrobné vysvétlete, jak jste uvazovali. Uvédomte si, Ze se hodnoti nejen
vysledek, ke kterému jste dosli, ale hlavné spravnost tivah, které k nému
vedly.

Préce, které nebudou splnovat tyto podminky nebo nebudou ode-
vzdany ve stanoveném terminu, nebudou do soutéze prijaty.



Na ukazku uvedeme feseni tlohy z II. kola kategorie Z8 z jednoho
z predchazejicich ro¢nikd MO:

Uloha Z8-1I-1. Je dan obdélnik s celo¢iselnymi délkami stran. Jestlize
zvétsime jednu jeho stranu o 4 a druhou zmensime o 5, dostaneme obdél-
nik s dvojnasobnym obsahem. Urcete strany daného obdélniku. Najdéte
vSechny moznosti.

Resent. Délky stran obdélniku oznacime a, b. Novy obdélnik ma délky
stran a 44, b — 5. Podle podminky tlohy pro obsahy obou obdélniki plati

2ab = (a+4)(b - 5).
Postupné upravime:

ab — 4b+ 5a = —20 (Odeéteme 20,
ab—4b+5a —20 = —40 ~ abychom levou

stranu mohli
(a—4)(b+5)=-40 rozloZit na souéin.)
Reseni najdeme rozkladem ¢isla —40 na 2 éinitele. Pfitom musi byt a > 0,
b>0,atedy a—4>—4,b+5 > 5. Jsou dvé moznosti:

(=2)-20=-40 a  (—1) 40 = —40.

V prvnim pfipadé dostaneme obdélnik o stranach a = 2, b = 15 s obsahem
S = 30. Novy obdélnik pak m4 strany o’ = 6, b’ = 10 a obsah S’ = 60,
tj. ' =28.

V druhém pripadé dostaneme obdélnik o strandch a = 3, b = 35
s obsahem S = 105. Novy obdélnik pak m4 strany a’ = 7, b’ = 30 a obsah
S’ = 210. Opét je S" = 28.



KATEGORIE Z5

75-1-1

Sestitthelnik a pétithelnik maji spoleénou stranu se dvéma vrcholy.
Dopln do vsech vrcholi obou obrazcu déisla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9 tak,
aby soucet ¢isel v Sestitthelniku i v pétithelniku byl 24. Kazdé ¢islo pouzij
pravé jednou. Staci, kdyz najdes jedno feSeni. (L. Hozovd)

Z5-1-2

Cyklistického zavodu Tour de Lhota se zucastnila Sesti¢lenna druz-
stva. V prvnich deseti etapach zavod nikdo nevzdal. V jedenacté etapé
po hromadném padu odstoupilo 17 cyklistt a v kazdé dalsi etapé pak jich
odstoupilo vzdy o 3 méné nez v predeslé etapé. Do cile zavérecné 15. etapy
dojelo 53 cyklistii. Kolik druzstev se ztcastnilo zavodu?  (S. Ptdckovd)

Z5-1-3
Cvicena blecha Hopsalka stala na hodinach na ¢isle 12. Hréla s Vas-
kem takovou hru: Vasek hazel kostkou. Kolik ok mu padlo, o tolik ¢isel
poskocila. Po prvnim hodu skoéila po sméru chodu hodinovych rucicek, po
druhém hodu proti sméru hodinovych rucicek a po tfetim hodu opét po
sméru hodinovych rucicek. Vime, ze Vaskovi padla oka 2, 5 a 6, ale nevime,
v jakém poradi. Na ktera ¢isla mohla Hopsalka doskocit po tfetim skoku?
(L. Hozovd)

Z5-1-4

Pomoci ¢islic 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9 a pomoci dvou desetinnych ¢arek
utvol dvé desetinna cisla tak, aby jejich soucet byl co nejmensi. Najdi
vSechny moznosti. (Kazdou &islici pouzij pravé jednou.) (S. Bedndfova)
Z5-1-5

Sedm trpaslikii sbiralo hiibky. V kosi¢kach méli 34, 19, 50, 44, 31,
28 a 37 hiibkt. Snéhurka chtéla stejny pocet hiibka na polévku jako na
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smazeni i jako na ususSeni. Jak rozdélili trpaslici své kosicky do tii skupin
tak, aby pocet hiibka v kazdé skupiné byl stejny? (Trpaslici nesméli hiibky
z kosickt vytahovat.) (S. Ptdckovd)

Z5-1-6

Lucka vystfihovala ze ¢tvereckovaného papiru ¢islice 2, 0, 0, 7 tak,
jak je naznaceno na obrazku. Uréi obsah vystfizenych dislic, je-li strana
¢tverecku sité dlouhd 4 cm. (M. Raabovd)




KATEGORIE Z6

Z6-1-1
Lukas natiral latkovy plot. Kazdych 10 minut nattfel 8 laték. Jeho

mlads$i bratr Ondra mu chvilku poméhal, takze byl Lukas hotov o ¢tvrt
hodiny drive, nez predpokladal. Jak dlouho mu Ondra pomd&hal, kdyz

natiel kazdych 7 minut 4 latky? (M. Raabova)
Z6-1-2

Hvézda na obrazku je rozdélena dvéma useckami na tii dily. Zjisti
obsah kazdého z nich. (L. Simiinek)

1dm

Z6-1-3

Vicemistné ¢islo se nazyva optimistické, jestlize jeho ¢islice zleva do-
prava rostou. Jestlize Cislice Cisla zleva doprava klesaji, fikdme, Ze je to
éislo pesimistické. Soucet sedmimistného pesimistického a sedmimistného
optimistického ¢isla slozenych z tychz ¢islic je 11001 000. Které ¢éislice jsme
pouzili na zdpis téchto dvou ¢isel? (S. Bedndrovad)

Z6-1-4

Ze Smutnan do Veselikova vedou t¥i cesty. Ta, ktera je na mapé vyzna-
¢ena plnou ¢arou, méfi 40 km, nejvyssi povolend rychlost je na ni 80 km/h
a vybira se na ni mytné 50 Ké. Carkovana cesta je dlouha 35km, nejvyssi
povolend rychlost je na ni 60km/h a mytné je 150 Ké. Na teckované
cesté, ktera je dlouha 45km, se vybirda mytné 100 K¢ a nejvyssi povolend
rychlost je 100 km/h. Stryc¢ek Uspéchany a teticka Spofivé se chtéji dostat
ze Smuttnian do Veselikova, strycek co nejdiive, teticka co nejlevnéji. Oba
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si zavolali taxi, jehoz Fidi¢i si uctuji 15 K¢ za kilometr cesty a zaplaceni

mytného.

1. Kterou cestu mé vybrat taxikafr strycka Uspéchaného?

2. Kterou cestu ma vybrat taxikar teticky Spofivé?

3. O kolik minut bude kratsi cesta strycka Uspéchaného v porovnani
s cestou teticky?

4. O kolik korun zaplati strycek vic nez teticka? (S. Bedndrouvd)

Veselikovo

Z6-1-5

Nase tfida planovala turisticky vylet. Jednotlivé skupiny myslely, ze
jeho délka bude 28, 16, 32, 37 a 15 kilometra. Spletly se ale 0 5, 7, 8, 9
a 14 kilometrt. Jak dlouhy byl vylet? (M. Volfovd)

Z6-1-6

Ze shodnych ¢tverci a rovnoramennych trojuhelnikt jsme slozili (bez
prekryvani) Gtvar zndzornény na obrazku. Zjisti velikosti vnitinich @hlu
téchto rovnoramennych trojihelniki. (S. Bedndrovad)




KATEGORIE Z7

Z7-1-1
Jana narysovala Sestithelnik. Délky vSech stran vyjadfené v centimet-
rech jsou cela ¢isla. Potom si uvédomila, ze kazdé dvé jeho sousedni strany

jsou na sebe kolmé. Narysuj, jako mohl vypadat Janin Sestitthelnik, je-li
jeho obvod 16 cm a jeho obsah 12cm?. (M. Dillingerovd)

Z7-1-2

Rozdél obdélnik na obrazku na co nejmensi pocet tvarové stejnych
casti tak, aby kazda z nich obsahovala jen takova cisla, kterda davaji po
déleni tfemi navzajem ruzné zbytky. Pozor, fezat se smi jen po ¢arach sité!

14132
431102 11 90
22|18 301 7
35 99 | 29
12 62
(S. Bedndrovad)
77-1-3
Uréi pocet zlomki, jejichz hodnota je celym nasobkem t¥i a citatel
i jmenovatel jsou trojmistna pfirozend ¢isla. (L. Simiinek)
77-1-4

Dédecek nesl do mlyna pytel zrni. Najednou mu zacala zrnicka z pytle
vypadéavat a za dédeckem ziistavala cesticka znacend jednotlivymi zrnicky.
T ptacci si toho v8imli a zacali jednotliva zrnicka zobat. Prvni zobal
zrnicka zeleny ptacek, a to tak, Ze sezobal kazdé ¢tvrté zrnko lezici na
zemi. Potom priletél zobat Cerveny ptacek a sezobl kazdé paté na zemi
lezici zrnko. Nakonec slétl na cesticku modry ptacek a sezobal kazdé tieti
na zemi lezici zrnicko. Kolik zrnicek dédecek ztratil, jestlize ptacci sezobali
dohromady 79 zrnicek? (M. Dillingerovad)
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Z7-1-5

Aspon trojmistné ¢islo s navzajem riznymi ciframi, jehoz zadné tii za
sebou jdouci ¢islice a, b, ¢ nespliiuji ani a < b < ¢, ani @ > b > ¢, se nazyva
vinité. Napis
a) nejvétsi vinité ¢islo, které neni délitelné 3,
b) nejvétsi vinité cislo délitelné 150. (S. Bedndrovd)

Z7-1-6

Osmiboky kolmy hranol na¢rtnuty na obrazku vznikl slepenim t¥i kva-
drt. Zjisti objem a povrch tohoto hranolu, pokud vis, Ze mezi osmi jeho
bo¢nimi sténami jsou ¢tyti dvojice shodnych stén, a znas délky vyznace-
nych hran (obrazek je nepfesny, nevyplati se méfit). (S. Bedndrova)

lcm
7 cm 4c

8cm
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KATEGORIE Z8

Z8-1-1

Z ¢islic 1,2, ..., 9 jsme vytvorili tii smiSend ¢isla a%. Potom jsme tato
tEi ¢isla spravné secetli. Jaky nejmensi soucet jsme mohli dostat? (Kazdou
¢islici jsme pouzili pravé jednou.) (S. Bedndrova)

78-1-2

Kral si nechal nalit plnou ¢isi vina. Pétinu vina z ni upil. Pak si nechal
Cisi dolit vodou a upil ¢tvrtinu obsahu. Opét mu ¢isi dolili vodou a krél
z ni upil tfetinu. PaZe mu zase ¢isi dolilo vodou. Kolik procent ¢istého

vina zbylo ve sklenici? (M. Krejéova)
Z8-1-3

Je dan pravidelny devitithelnik ABCDEFGHI. Vypoditejte velikost
thlu, ktery sviraji pfimky DG a BE. (M. Raabovd, M. Krejéova)
78-1-4

ZAaci postavili z malych kostek pyramidu podobnou té na obrazku, méla
vsak vice pater. Pyramida, svého druhu nejvétsi na svété, stala od té doby
na dvofe skoly a prselo na ni. Po ¢ase se musely vSechny kostky, na které
prselo, tedy ty na povrchu, vymeénit. Vyménilo se celkem 2025 kostek.
Kolik méla pyramida pater? (L. Siminek)

Z8-1-5

Je dano Ctyfmistné cislo. Pri¢teme k nému takové ¢tyrmistné ¢islo,
které je napsano Cislicemi prvniho ¢isla, ale v opacném poradi. Kterymi
éisly je vzdy délitelny tento soucet? (L. Hozovd)
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78-1-6

Vyska rovnoramenného trojihelniku ABC déli jeho obsah v poméru
1 : 3. Uréete obsah a obvod trojahelniku ABC, je-li |AC| = |BC|a |AB| =
=v/32cm. (L. Hozovad)
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KATEGORIE 79

79-1-1

Kolik Sestimistnych pfirozenych ¢isel ma tu vlastnost, ze soucin jejich
dislic je 7507 (P. Tlusty)
79-1-2

Vyplitte spravnymi vyrazy prazdnd pole ve séitaci pyramidé€ na obréaz-
ku. Ve spravné vyplnéné s¢itaci pyramidé se v kazdém poli (kromé téch ze
spodniho patra) nachdzi soucet vyrazi, které jsou napsany ve dvou polich
tésné pod nim. (S. Bedndrova)

Z9-1-3

Do kruznice s polomérem 2cm je vepsan pravidelny Sestitthelnik
ABCDEF. Piimky FE a CD se protinaji v bodé M. Urcete délku tsecky
AM. (M. Volfovd)

79-1-4

Matematické soutéze se zucastnilo 142 zakt. Ne kazdy vsak odevzdal
treti tlohu. Kdyz nakonec autor soutéze zpracovaval statistiku, zapsal si,
Ze odevzdané tteti Glohy ohodnotil primérné 3,9 bodu (zaokrouhleno na
desetiny) a kazdy soutézici dostal za tfeti ilohu primeérné 2,7 bodu (za-
okrouhleno na desetiny). Kolik zakd mohlo odevzdat tfeti tlohu? Udéloval

se pouze cely pocet bodi, za neodevzdanou ulohu bylo 0 bodd.
(L. Simiinek)

Z9-1-5

Trojthelnik REZ s obsahem 84 cm? (|RE| = l4cm, |ZE| = 15cm)
jsme dvéma pFimymi Fezy rozdélili na tii ¢asti a z téch jsme slozili (bez
prekryvani) obdélnik. Jaké rozméry mohl obdélnik mit? Najdéte vSechny
moznosti. (S. Bedndrovad)
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Z9-1-6
Dokazte, ze ¢islo

(1-3-5-7-...-2003-2005)+ (2-4-6-8-...-2004 - 2006)

je délitelné ¢islem 20074, (P. Tlusty)
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