56. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

lIl. kolo kategorie Z9

Z9-111-1

Pavel si zvolil dvé prirozena ¢isla a, b (a = b) a vypocital rozdil jejich druhych mocnin.
Vyslo mu 2007. Které dvojice cisel si mohl Pavel zvolit?
RESENT.

a®? —b* = (a — b)(a +b) = 2007 = 3% - 223.

Mozni délitelé ¢isla 2007 jsou: 1; 3; 9; 223; 669; 2007. Sestavime tabulku. (Cisla ve tfetim
radku ziskdme napi. podle vztahu a = 1 ((a — b) + (a + b)), ¢isla ve &vrtém pak snadno
dopocitame.)

a—b| 1 3 9

a+b|2007| 669 | 223
a |1004| 336 | 116
b |1003| 333 | 107

Pavel mohl zvolit dvojice 1004 a 1003 nebo 336 a 333 nebo 116 a 107.

[rozklad a® — b* na soucin — 1 b.,

ndpad hledat délitele cisla 2007 — 1 b.,
vypocet a, b — po 1 b. za kaZdou dvogict,
spravnd odpovéd se vSemi Tesenimi — 1 b.]

Z9-111-2

V laboratori na polici stoji uzaviena sklenéna nadoba ve tvaru kvadru. Nachézi se v ni
2,4 litru destilované vody, avSsak objem nadoby je vétsi. Voda sahd do vysky 16 cm. Kdyz
kvadrovou nddobu postavime na jinou jeji sténu, bude hladina ve vysce 10 cm. Kdybychom
ji postavili jesté na jinou sténu, voda by sahala jen do vysky 9,6 cm. Urcete rozméry nadoby.

RESENT. Rozméry nadoby oznacime a, b, c. Pro kazdou polohu nadoby sestavime rovnici,
v niz vyjadiime objem vody:

a-b-16 = 2400, (1)
a-c-10 = 2400, (2)
b-c-9,6 = 2400. (3)

Resime soustavu tii rovnic o tfech nezndmych:

a-b =150, (1)
a-c = 240, (2)
b-c = 250. (3)

Z rovnice (1) vypocitame b, z rovnice (2) vypocitdme ¢ a dosadime do rovnice (3),
¢imz dostaneme rovnici

1 24
150 240 _ o).
a a



Tato rovnice ma jediné feSenim (v mnoziné kladnych ¢isel) a = 12. Dosazenim do vyse
uvedenych vztaht vypocitame b, c.
Rozméry nadoby jsou tedy 12cm, 12,5cm a 20 cm.

[sestaveni soustavy rovnic — 1 b.,

vypocet jedné nezndamé — 2 b.,

vypocet druhé a treti neznamé — 1 + 1 b.,
spravnd odpovéd — 1 b.

Z9-111-3
Prectéte si vysledky ankety konané v Peci pod Snézkou, pfi niz bylo osloveno 1 240 lidi:
,V existenci KrakonoSe véii 46 % dotazanych (zaokrouhleno na celé ¢islo), 31 % v jeho
existenci nevéri (zaokrouhleno na celé ¢islo). Ostatni dotazovani odmitli na tuto otédzku
jakkoli reagovat.“
a) Kolik nejméné lidi mohlo v anketé odpovédét, ze véri v existenci Krakonose?
b) Kolik nejvice lidi mohlo odmitnout na anketu odpovédét? Uvedte konkrétni pocty,
nikoli procenta.

RESEN{. Pocet lidi, kteii odpovédéli kladné, oznacime . Pocet lidi, ktefi odpovédéli za-
porné, oznac¢ime y. Pro tyto pocty plati:

0,455 - 1240 < x < 0,465 - 1 240,
564,2 < x < 576,6,

0,305 - 1240 < y < 0,315 - 1 240,
378,2 < y < 390,6.

Kladné odpovédélo nejméné 565 lidi (otazka a). Zaporné odpovédélo nejméné 379 lidi.
Tedy reagovat odmitlo maximélné 1240 — 565 — 379 = 296 lidi (otézka b).

[otdzka a) za 2 b.; otdzka b) za 4 b. Za nespravnou dvahu, Ze maximdlné odmitlo reagovat
100 — 45,5 — 30,5 = 24 %, tj. 297 lidi, protoze 0,24 - 1240 = 297.6, lze udélit 1 b.]

791114
Na obrazku jsou znazornény tii shodné, navzajem se prekryvajici rovnostranné troj-
thelniky. Urcete obsah kazdého z nich, kdyz vite, ze soucasné plati:
> Prinikem trojahelniku 7% a trojihelniku 7% je rovnostranny trojihelnik s obsahem
V3 cem?2.
> Prinikem trojahelniku 75 a trojihelniku 73 je rovnostranny trojihelnik s obsahem
2V3cm?.
> Pl’rﬁnikem trojuhelniku 77 a trojuhelniku 73 je rovnostranny trojuhelnik s obsahem
3V3cm?.
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RESENf. Oznaé¢me UT (obr.) stranu rovnostranného trojihelniku, ktery je priinikem 7T}
a T3. Pro obsah tohoto trojuhelniku plati

UTP-V3 _ V3
4 47

tedy |[UT| =1 (cm). Déle ozna¢me VT stranu rovnostranného trojihelniku, ktery je pri-
nikem 7; a Th. Pro obsah tohoto trojihelniku plati

T|?-
VTP _ g

tedy |VT| =2 (cm).
Konec¢né ozna¢me Y Z stranu rovnostranného trojuhelniku, ktery je prinikem 7% a T3,
pfitom Y Z || VT. Pro obsah tohoto trojuhelniku plati

YZ|?-
WAL VE_ 9

4 4

tedy |YZ| =3 (cm). Ozna¢me X Z stranu trojthelniku 7%, ktera je rovnobézna s V7.
I XZ|=|XY|+|YZ|.

Ctyithelnik X YUV je rovnobé&znik, proto | XY | = |VU|. Zaroven plati |VU| = |[VT|—|UT)|.
Tedy
IXZ| = |VU| +|YZ| = |VT| - [UT| +|YZ| =2 —1+3 =4 (cm).

Obsah trojahelniku T3 je

XZ|2-vV3  4%/3

[XZ| \/_: \/_:4\/§(cm2).
4 4

[vgpocet UT, VT, YZ -3 x 1 b.,

vypocet XZ — 1 b.,

obsah trojuhelniku Ty — 2 b.]



