57. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Komentare k domacimu kolu kategorie Z7

1. Cislo je trochu nestastné, je-li ndsobkem ¢isla 13. Cislo, které je ndsobkem ¢isla 17,
se nazyvd trochu usmévavé. Kolik existuje cisel mezi prirozenymi c¢isly od 1
do 1000000, kterd nekonci nulou ani pétkou a jsou pFitom zdroveri trochu nestastnd
a trochu usmeévava?

RESENT. Cisla zaroven ,trochu nestastnad® a ,trochu usmévava“ jsou &isla, ktera
jsou zaroven nasobky cisel 13 a 17. Nejmensi z nich je 13 - 17 = 221. V milionu je
takovych ¢isel 1000000 : 221 = 4524 (zb. 196), jsou to ¢isla 1221, 2-221,3-221, 4- 221,
5-221,...,4524-221. Hledan4 ¢isla nesmi byt zaroven nasobky péti (to by méla na misté
jednotek 0 nebo 5). Ve vyse uvedené fadé 4 524 ¢isel je ndsobkiu ¢isla pét 4524 : 5 = 904
(zb. 4). Hledanych ¢isel je tedy 4 524 — 904 = 3 620.

2. Vidda zemé Tramtdarie se rozhodla, Ze sveé uzemi rozdéli do sesti okresu. Vybrala
proto sest nejvyznamneéjsich mest a kaZdému chce priradit okres podle nadsledujiciho
klice: kazde misto v zemi patri do okresu toho mésta, které je danému mistu nej-
blize. Prekreslete si ve vhodném meéritku mapu Tram-
tarie a narysujte do ni hranice okresi. (Okresni mésta A _’w
jsou oznacena pismeny A-F, silnd ¢dra znaci hranice
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RESEN{. Mnoziné bod#, které maji od bodd X a Y stejnou vzdalenost, odpovida
osa usecky XY. VSechny hranice mezi okresy jsou tedy osami spojnic dvou mést. Pri

/ A 747
C a
LN
BN
WA

o\

rysovani obrazku je vyhodné zacit témi ,hrani¢cnimi“ useckami, které protinaji statni
hranici.



3. Ve 12 hodin stala na parkovisti ceskd, némeckd a francouzskd auta, a to v pomeéru
9 : 4 (Ceskd ku némeckym) a 2 : 3 (némeckd ku francouzskym). Béhem hodiny
odjelo jedendct a prijelo pét ceskych aut, odjelo jedno a prijelo jedendct némeckych
aut a odjela tri a prijelo Sest francouzskych aut. Jaky je pomér ceskych, némec-
kych a francouzskych aut ve 13.00 na parkovisti, kdyz ve 12.00 tam bylo dvandct
francouzskych aut?

RESEN{. Ve 12 hodin:

Ceska : némeckym ... 9: 4,

némeckd : francouzskym ... 2 : 3;

francouzskych bylo 12, tedy némeckych 8.

(12 francouzskych tvoii 3 dily, tj. 1 dil je 4; némeckych jsou 2 dily, tj. 8.) Kdyz
némeckych 8, tedy ceskych 18.

(8 tvori nyni 4 dily, 1 dil jsou 2; ¢eskych je 9 dila, tj. 18.)

Ve 13 hodin:

Ceskych: 18 — 11 + 5 = 12,

némeckych: 8 — 1+ 11 =18,

francouzskych: 12 — 3 4+ 6 = 15.

Pomeér ceskych, némeckych a francouzskych aut na parkovisti ve 13.00 je 12 : 18 : 15,

tj. po zkraceni 4 : 6 : 5.
4. Usecky AM,BM,CM a DM usporddané jako na obrdzku maji stejnou délku. Uhly,

ktere sviraji, maji velikosti 20°, 20°, 50°, 50°, 70° a «. Jakd je velikost uhlu, ktery
sviragi primky AB o CD? (Obrdzek je nepresny, nevyplati se mérit.)
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RESEN{. PouZivame-li znadeni dle obrazku, maji thly zminované v zadani tyto
velikosti: 20°, v, d, 20° + v, v + 6, 20° 4+ v + 9.




Provérime vSechny mozné velikosti 20° + ~.

1) Pfedpokladejme, ze 20° + v = 50°. Pak v = 30°. Néktera z nezndmych velikosti
uhld musi byt dle zadani 20°, pripada v iivahu pouze § = 20°. Spocitame velikosti vsech
zminovanych 1hli, a dozvime se, ze odpovidaji zadani.

2) Predpokladejme, ze 20° 4+ v = 70°. Pak v = 50°. Néktera z neznamych velikosti
uhld musi byt dle zadani 20°, pripada v ivahu pouze 6 = 20°. Zminovana Sestice thla
ma tak tyto velikosti: 20°, 50°, 20°, 70°, 70°, 90°, coz je v rozporu se zadanim.

3) Predpokladejme, ze 20° 4+~ = . Ze zminovanych thli je nejvétsi thel 20° +~+4,
proto musi byt roven 70°. Pak v+ = 50°. Pro thly v, § vSak v zadani nelze najit takové
velikosti, aby byla predchozi rovnost splnéna. Dochézime k jedinému teseni: v = 30°,
o = 20°.

Trojuhelnik M AB je rovnoramenny, proto |[XABM| = (180° — 20°) : 2 = 80°.
Vedlejsi thel M BN ma velikost |[«MBN| = 180° — 80° = 100°. Obdobné — pres
vypocet thla v trojuhelniku M DC — dojdeme k velikosti thlu |[xMCN| = 100°.
Velikost vnitinich thla étyfuhelniku M BNC' je 360°, proto |<XBNC| = 360° — 30° —
— 100° — 100° = 130°. Vedlejsi thel k tomuto tthlu mé velikost 50°, pifimky AB a CD
tedy sviraji thel 50°.

5. Policka na Sachovnici 4 X 4 vybarvi 4 barvami a vepis do nich 4 pismena J, A, R,
O tak, aby v kazZdém radku i kazZdém sloupci byly zastoupeny vsechny barvy i vsechna
pismena. (KaZdé policko bude obsahovat prdvé jedno pismeno a bude vybarveno
jednou barvou. KazZdé pismeno musi byt vybarveno postupné vsemi barvami a také
kazdd barva musi vystridat vSechna pismena.) Najdi aspom jedno tesSend.

RESENT. Tabulku lze vyplnit pismeny a vybarvit napi. takto:

Pozndmka. Sit 1ze vyplnit pismeny v zasadé pouze ¢tyfmi zptusoby:

J/ ARO J AIRO J/AIR O J/AIRIO
Al J|OR A J OR A RO|J A O J R
R/ O|J A R O A J R/OJ A R/ J/OA
ORA|J OR|J A O J AR ORA|J
Typ 1 Typ II Typ III Typ IV

Kazdy tento typ zahrnuje mnoho podob, které ziskdme vzajemnou vymeénou sloupcii
a vzajemnou vymeénou fadkt. Pro pfehlednost jsme uvedli pravé takové usporadani
rfadkt a sloupci, aby v prvnim fadku a prvnim sloupci bylo ¢itelné slovo JARO.

3



Obdobné existuji ¢tyri typy vybarveni sité:

Typ I Typ II Typ III

Zajimavé a dulezité je, ze vybarvit popsana policka podle zadanych podminek lze
pouze tehdy, pokud usporadani pismen je typu I, a to vzdy pravé dvéma zpusoby (oba
zpusoby obarveni jsou rovnéz typu I).

6. Na papire je napsino néekolik bezprostredné po sobée jdoucich prirozenych cisel. Je
mezt mimi 12 nasobku cisla 5 a 10 ndsobku cisla 7.
a) Kolik prirozenich ¢isel je na papife napsino?
b) Najdi jednu tadu cisel, kterd odpovidd témto podminkdm.

RESEN{. a) Aby byla splnéna podminka, ze v fadé po sobé bezprostiedné jdoucich
prirozenych ¢isel je 12 nasobkl péti, musi byt v radé
> minimalné 12 -5 — 4 = 56 ¢isel (fada v tom pripadé zacina i konéi ndsobkem péti),
> maximalné 12-5+44 = 64 ¢isel (fada v tom pfipadé zacina nadsobkem péti zvétsenym
o 1 a kon¢i nédsobkem péti zmensenym o 1).
Aby byla splnéna podminka, ze v fadé je 10 nasobkt sedmi, musi byt v fadé
> minimalné 10-7—6 = 64 ¢isel (Fada v tom pFipadé za¢ind i kon¢i ndsobkem sedmi),
> maximalné 10 - 7 4+ 6 = 76 ¢isel (fada v tom pfipadé zacind nasobkem sedmi zvét-
Senym o 1 a kon¢i nasobkem sedmi zmenSenym o 1).
Maji-li byt splnény obé podminky, musi byt v fadé 64 cisel.
b) Z ptedchozich tvah plyne, Ze prvni ¢islo v fadé je ndsobek péti zvétseny o 1
a zaroven nasobek sedmi. Postupnym provérenim nejmensich pfirozenych nasobkt sedmi
zjistime, Ze nejmensi takové ¢islo je 21. Hledanou radou ¢isel tedy mohou byt napi. ¢isla
21 az 84.
Poznamka. Prvnim ¢islem v fadé mohou byt kromé cisla 21 i vSechny prirozené
nasobky c¢isla 35 zvétsené o 21. Takto dostavame dalsi mozné fady cisel: 56 az 119, 91
az 154, 126 az 189 atd.



