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b) Pti kazdém otoceni se bod T pohybuje po ¢tvrtkruznici o jednom ze dvou polomérti.
Mensi polomeér je r; = %a, vétsi polomér ry uréime z Pythagorovy véty a dostaneme, Ze

_ 2 9)2:95
9 a+(2 2[.

Plocha ohranic¢en4 kiivkou se skldd4 ze tii étverci (o celkové plose 3a2), Sesti trojuhelniki
(o celkové ploge 2a?), tif ptlkruznic o poloméru 71 a t¥ pllkruznic o poloméru ro. Odtud
dostavame, ze hledany obsah plochy je

2 2
3a% + 24 + ;r(%) + gn(%\/5> =5a + %naQ.

[za spravné nakresleny obrazek — 2 body, za spravné urceni polomértt — 2 body, za spravné
uréeni celkové plochy — 2 body]

57. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
ll. kolo kategorie Z9

Z9-111-1

Ve Lhoté volili starostu. Kandidovali dva ob¢ané: Ing. Schopny a jeho manzelka Dr.
Schopné. V obci byly tfi volebni mistnosti. V prvni i druhé mistnosti dostala vice hlast
Dr. Schopna. V prvni byl pomér hlasu 7 : 5, ve druhé 5 : 3. Ve tfeti volebni mistnosti
byl pomér hlast 3 : 7 ve prospéch Ing. Schopného. Volby nakonec skonéily nerozhodné,
oba kandidati totiz ziskali stejny pocet hlasti. V jakém poméru byly pocty odevzdanych
platnych hlasovacich listkt v jednotlivych volebnich mistnostech, vime-li, Ze v prvni a druhé
mistnosti odevzdal platny hlas stejny pocet 1idi?

RESENI. Poéet platnych hlasti odevzdanych v prvni volebni mistnosti ozna¢me x, ve druhé
volebni mistnosti jich bylo odevzdano také z, pocet platnych hlasi odevzdanych ve treti
volebni mistnosti ozna¢me y. Ing. Schopna ziskala v prvni volebni mistnosti 1—72x hlasi, ve
druhé g:r hlast, ve treti 1_30?/ hlast. Dohromady bylo odevzdano = + x + y platnych hlasi,
z nichz polovina byla pro Ing. Schopnou. Dochézime k rovnici

7 /5 3 1

A AT Ui 2(L+1+y),
70z + 75z + 36y = 60(z + = + y).

Po tpravé dostaneme

2bx = 24y,
z 24
y 25

Pocty odevzdanych platnych hlasovacich listkid v jednotlivych mistnostech byly v poméru
r:x:y, tedy 24 : 24 : 25.

[3 b. za sestaveni rovnice, 2 b. za vyfeSeni rovnice, 1 b. za spravnou odpovéd]

Z9-111-2
Je dén rovnoramenny lichobéznik ABCD (AB | CD), kde |AB| > |CD|. Bodem A
se daji vést dvé primky tak, aby rozdélily lichobéznik na t¥i rovnoramenné trojuhelniky.

Urcete velikosti thla lichobézniku ABCD.
RESEN{. Je ziejmé, e jedna z délicich piimek musi prochdzet bodem C, druha délici
piimka protne v bodé E bud zékladnu C'D, nebo rameno BC.

a) Predpokladejme, Ze druha délici pfimka protne rameno BC:

D C




Trojthelnik ADC' s tupym thlem u vrcholu D mtze byt rovnoramenny jediné tak, Ze
|AD| = |CD|. V trojuhelniku AEB je tihel u vrcholu A mensi nez thel u vrcholu B, takze
plati |AE| > |EB|. Zaroven plati |AB| > |EB|, nebot |EB| < |BC| = |AD| = |CD| <
< |AB|. M&-li byt ABE rovnoramenny, musi proto platit |AB| = |AE|, takze thel AEB
je ostry, a tudiz trojihelnik AEC ma tupy thel u vrcholu E. Takovy trojuhelnik muze
byt rovnoramenny jediné tak, ze |AE| = |EC|. Ozna¢me « thel ABC (je pak |[<DCB| =
= |xCDA| = 180° — a, protoze lichobé&znik ABCD je rovnoramenny) a vyjadfeme vnitini
thly vSech t¥1 posuzovanych rovnoramennych trojuhelnik:

D C
180° -«

Z obrazku je patrné, Ze tthel DCB je roven té% 2+ ta = a. Z rovnosti | X DCB| =
= 180° — a = « tak plyne a = 90°, coZ nevyhovuje (tthel @ zkoumaného lichob&zniku musi
byt ostry).

Druhé délici pfimka tedy nemutze protinat rameno BC.

b) Pfedpoklddejme, ze druhd délici pfimka protne zdkladnu CD.

Vzhledem k podmince |[AB| > |CD| je zfejmé, ze thel ADE je tupy. Odtud plyne,
7e |AD| = |DE|. Analogicky i tthel AEC musi byt tupy. Odtud plyne, ze |AE| = |EC]|.
V trojihelniku ABC je thel u vrcholu A mensi nez thel u vrcholu B, takze plati |AC| >
> |BC|. Zaroven plati |[BC| < |AB|, nebot |BC| = |AD| = |DE| < |DC| < |AB|. Mé&-li
byt ABC rovnoramenny, musi proto platit |[AB| = |AC|. Opét oznaéime « tGhel ABC
a postupné vyjadiime vnitini thly posuzovanych rovnoramennych trojahelniki:

D E c

8ar—540° , A% 40 —180° 180° —2q
260

A B
Vzhledem k tomu, Ze lichobé&znik je rovnoramenny, plati, ze [ < DAB| = a, tj.
(360° — 4a) + (180° — 2) + (180° — 2a) = av.

Odtud dostaneme, Ze
a = 80°.

Vnitini @hly lichob&zniku tedy jsou 80°, 80°, 100°, 100°.

[za vylouceni moznosti, Ze druha délici pfimka protind rameno BC' — 2 body, za sestaveni
rovnice 2 body, za spravné feSeni rovnice 2 body]

Z9-111-3
Najdéte vsechna kladné cela ¢isla z, y, pro ktera plati:

1+x+y+zy=2008.

RESENI. Rovnici upravime na tvar
(1+2)1+y)=2008
a hledame rozklad ¢isla 2008 na soucin dvou c¢initelt vétsich nez 1. Ze symetrie tlohy

je ziejmé, 7e staci vySetfovat jen ptipady, kdy = < y. Protoze 2008 = 23 - 251 a 251 je
prvodislo, snadno sestavime tabulku vsech moznych rozkladi:

1+z| 2 4 8
1+y|1004 502251
T 1 3 7

y 1003 | 501 | 250

Rovnice m4 Sest FeSeni: (1,1003), (1003,1), (3,501), (501,3), (7,250), (250,7).

[za rozklad levé strany rovnice — 3 body, za nalezeni rozkladu ¢isla 2008 — 1 bod, za
vSechna feSeni — 2 body]

Z9-1114

Je déan ¢tverec ABCD o strané délky a a obdélnik K LM N o stranach délek |KL| = 3a
a |LM| = a. Na pocatku je ¢tverec ABC'D umistén tak, ze A = N a strana AB lezi na
strané NM. Ctverec ABCD se otaéenim kolem svych vrcholtt pohybuje jednim smérem
po obvodu obdélniku K LM N (obr. 1) tak dlouho, nez se opé&t dostane do ptivodni polohy.

D———C "
N=A B
K L
Obr. 1

a) Narysujte drdhu, po niz se bude pohybovat bod T, ktery je stfedem strany AB.
b) Urdete obsah plochy ohrani¢ené k¥ivkou, kterou opisuje bod 7'



