58. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

|. kolo kategorie Z5

Z5-1-1

Ucitelka Kadrnozkova kupovala v pokladné zoologické zahrady vstupenky pro své
zéky a pro sebe. Vstupenka pro dospélého byla drazsi nez pro skoldka, avsak ne vice nez
dvakrat. Ucitelka Kadrnozkova zaplatila celkem 994 K¢. Ucitel Hnizdo mél s sebou o tii
zéky vice nez jeho kolegyné, a tak za své zaky a za sebe zaplatil 1120 K¢.

1. Kolik zaktu mél s sebou ucitel Hnizdo?
2. Kolik stala vstupenka pro dospélého?

Mozné fesSeni. Ze zadani bezprostiedné vyplyva, ze vstupné pro tii zaky stalo 1120 —
—994 = 126 (K¢), tedy pro jednoho zdka 126 : 3 = 42 (K¢&). Za 1120 K& by ucitel Hnizdo
nakoupil vstupenky pro nejvyse 26 zaku (a 28 K¢ by mu pak zbylo), protoze 1120 : 42 = 26
(zbytek 28). Kdyz zbytek pridame k cené zakovské vstupenky, ziskdme cenu vstupenky
pro dospélého (tato vstupenka mé byt drazsi nez zakovska, avSak ne vice nez dvakrat).
Utitelova vstupenka tedy stala 42 4+ 28 = 70 (K¢) a zaka bylo 26 — 1 = 25.

(Pro kontrolu: 25 -42 + 70 = 1120 a 22 - 42 + 70 = 994, takZe vSe je v naprostém
poradku.)

Z5-1-2

Frantisek Nudilek se zabyval tim, ze psal po sobé jdouci pfirozena cisla. Zacal takto:
1234567891011... Po case ho to prestalo bavit, dokoncil pravé rozepsané cislo a kriticky
se podival na sviij vytvor. Zjistil, ze v posloupnosti ¢islic, které napsal, se vyskytuje pét
jednicek bezprostiedné za sebou.

1. Kolik nejméné po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel musel Frantisek napsat?
2. Kolik nejméné ¢islic musel Frantisek napsat?

MozZné feSeni. 1. Aby bylo v fadé pét jednicek za sebou, musi byt napsana ¢isla vétsi
nez 110 a rada vypadéa takto:

123456789101112...110111112. ..

Frantisek napsal nejméné 112 za sebou jdoucich prirozenych cisel.

2. Pro pocitani ¢islic si uvédomime, Ze v napsané radé je 9 ¢isel jednomistnych (¢isla
1-9), 90 ¢isel dvojmistnych (¢isla 10-99) a aspon 13 ¢isel trojmistnych (¢isla 100-112).
Dohromady Frantisek napsal nejméné 9 + 90 - 2 + 13 - 3 = 228 dislic.



Z5-1-3

Nejvyssi znama sopka na Zemi je Mauna Kea na Havajskych ostrovech. Jeji vyska od
upati po vrchol je dokonce o 358 metri vétsi, nez je nadmorska vyska nejvyssi hory svéta,
Mount Everestu. Nezveda se vsak z pevniny, ale ze dna Tichého oceénu, z 5000metrové
hloubky. Kdyby moiska hladina v této oblasti klesla o 397 metrt, byla by ponorena c¢ast
Mauna Key presné stejné vysoka jako c¢ast, ktera by vyc¢nivala nad hladinu.

1. Jakou nadmotskou vysku ma vrchol sopky?
2. Kolik méfi Mauna Kea od upati po vrchol?
3. Jakou nadmotskou vysku ma Mount Everest?
(Udaje o nadmotskych vyskach uvddéné v rfiznych zdrojich se mohou lisit, coz je
zpusobeno nepresnostmi méieni, pohyby zemské kiry, vrstvou snéhové pokryvky apod.
Pfi feSeni tlohy proto vychazej pouze z tdaji v ni uvedenych.)

Mozné Feseni. 2. Kdyby morska hladina klesla o 397 m, byla by ponofend ¢ast sopky
5000 — 397 = 4603 (m). Sopka Mauna Kea tedy méfi od upati po vrchol 4603 + 4603 =
= 9206 (m).

1. Z toho plyne, ze vrchol sopky je v nadmoiské vysce 9206 — 5000 = 4206 (m).

3. A Mount Everest ma nadmotskou vysku 9206 — 358 = 8 848 (m).

Z5-1-4

Klasicka hraci kostka se pfevracela naznacenym smérem po planu na obrazku. Na
kazdém policku zistaly otisknuty tecky ze stény, kterou se kostka planu dotykala. Pocet
vSech tecek otisknutych na planu byl 23.

Kolik tecek bylo otisknuto na vybarveném policku?

(Klasicka hraci kostka mé na sténéch tecky v poctu od 1 do 6 umisténé tak, Ze na
protilehlych sténach je vzdy dohromady 7 tecek. Plan je tvoren ¢tverci, které jsou stejné
velké jako stény kostky.)

MozZné FeSeni. Dvojice ¢isel lezicich na protilehlych sténach kostky jsou (1,6), (2,5)
a (3,4). Pti feSeni tlohy je mozné diskutovat vSechny moznosti vzhledem k umisténi kostky
na prvnim policku planu, coz je zbytecné pracné. Jednodussi je uvédomit si, na kterych
polickach se otiskuji protilehlé stény. Oznacme a pocet tecek na sténé, kterou se kostka
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dotkne prvniho policka planu, a b pocet tecek na sténé, kterou se kostka dotkne nasledu-
jiciho policka planu. Pak zjistime, Ze na prvnich tiech polickach jsou otisknuty nasledujici
pocty tecek:

Po prevaleni se na dalsi policko planu nemtze dostat zadny z poc¢ta a, 7 — a, b ani
7 — b. Ozna¢me tedy dalsi otisknuty pocet tecek c. Postupné na planu ziskdme pocty
zaznamenané na obrazku:

Mizeme si vSimnout, ze dvojice a, 7 — a se na planu vyskytuje dvakrat a dvojice c,
7 — ¢ jedenkrat. Soucet téchto dvojic je vzdy 7 a soucet vsech otisknutych tecek je:

a+b+(7T—a)+c+a+(T—c)+(7T—a)=3-T+b=21+0.
Ve skutecnosti bylo otisknutych 23 tecek, tedy 21 +b =23 a b= 2.

Jiné reseni. Ozna¢me pocty otisknutych tecek na jednotlivych polickach a az g jako
na obrazku:

Na polickdch e a a je otisténa stejnd sténa a rovnéz na polickadch ¢ a g je otisténa
stejné sténa. Protoze soucet tecek na protilehljch sténach kostky je vzdy sedm, plati pti
prevraceni kostky podle navodu, ze a+c =7, d+ f = T7ae+g = 7 (podobné taky c+e =7,
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ale tento postieh potfebovat nebudeme). Podle zadani byl soucet vSech otisknutych tecek
na polickdch a +b+c+d+e+ f + g = 23, takze

(a+c)+(d+ f)+(e+g)+b=23,
T+74+74+b=23,

21+ b =23,

b=2.

Na vybarveném policku byly otisknuty dvé tecky.

Z5-1-5
Digitalni hodiny ukazuji hodiny a minuty, jako napfiklad 14:37.
Kolik minut denné sviti na téchto hodinach alespon jedna pétka?

Mozné reSeni. Na 1. misté pétka svitit nemize. Budeme nejdiiv uvazovat interval
prvnich 12 hodin:

e Na 2. misté pétka sviti 60 minut (od 5:00 do 5:59); u dalSich mist proto uvazujeme
jen zbylych 11 hodin.

e Na 3. misté sviti pétka kazdou hodinu 10 minut (od #*:50 do *%:59); celkem
11 -10 = 110 minut.

e Na 4. misté sviti pétka v kazdé hodiné Sestkrat po 1 minuté (05, 15, 25, 35, 45, 55),
zapoCteme vSak pouze 5 minut, nebot minuta **:55 je jiz zapoc¢tena v predchozim
odstavci; celkem 11 -5 -1 = 55 minut.

Aspon jedna pétka sviti v intervalu 12 hodin 60 + 110 + 55 = 225 minut, za cely den
tedy 2 - 225 = 450 minut, tj. 7 hodin 30 minut (na druhém misté je i v dobé od 15:00 do
15:59).

Jiné reseni. V dobé od 5:00 do 5:59 sviti 60 minut pétka na druhém misté (totéz
v dobé 15:00 az 15:59). Pro kazdou z ostatnich 22 hodin muZzeme vypsat, ve kterych minu-
tach bude svitit aspon jedna pétka: 05, 15, 25, 35, 45, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59,
tj. celkem 15 minut. Dohromady za cely den to je 2-60 + 22 -15 = 120 + 330 = 450 minut.

Z5-1-6
Dan si ze ¢tvercové sité vystrihl itvar jako na obrazku.
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Odstrihni dva c¢tverecky sité tak, aby se vysledny utvar nerozpadl a mél co nejvétsi
obvod. Najdi vSechna TeSeni.

Mozné Feseni. Oznacime jednotlivé ¢tverecky pismeny a az n:

Aby byl obvod nového utvaru nejvétsi mozny, soustiedime se pouze na ¢tverecky,
které v pivodnim utvaru sousedi s nejvice ¢tverecky. Soucasné musi po odstfizeni kazdého
¢tverecku zustat vysledny utvar pohromadé. Za téchto pozadavkid mohou byt odstiizeny
pouze ctverecky d, e, f, k.

Dvojice ¢tverecku (d,e), (e, f) a (f, k) odstfihnout nemuzeme, protoze by se utvar
rozpadl. Odstfizenim dvojice (d, f) se zvétsi obvod ttvaru o 2 -2 = 4 (cm) a odstfizenim
dvojice (d, k) nebo (e, k) se zvétsi o 4-2 = 8 (cm). Protoze jsme vycerpali vSechny moznosti,
posledni dvé varianty pfedstavuji feSeni tilohy, viz obrazky.
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